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O RUCHU CZBSCIOWO BEZINERCYJNEGO

ZACHOWAWCZEGO UKEADU MECHANICZNEGO
Andrzej Szadkowski

Mozliwo$é sprowadzenia rzeczywistego ustroju konstrukeyj-
nego do uk¥adu dyskretnego o skoriczonej liczbie stopni swobo-
dy pozwala badaé ruch takiego ustroju przez badanie dynamiki
modelu ukXadu pomyslanego jako skoriczony zbidér punktéw mate -
rialnych powigzanych wzajemnie i 2z nieruchomym ukXadem odnie-
sienia tXumikami i sprezynami, ktére odpowiednio modeluja
wewnetrzne i zewnetrzne sity dyssypacyjne i1 zachowawcze [1].
Dotychezasowe prace z dynamiki uktadéw mechanicznych dotyczy-
2y nieomal wytacznie modelu mechanicznego powstaiego z elemen-
téw w formie nieliniowego modelu reologicznego Voigta.

Przypadki, kiedy 1° - cechy wewnatrzmateriaXowe opisane sg
lepiej nieliniowym modelen reologicznym llaxwella lub mieszanym
Voigta-Maxwella 1 2° - istnieja specjalne wzgledy konstrukeyj~
ne, np. przy bezposrednim szeregowym oddziatywaniu na siebie
elementdéw sprezystych i tXumiscych (jesli uzasadnione jest po=
miniecie mas tych elementdw), nakazujg Xgczenie szeregowe ele-
mentéw reprezentujacych sily i prowadzz do uogélnienia poprzed-
niego modelu mechanicznego dopuszczajge zerowanie sie pewnych
mas w modelu,



chonym ukfadzie wspéirzednych w postaci
*) € (x452y) = £4(29) - £15(xy-2)) = O,

Zauwazny, Ze warunek funkcyjny zobrazowany krzywa (4) jest to-
rem ruchu masy w Tuchomej praszeczyinie konfiguraeji {(xi,zi)} ’
_tzn. Tuchu masy m wzgledem punktu A. Wykorzystany tg interpre-
tacje do ustalenia pevnej analogii mechanicznej, ktéra przydat-
na bedzie do wyznaczenia ruchu ukXadu M. )

Niech w ukladzie mechanicznym % (Rys.3) mesa m porusza sie
po krzywej geometrycznych wiezéw skieronomieznych dwustronnych
L wyznaczonej przez (4)_w praszczyZnie konfiguracji {(::'1 ,zi)}
pod dziataniem si wyznaczonych przez funkeje six

X=Zy ) X
(5)  Ulxpz)= - [Ifm(g‘é)df?'ﬁ)* Lf1(5)d? "'Ifz(@dﬂ

i niech Tuch unoszenia ruchomego ukXadu wspétrzednych xrkz]

Rys. 3

bedzie tak dobrany, aby ruch masy m w bezwzglednym ukXadzie
wspéirzednych x,0,z byx p’rostoliniov;y wzdtuz osi.x, tzn.

(6) T=

x, I‘.I =?1x1'+ 3131’

]



co wobeec réwnosei (3) prowadzi do réwnari

?=':':~'A+'i-'1' czyli X=Xy 2y T2y,
(7N T=T, +T, ceyli X =%, 8, =& ,

== 22 11 w. e T

T=Ty + Ty czy. X=Xy 2 =% .

0 - Wykazemy,. ze ruch ukXadu T jest révmowazny ruchowi
ukXadu M, poniewaz zjawiska dynamiczne w obu tych ukadach opi-
sane sg takimi samymi réwneniami..

II° - Wyrazimy calke energii w ukXadzie T, a poprzez I° 1
w uk¥adzie M. '

Na wstepie okreélimy pole wektorowe sit wyznaczone przez
(5). W oparciu o (1)

U(xpz p= - [F12(x1—21) +F (51) * Fg(’ﬁ)]
Jest sumg funkeji ciggtych Jako funkeji granic gdérnych catek z

funkeji cigglych, a wige pochodne tych funkcji okredlone sg
przez funkcje piemotne.-lnamy :

? U(x1 ,31)
[} X

? U(x,,2y)
...__._é..z_'.._l..f. b [f!_(zi) - £15(x -z‘l)] .

= = [£)50x)=2) + 2,(x))]

I

Funkecja skalarna U(x"z’) wyznacza poie_ wektorowe siX
(8) F(xi,zp = grad U(xy,2zy)

lub skalarnie

o]
I

x, = = (122 + £50xp)
(82) |

]
|

2, = = [£,(z}) = f12(’=1"13]

ktére speinia warunek bezwirowodci



3fo1,zr) 3U(x1,21)
3x1321 B aziaxl B

]

a wige pole wektorowe {8) jest potencjalne. Stacjonarna funkeja
siz U(x,,z,) wyznacza energie potencjalne na ptaszczyZnie
konfiguracji {(x,,2,)}
(9) v(xI’z‘) = - U(x1!z1) °

Nozeny zapisaé rdéwnania ruchu masy m w ruchu wzglednym
(Rys.3) w postaci
(10) = 7,(xy,2y) = ?(x,,zf) + A grad €(x,,z,) + [ '::"'A(x,z)] ;

gdzie warunek wiezdw okredlony jest przez (4) , Na mocy (6)
réwnanie rézniezkowe (10) zapisze sig¢ skalarnie

= ?€(x4,2y)
m X, = infxvz‘) +A """a—;:":*"‘“ E
(102) i ?€(x,,2,)
m '21 = Fz1(X1g31) "')‘——;1'# +m 'z'a .

Zalozenie (i)} zabezpiecza istnienie skXadowych grad €(x, ,31),

stuszne jest wiec

d €(x,,zy) de(xy,zy) , N 08(x,,2p ,
= X, ¥ —————— 2

(&R )
dt 3::1 : 0z,

1=00

Uk2ad réwnan (10s) po wykorzystaniu (7) i (8a) prowadzi do
révman el N
o¢€(x,,z
n ¥ = - [£,00-2p + £0] + A ——,
9x,
3?(11,31)
3:1

o
|

= - [£,(z)) - £,,(x;-2)] +2

i pozwala wyrugowaé mnoznik wigzéw A. Przy obowiszujgcym wa-
runku (4) z ostatniego réwnania tego uktadu wynika, 2e A =0 1
ostatecznie (10a) wyraza sie w uk¥adzie inercjalnym ukXadem



réwnan
m¥=-[2,0x2) +£,(x)] ,

f12(x'zA) = f1(zﬁ) "

Révmania te sa identyczne z rdwnaniami (1) i (2) , a wige teza
i Jjest dowiledziona.

Wniosek 1, Fakt zerowania sig mnoZnika wiezdw A =0
fizycznie oznacza, Ze nie ma reakeji wiezdw, a wige krzywa L
zatozonych "wiezdw" istotnie jest torem swobodnego ruchu masy m
w ukZadzie .

Wniosek 2,2 (11) wynika réwnanie

14
?x,
2e 1!
8z,

z1=_

ktére przy zaXozZeniu (i1i) jest révmowgzne postaci (4) 1 po-
przez (7) moze zastepowed warunek (2) dla 0%/dz,= O. Istotnie
(11) jako pochodna zupeina po scatkowaniu prowadzi do

%(Jﬁ.zp =C,

gdzie stata C = 0 wyznacza zatoZenie (iii) .

Pokazemy, ze dla ukXadu T opisancgo réwnaniami (10) i (4)
istnieje tzw. uogélniona caika energii [2] o« W tym celu rozra-
trzyny poszczegdlne cztony révmmnia (10) pomnoZonego skalarnie
przez %1 uwzgledniajse, 2e¢ A= 0, czyli
(12) nFF =FF -nFF .

Poniewaz ruchomy ukiad wspdirzednych nie obraca sie w stosunku
do uktadu inercjalnego, dla dowolnego wektora @ suszns Jjest
zalezno$é da/dt=d' F/dt, gdzie symbol d'/dt oznacza réinicz-
kowanie w ukXadzie ruchomym. Stosujgc zasady rdéiniczkowania w

Tuchu wzglednym otrzymamy



ee g rmi‘?)_ a (BI‘?)
PO TR /)T TEV ’
- B gradU:I'r.I a'v au
F?Iz = = §
at at dt
. s we @ (m#¥y\ a /il
B T,r =mITy =0T = — ( - .
dat 2 dt 2

W rezultacie tych przeksztatced (12) zapisze sig w postaci

d ® 52) du
' at

at \ 2
ktéra prowadzi do catki energii

n

2
1ub po skorzystaniu z (6) , (7) i (9)
n %°

= U + const

(13)

+ V(x,zﬂ) =h,

gdzie h jest stata dowolng i wyraza catkowits energie mechani-
czng ukkadu W, a wige 1 M (co dowodei II%).

Wniosek 3. Poniewaz dopuszczanmy niejednoznacznosé
rozwikXania warunku (2) ze wzgledu ns x i 2z, naleiy podawad
warunki poczgtkowe w postaci

(14) x(0) = x z(0) = 2 x(0)=x_,

o? o? o
mirmo, Ze poprzez (iii) tylko dwa z nich ss niezaleine, Zadanie
warunkéw poczgtkowych (14) pozwoli na jednoznaczne okreslenie

ruchu ukiadu,

Wniosek 4. Unieruchoniajse uxtad wspétrzednych poru-
szajgey si¢ wraz z punkten A moZemy interpretowsé ruch ulizadu
1 (Rys.4) Jjako ruch punktu P po krayrej olresloncj przez (2).



1

Rys. 4

Kazdemu poXozeniu na krzywej odpowiada energia potencjalna ok-
redlona przez (9) z uwzglednienien (7) , 2 wiee V(x,2). Niech
tylko rzut P punktu P na od x bedzie obdarzony caXa masg m,
wiec i calkowita energia kinetyczng wadu mx /2 s Wtedy be-
dzie obowigzywaXa catka energii w postaci (13). Odpowiednio bez-
masowy rzut Pz punztu P na o z bedzie reprezentowat punkt A
modelu,.

3. Przy dalszych rozwazaniach wygodniej bedzie réwnania (1)
i (2) przedstawié w postaci normalnej

x=y,
. 1
(15) = = [ £,5(x=2) + £,(x)]
e(x,2z) =0,
albo z uwagi na ¥niosek 2 w postaci rdéwnowazne]
X=y,
(15a) ¥ —l—-[f (x=2) + £ (x)]
= 12 2
3

[~ 1]

=y,

[
o
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Zatozymy dodatkowo, Ze
E 4
(iv) - funkcja %@ Jest jednoznaczna wzgledem 2 ).

Zgodnie z interpretacjg podang we Wnioslu 4 bedzieny bada-
1i ruch punktu P na plaszczyinie {(x,y)} .

UkXad révmart (15) wyznacza w przestrzeni fazowej o trajek-
torie ruchu punktu P, ktdére leia na dwuwyniarowej hiperpo-
wierzchni wyznaczonej przez ostatnie révmanie ukXedu (t 5) e
Sladem tej hiperpowierzchni na praszezyinie {(x,z)} jest krzy-
wa L, Dla okredlenia trajektorii bedziemy wyznaczali ich rzuty
na plaszezyzny fazowe {(x,y}} i {(z,z)} stanowiace odpowiednio
obrazy ruchu masy m i punktu A.

Kat pochylenia stycznej do krzywej L w punkeie P (Rys.4)

okredlony Jjest przez zaleino$é
o
60 = - 55— .

Bz

WprowadZmy podzia* ptaszczyzny {(x,y)} na kolejne obszary
D; (1= 1,2,000yn; n»1) rozdzielone normalnyni do krayvej
L révnolegrymi do osi x. Oczywidcie w tych obszarach krzywa L
Jest dcidle monotoniczna ((iv)) , tgd Jjest statego zuaku, \ za=-
leinodei od znaku tgw many dwa typy obszardiw Di:

I

b - dla  tg@>0 , ten. kicdy sign % = sign %
pil. dla tgw<0 , tzn. kiedy sign x = - sign

e wa

.
Zgodnie z podziaien na obszary Di w przypadku przegigcia
krzywe] L ze styczng pionows mamy do czynienia z graniczeniem

obszariw tego samego typu.

Poprzez (7) i (9) mamy zapisewg energie potencjalng V(x,z)
wzdZuz krzywej L, jest ona funkeja ciaga. Dla dowolnych warun-

’{-—_zaZoZenie to nie wyklucza mozliwosci Uadania przypad:dw
niejednoznacznodei wzgledem %, lub niejednoznacznodei wzglse-
dem 'x 1 2z , kidre wymagajg innej nicco procedury badania.
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kéw poczatkowych (14) mamy wyznaczony odpowiedni obszar Dp oraz
catkowita energie mechaniezng
2
B Y
: 0
h = + V(Xo,zo) .

Odpowiednia krzywsa calkows zbudujemy korzystajgc z (13) 1 zaw-
sze pozostajac na krzywej L.

Niech bedzie rozwikranie” warunku {2) dla poszczegélnych
obszardw Di w postaci

(16) z = z,(x) dla £z <z

Z .

941 9y
Poszczezélne gatezie energii potencjalnej dla Zukéw krzywej L
gawartych w odpowiednich obszaracn D1 wyrazg sie w zaleZnodci
od jednej zmiennej x

(17) V(%) = V(x,z4(x)) ,
a z (13)
(18) ¥y = J-;—-[h - Vy(x)]

wyznacza trajektorie na rzutni {(x,y)} odpowiadajace obszarowi

Bi. Trajektorie Y (x),y yltx) powstate ze zrzutowania z obsza-

oW D 1Dy (x % l) oczywidcie mogg przecinaé sie, o ile od-

powiednie *uki krzywej L r7utujac sig na of§ x zachodzg na

siebie . Przez skorzystanie z ostatniego rdwnania w:zadu (15a)

} funkiji (16) many natychmiast krzywe calkowe na rzutni
(z,z)}.

Zbadajmy przypadek, gdy punkt P poruszajac sie po krzywej L
zblizy sie do punktu Q1 = (xq ,zq) rozdzielajacego ohszary
A

Di 1 Dyyy (Rys.4) Przyjnijmy, Zze energia mechaniczna uk2a-

*) . jeéli rozwikTanie warunku (2) jest niemozliwe, moZemy wy-
kredlnie przeprowadzié badsnie przybliZone. Nalegy v tym celu
1”= zbudowaé krzywa L na praszeczyinie {(x,z)}, 2°- wykresli¢
rzut V(x) tréjwyniarowej krzywej energii potencjalnej V(x,Zz)
obliczonej dla punktdw krzywej L i 3°- korzystajasc z (13) wy-
kreslié rzut trajektorii y(x), [3] .
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du jest na tyle duia
h > ti(xqi,zqi) ;

%Ze uk¥ad posiada w chwili zbliZenia i osiegnigeia punktu Qi
energie kinetyeczna, tzn.. {%x] > O. Rozpatrzyay dwa przypadki:

). Niech D; i D;,; bpda obszaranmi rdinych typdw. Poniewaz
punkt P nie moze opudeié krzywej L (Wniosek 1), a prawo zacho-
wania energii jest zawsze obowiszujace (II°), wigc przy zacho-
wanym waruniu }%|> O predko$é X musi zmienié znak. Ist-
nieja dwie réwnopravne alternatywy przebiegu zjawiska:

a) - przejécie punktu P do obszaru nastepnego, czyli

sign X' = - sign #**, sign 2* = sign 2** ,

b) - powrét punktu P do obszaru poprzedniego, czyli
sign %* = - sign x*™ , sign 2* = - sign 2**,
gdzie * - oznacza stan przed doj$ciem P do Q;, *¥* = stan po
odejdeciu P od Qe

2). Niech Dy 1 Dyuq beda obszarami jednego typu. Z tych sa-
nmych wzgleddw co poprzednio tez sg dwie alternatywy przebiegu
2 javriskas

a) - przejsécie punktu P do obszaru nastepnego, czyli
sign %* = sign x**, sign 2% = sign 2** ,
b) - powrdt punktu P do obszaru poprzedniego, czyli
sign x* = - sign x** , sign 2* = - sign 2%,
W obu przypadkach mamy |tg Olmioo y CO oznacza, Ze
15!?_','_3” (prava strona ostatniego z réwnan (15a) w punktach
Q; posiada nieciagtodé).
Zmiana znalku predkodci masy przy obowigzujgcej zasadzie za=-
chowania energii w przypadkach 1) oraz 2)b) oznacza, Ze zja-

wisko przejécia punktu P przez Q rosi charakter idealnie spre-

zystego odbicia masy m w potozeniu xq =
i
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Vyznaczyny potozenia réwnowsgi ukZadu mechanicznego M opisa-
nego réwnaniani (15), w ktérych wspéirzedne ukXadu zachowujg w
czasie statsg wartodé, a predkodcl sa réwne zeru. W przestrzeni
fazowe]j E4 odpowiadaja im pewne poXoZenia R = (xr,O,zr,O) punk-
tu reprezentujacego, tzw. punkty spoczynku.

Zerowanie sig prawych stron réwnai rézniczkowych (15), tzn.

y=0,
(19)
f12(x-z) + fz(x) =0

nie Jjest warunkiem dostatecznym, aby wspdlrzedne_przestrzeni
E? wyznaczone przez (19)1 ostatnie réwnanie ukadu (13) byty
wapéXrzednymi punktéw spoczynku,. Warunek dostateczny jest wyz-
naczony przez ukfad révwnai

. y=0,

(‘93) -‘\-‘12(35-2) i fz(x) =0 3

3

o0x =
e V=0
KEn

powstaly z wyzerowania prawych stron uktadu réwnan (15a).
Niech uk¥ad (19) ma j-te rozwigzanie

(20) xj=xrd, ¥5=0, z'j=zrj
lezace wevmatrz obszaru Di' Poniewaz w obszarze Di
k14
tg W =%=B, IBl< 0@ |
"9z

wige wszystkie rdwnania uktadu (193) s8g speinione i istotnie
Rj Jest punktem spoczynku.

Niech j-te rozwiagzanie ukXadu (19) 1lezy na granicy obsza-
6w Dy i Dy 4qs tene: '

(21) ird = xqi » ¥3=0, oz, =3z .
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WepbéXrzedne (21) moga nie wyznaczaé punktu spoczynku. Istotnie
w punktach rozgraniczajacych obszary

3¢
% ) =0
tgw 13 2
x

a wiec trzecie réwnanie ukXadu (15a) wyznacza wspéirzedng 2 j
Jjako symbol nieoznaczony. Punkty Q; = (xq s 755 9 ,2) prze-
strzeni E sg punktami nieciggzodei tra.]ektnmi ze wzgledu
na nieoznaczonodé z.

Mozliwe sg jakosSciowo rdine przypadki niecisgXodei trajek-
torii w gbiorze punktéw okreslonych przez (21) w zaleznodci

od tego , czy

A4
lim _rix y
€
P=Q; 5z
dla h = V_ jest zerem, czy wartoscia skoriczong rdéing od zem".

q

4, Pokazemy zastosowanie przedstawionej metody okreslania
krzywych catkowych rozpatrujgc uklad mechaniczny (Rys.5),
w ktérym poteczono szeregowo spreystodé liniows k z niel‘inio-
wa fj(z) = oz + }zj, gdzie k, & i p - wspbiczynniki staZe.
Badanie przeprowadzimy w zalez-
noéci od wspétezynnikéw charak-

ﬁ(z)=o£z+p23 terystyk,
ZaYozenia (i) , (ii) sa spez-
———————— —*z nione; bedziemy zakladali: 1° -
k >0, 2° - zachodzi (iii).
fQOC‘Z)=k6f"Z) Rozpatrzyny rdéwnania réinicz-

kowe ruchu w postaci (15a)

Rys. 5

*) - szczegbtowe badanie punktdw osobliwych wykracza poza ramy
tej pracy.
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=y,

(22) y = --—;ﬁ-—(x-z) ’
: _ ¥
z—

T m e e, &
Bﬁzg +ol+ k

gdzie ostatnie réwnanie ukXadu révmowazne jest warunkowi al-
gebraicznenu

(23) k(x~-z)= oz + }za
wyznaczgjgcemu krzywa L, WVarunek ten zapiszemy inaczej
(23a) C(x,2)= 22 + pg + ex=0,
gdzie
o + k k
24 = — = . —,
( ) P A 3 q A

Energia potencjalna ukXadu wynosi

V[x'z) = —-}S- (x..z)z + -é- 22 + _& 34 3
2 2 4

a poprzez (23) moZna pmedstawié Jja w postaci

(25) V(z) = —5?{ [Pz + 4u+k 2+ ¢(3+ k) 22].

Wyznaczny wspéirzedne punktdw Qi rozgraniczajacych obszary
dcistej monotonicznodei krzywej L z warunku %€/ 9z=0

i _ 29 D _ = 20+ %) & + &
x = - X, = =+ ES -
9,2 a i 7
(26)
Z =;Z =.? ..--_:2-.- = ..-E,L.:‘E_ Z
9,2 ™ ¥ V-">5

Oczywidcie wspéirzedne te istnieja w dziedzinie liczb rzeczy-
wistych, a wige dla p £ O. Dla p > O cala ptaszezyzna {(x,z)}
jest obszarem typu DI, krzywa L odwzorowuje jednojednoznacznie
X W 2.

Okredlimy poXoZenia rdévmowagi ukadu mechanicznego (xrj,z 1,_:'),
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ktérym odpowiadaja punkty spoczynku RJ. w przestrzeni fazowej
24, Warunek konieczny (zerowania dwu pierwszych révman (22) ,
przy speXnionym warunku (23a)) wyznacza na plaszezyinie {(x,z)}
wspéirzedne jako pierwiastki rzeczywiste rdwnar

2
gr(zr+p+q)=0, Xp ¥ %p
w postaei

(27) xr1 = z:,,1 =0,

(28) L. -Gt =3)-%

dla o/p £0. Wspbirzedne ( 27) wyznaczaja poXozenia réwnowagi
przy & # - k , a wspéirzedne (28) przy « # k/2 (wykluczone
przypadki odpowiadaja nieoznaczonosei prawej strony ostatniego
réwnania (22)).

Rozpatrzymy wszystkie mozliwe przypadki obrazdéw fazowych
rozpatrywanego uk*adu z wyjatkiem przypadim banalnego B = 0
i fizycznie nieinteresujgcego przypadku catkowicie ujemnej cha=-
rakterystyki: ¢« <0, B< 0.

Przypadek:r odd=-k, B> 0, Trzy pierwiastki rze-
czywiste (27) 1 (28) wyznaczaja trzy poXoZenia rdéwnowagi, ist-
nieja dwa punkty rozgraniczenia obszaréw (26) na krzywej L przy
czym x>0, z>0 (Rys.6a) .

Korzystajgc ze znanych wzordw otrzymamy rozwikanie warunku
(232) ze wzgledu na zu‘inng z. W poszczegblnych obszarach D,

(i = 1,2,3) many odpowiednio

oo 2
afn - dla x & - %y ,

2V""§— cos [£(x)+ -%—11] dla - x, & X £ X, 3
(29) z,(x)= 2 1}- —-13:-'- cos [efx)+ —%-]1] ;

2 -—g— cos €(x9) dla - x,&x £ Xg

z.(x)=
3 = \f-_P__'
2 : dla x}xq,

8in & (x) “

z1(x)=
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gdzie

X
arc cos X

I 1
8&) = 2 arc tg -3\/ tg -—é— arc sin(- ;Q_)’ (09 R ——.
3

Oczywidcie bedziemy przyjmowali tylko wartodei gtdwne funkeji
odvrotnych.

Podstawiajac (29) do (25) otrzymamy poszczegdlne gatezie ener-
giil potencjalnej odpowiadajgce obszarom J{)1 G = 1,2,3) W pos-

taci
d . d a
[d’[ 2 A 4 ]_

sinbsuﬂ sin'i'S(x) sin“8(x)
- dla xg- Xq 0

1, =] afaoos8[ecar 31] - o cost[eca 31] +

+ 4, cosz[E(x)+ %H]} - dla - xq.{ x £ Xq 3

(30) V,y(x) = 61{62 cos;s[&(x)+ -‘%]i].. a, 0034[5(,:)4. %n]+
+4, 0032[6(x)+ -;'-n]} -

F di[dz_ cos6 E(x) - d3 cos4£{:{}+ d4 coszé(x)] -
-dla = xq-( x £ Xq ?
V4(x) = [ R . ] )
1 sianIx) sini'ﬁ'{x) sin“8(x)
- dla x»x_ ,

L q
gdzie
2
_2(a+x) _ 16
w o2 =

Przebieg zmiennodci enrgii wzdtuz krzywej L ilustrujg Rys.sbt)
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i Rys.6b,).

Zbadamy szczegbowo krzyws energii potencjalnej V(x) o pos-
taei analitycznej (30). Krzywa ta sk¥ada sie z trzech gaXezi
Vi(x) i posiada o$ symetrii x = 0 . Wszystkie gatezie krzywej
sg wypukie i majg po jednym minimun okredlonym przez wspdirzed-
na x,. odpowiedniego poozZenia réwnowagi.

J
Latwo wykazaé, Ze w punktach K, i Kﬁ s Do obu stronach kté-
rych odpowiednie garezie majg rdiny zapis analityczny, sa one
gtadkie 1 wyznaczaja: np. dla punktu K3 - energig

V(x)=-._1M

9
i kgt nachylenia stycznej
a+k
1im--—«3-—----5- (ot + 4x) .
x-bxq dx 3P

Kinima funkeji dla gatezi V,(x) i Vaﬂx) moga byé dowolnie
potozone wzgledem punktdéw K‘1 i KB'

MoZna wykazaé, Ze punkty K1 i K2 s§ punktami osobliwy-
ni krzywej V(x), w punktach tych apotykajq sie nie biegnge da-
lej po dwie gaXezie krzywej, przy czym obie w punkecie spotka=-
nia maja wspdlng styczng i s§ w poblizu punktu osobliwego po
tej semej stronie stycznej, a wigc punkty K1’2 i K2,3 58 punk-
tami zwrotu drugiego rodzaju. Wyznaczaja one: np. Kz'3 = do=-
datnig energie

2
= - = - =...1_rd’+k} (k'-ad.)
(31 Vo = Val=xg) = V3= %) = 155 Ep >0
i styczng o nachyleniu
av av
P R .. B Y R
x> -Xq dx X=X dx P

Punkty K, 1 K3 lezg ponizej punktdw K.l 5 i K2 30 wige
gaezie odpowiadajgce sasiednim obszarom nie przecinaaa sig.
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Zauwezmy ponadto, zZe

V(x) ¢

—_— 0O
- %o .

Zgodnie z rozwazaniami z §3 korzystajac z zaleznodci (18)
otrzymany rzuty y{x) trajektorii jako rzuty krzywych staej
energii mechanicznej na paszczyzng fazowg {(x,y}} (Rys.Scl)) .

Z trzeciego révmania ukadu (22), wyrazajac y przez (25), otrzy-
many rzut trajektorii na praszezyzneg {(z,é)} (Rys.Gcz)) W pos=
taci

o \/[3(_u_f] ,
43 +e§)

e

gdzie

= e _k-8a
§ TR0 HTHES e B TTEE S

e4=3ﬁ>0, e5=u+k>0.

W zaleznosci od poziomu energii h mamy réine rodzaje tra-
Jektorii:

Dla h < Vq wszystkie krzywe na obu rzutniach fazcw;;ch,
niezaleinie od obszam‘Di,sq krzywyni zamknietymi lezgcymi w
odpowiednim obszarze D, ktére przebiegajg dookota centréw
znajdujacych si¢ w punktach spoczynku RJ (j= 1,2,3)";

Dla h > ‘Jq trajektorie sg krzywyml nieciggiymi, Wspéirzed-
ne punktéw Q1 i Q2 wyznaczajg na rzutniach linie niecigg-
*odci: proste x = xq‘ § X = Jr.q2 na reutni {(x,y)} sa liniami
odbicia aprezystegé (por. §3), odpowiadajace im proste 1z = 3q

1 B zqa- na {(z,%)} sa asynptotami trajektorii. Rozpatrzy-

my (np. zgodnie z alternatyws a)) przejécie punktu reprezen-

1

*) - Zatwo sprawdzié rozwijajge prawe strony uktadu (22), przy
znanynm rozwikraniu (27),wg szeregu laclaurina w punktach spo-
czynku 1 stosujac kryterium Poincare dla jednego stopnia swo=-
body ([3]), ze rzuty punktdéw spoczynku na obie rzutnie sg pun-
ktami osobliwymi typu centrum.
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tujacego np. z obszaru 1)3 do D2. W obszarze I.‘.-3 punkt-obraz
porusza 'sig¢ po odpowiedniej trajektorii (pox.1), dochodzac do
1inii nieciagodci (pox.2). Nastepuje przesiok do potoZenia 3
na rzutni {Ix,y)}, ktérenu odpowiada osisgnigcie 2z = -o00 na
rzutni {fz,%)}. Dalszy ruch odbywa sie po trajektorii obszaru
D, (poX.4), az do nastepnej linii nieciggZodei i td.j

Dla h= Vq trajektoria, przedstawiona na Rys.6 linig gru-
ba, oddziela od siebie réine jakoSciowo rozwiszania. Jak widaé
z (32) trajektoria

.2 2
CG2a)  gE—may tmE-EEy ' i
: 5%m p 59
na reutni {(z,2)} Jjest odcinkowo ciagg elipsg posiadajeca
punkty nieciggXodci w punktach przecigecia z liniami niecigg-
2oéci. Na rzutni {(x,y)} odpowiadaja jej krzywe zamkniete, po
jednej dla kazdego obszaru, przy czym krzywe sasiednich obsza-
réw sg styczne do siebie i do linii niecisgXodei.

Przypadek: -k <o <0, p>0 . Wszystkie trzy
pierwiastki (27) i (28) sa rzeczywiste i wyznaczaja potozenia
réwnowagi. Krzywa L jest monotoniezna (Fws.?a)) i 2 (23a)

, _2«;@‘/9_1;
(34) z=—2vd—}‘é§ ctg 2 ars tgs tg-éarct%—.

Wspbirzedne poozer réwnowagi okredlaja maksimum energii (27)

i dwa minima (28), ktére odpowiadajg na obu rzutniach fazowych
punktowi siodZowenmu i punktom centréw (Rys.7). Vszystkie tra-

jektorie sg ciggte.

Przypadek:o 20, £>0 .V tyn przypadku ist-
nieje tylko jeden pierwiastek rzeczywisty (27), ktéry wyzna-
cza poXozenie rdwnowagi. Obowigzuje tutaj jednoznaczne rozwi-
kxanie (34). Na Rys.8 przedstawiono przebieg funkcji energii
i obrazy fazowe ruchu,
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Przypadek :0()—%—-, P < 0 . Przypadek ten jakod-
ciowo Jest identyczny z poprzednio oméwionym przypadkiem o <-k,
P > 0j wszystkie poprzednie rozwazania i wzory majg zastosowa-
nie 1 tutaj. :

Viyniki przedstawiono na Rys.9.

Przypadek:O(ct{——g—,ﬁ<0.Wprzypadku
tyn wszystkie pierwiastki (27) 1 (28) sg rzeczywiste i wyzna-
czaja poXozenia rdwnowagi uktadu. Dwa punkty Q 1 Q, okre§-
lone przez (26) wyznaczajg linie niecisgosei (Rys.10).

Energia potencjalna (Rys.10b) i 10b2}) o postaci anali-
tycznej (30), podobmnie jak w przypadku poprzednim, w poXoZeniu
réwnowagi (27) posiada minimum, a w poXozenimch (28) maksinma,
wszystkie w obszarze D,. Punkty K‘I,z i 1{2’3 88 punktami
zwrotu plerwszego rodzaju. '

Rysunki lOc,) i 1Oc2) przedstawiaje obrazy fazowe:
Dla h <V, ax(xrz 3!zr2 3) nany w otoczen_iu punktu spoczyn-
] ’

ku R, , ktdéry jest typu centrum, krzywe zanknigtej w otoczeniu
linii nieciagXodeci trajektorie sg nieciggte (zjawisko odbicia
sprezystego). Punkty (xqi,o,zqi,o) (1 = 1,2) nie sg punk-
tani spoczynkuy

Dla h = Vmax trajektoria przechodzi przez dwa punkty spo-
czynku RJ (i = 2,3) bedace siod.lami. Trajektoria ta jest rdéw-

niez niecigglaj

Dla h > L _— wszystkie trajektorie sa niecigge.

Wyniki dotyczgce obrazdw fazowych omdwionych przypadidw
przedstawiono na Rys,.11 z zaznaczeniemn 1lodei i rodzaju punk-
téw spoczynku i charakteru trajektorii w zaleznodci od wspéi- '

czymikéw e, p i k. W obszarach zakreskowanych wystepuja
trajektorie niecigge.

Konstrukeje krzywych catkowych dla ulZadu przedstawionego
na Rys.5 oparliémy na caXce energii w postaci (18), dla ktérej



z{

T

=
T—h--—-

T
|
|

e

v i mane

—_—— e —




29
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Rys. 11

potrzebna jest znajomoéé energii w postaci V = V(x). Przy ba-
daniu peXnego modelu przedstawionego na Rys.l energia dodat-

x
koveJ SpPrezyny I f2(§) d§ dodaje sie do rzednych poszeze-
0

gélnych gatezi krzyve] V{x). Jedli dodatkowa spreiyna jest li=-
niowa,charakter ruchu nie ulega zwianie.

Literatura

[1] - J.M.Skowroriski, The character of motion of nonlinear ne-
chanical systems, Nonl,Vibr, Problems, Vol.4, 1962

iz] - G.K.Susow, llechanika Teoretyczna, PWN, Warszawa, 1960

[3] - ~.Crokep, IlermmelIiMe KONEGAINIT D I'GNAITUECK TS I DIERT—

g

PIICCKIIX crcTeriax, !l.k., ockma, IS53,





