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Deformacja klina i deformacja stozka w nieliniowej

teorii sprezystosci

Z, Wesolowski /Warszawa/

W nieliniowej teorii sprezystosci znanych jest dotych-
ezas zaledwie kilka Scisiych rozwigzad /por, [1] i [2]/
Spowodowane to jest faktem, ze rdéwnania nieliniowej teorii
sprezystoéci sa znacznie bardziej ztozohe niz teorii linio-
wej. Ta zlozonosc ogranicza w istotny sposdéb mozliwosé
uzyskania rozwigzai ogdélnych.

Praktycznie biorae istnieje szansa rozwiazania zagad-
nienia nieliniowego jesli sprowadza sig ono do jednego
réwnania rézniczkowego zwyczajnego., Nalezy podkreslié, ze
nawet W przypadku, gdy poszukiwane funkcje sa funkc jami
jednej tylko zmiennej na ogél otrzymuje nie jedno row -
nanie, a uklad rdéwnan rézniczkowych zwyczajnych, co wobec
nieliniowosci uniemozliwia rozwigzanie,

W niniejszej pracy przeprowadzono obl iczenia dla dwéch
odksztalcer, dla ktdrych zagadnienie sprowadza sig do roz-

wigzania jednego réwnania rdézniczkowego zwyczajnego.

1, Podstawowe zaleznosci

Przed przystapieniem do obliczen konkretnych przypad-

kéw podamy tutaj za prace [1]podstawowe zaleznodci doty-



c¢czaco nieliniowej teorii sprezystodci, WprowadZmy dwa

as 0g6t rézne ukiady wspdéirzednych: uklad {1}} z tenso=-
rem metrycznym g%‘ oraz uklad {x“‘} z tensorem metrycz—
nym guF + Wspdlrzedne typowego punktu P rozwazanego
ciala w stanie naturalnym w uktadzie [x‘*f oznac zmy
przez x“i « Wspdirzedne tego samego punktu w-stanie

odksztalconym w ukladzie {xi} oznaczymy przez xi

/1.1 a2 (x%).
i/ 4% o
Czgstkowe pochodne funkeji x (’x‘)wzgledem X
« . ¢ of
/.24 Plo = 0x79X ’

nazywamy gra-dientem odksztalcenia, Lewy tensor Caychy =

Greena zdefiniowany Jjest przez zwigzek

/1.3 pld - ¢l F &P
£

& jego niezmienniki przez zwigzki

i
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/1.4/ Iy w4 [11"(3 '1] ’
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I, = det B i
Przy czym
i

/1.5/ (22) = 8i¥ 88 g

Jesli deformacja jest izochoryczna



/1.5/ I =1 .

Dla rozwazanych dalej izotropowych niedcidliwych ma-
terialdéw sprezystych tensor naprezenia 1jokreé10ny Jjest
zwigzkiem

i
far T Y X, (57) +p gi'j;

gdzie p Jjest dowolng funkcjg skalarows, a ’X'i 17(2

funkcjami niezmiennikow I, 1 I,. Funkcje te sa funkcjami

20
materialowymi, charakterysiycznymi dla danego materiatu,

Réwnania réwnowagi sg

/1.87 Vi'{'” =0®

gdzie V’i oznacza réizniczkowanie kowariantne w ukladzie
{x{f. Obcigzenia brzegowe ti odniesione do jednosiki
powierzchni w stanie odksztalconym okresione sg zwigzkami

i ij .
/.94 t" =T nJ 5

gdzie nj jest jednostkowg normalng do powierzchni ciaia

w stanie odksztaiconym,

3, Deformacja *Klinsa

Rozwazmy deformacje, ktéra w ustalonym waicowym ukla-—

dzie wspélrzednych opisana jJest zwigzkami



r:ﬁw(a);
/3.7 = p(0),
z= 7,

gizie o orazp sg pewnymi funkcjami, alustalonym para~-
-metrem, Jak wynika z /3.1/ plaszezyzny Z = const przecho-
dzg w plaszezyzny z = const, a linie proste @ = const

w linie proste 13 = const, Okregi H = const nie przecho=
Gazg przy tym w okregi r = const, lecz doznajg pewnego
znieksztalcenia opisanego funkeja 0(.(0) . Celem dalszych
rozwazal jest takie okredélenie fumkcji o¢ i P: , Ze
deformacja jest mozliwa,

Oznaczajge = (’r, vg . z) " xd’ = (B, 0, Z) mamy

-1 o '0-| 4 (@] o
/3.2/ gy = o1l 0 " g” =| o ‘%"’- O
LO 0 1) Lo 0 1 ]
r:l. 02 cﬂ —i L s o]
/3.3¢ ge(F = ; i i— y gxﬁ = ; /’/R 0
k | 0 -

Obliczajae teraz w oparciu o /3.1/ gradient odksztalce-

nia F otrzymujemy

o B O
3.4/ 1 '
/ g xﬂ 0 fs 0
o o A

gZdzie prim oznacza rézniczkowanie vzzledem @ , W oparciu

o /1,3/, /1.4/ oraz /3,2/, /3.3/ mozemy teraz wyznaczyé



/ o9\1]
tensor BYJ oraz (32)

ol 2 %OC/G 0

/3.5/ pld - %ut'fi' 152
2P 5

0 0 22

i m‘e”c’z)ioc%c’a/e’a é—oc‘;ei@(ioc'ioc;@?)
!3.6/(8) = %QC/’@'(Q'({*O('&_,_O(;@IZ) )b‘ia(d;;@'ioce/@m)

L o o

Zgodnie z /1.4/ pierwsze dwa niezmienniki tensora
B"'j 83

2
2 =4 2 i 2
I, =t rp +2°

/3.1/ 1, = oc"/@’zf,lz( 1, -/12) ’

Dla rozpatrywanego tutaj materiatu niedcifliwego
zgodnie z /1.6/ trzeci niezmiennik I3 Jest réwny
jednodei obliczajgo ten niezmiennik i przyrownujac

go do jednosci otrzymujemy

/3.8/ ).qoc’ﬁ/@’z =4,

stad wynika

i 4 i
/3.9/ )B:oc_‘_): vk p:_x_‘%{ .

O
()
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Warunek niedcisliwosci Jesw wiee gpeintony jedli zachodzi
/3.9/1 1ub /3.9/2. Dalsze rozwazania ograniczymy do przy-
padku, kiedy zachodzi w /3.9/1. Podstawiajac /3.9/ do /3.5/

~ /3.17/ otrzymujemy

A

4 2% O
. o f'/@ R x*A
I3
.10 i = - -
e & "/1 x¢A °l’
o ° s

- . /e { T
2. _i¢)%, X . °tf-c< + & )
6(- +0ol ) + "'E:'):'E" ,Q A etAd q_‘?jl_s C

e\ (4 1
/3.11/ (8)d= _F()L fcca,l oc").3) R"(a"ff‘ 5/{") o

0 o X

=

2 2 t2 - 1 ¢ — 4o
/3.32/ =A% i’ L L=L+AYT-2
I_t A e+ ag?,l” 2" Q2 (/.z :
Jak wynika z /3.12/ niezmienniki Ii’ I2 sg jedynie
funkcjami kaia 13 , ilie sa natomiast funke jami promie-
nia r , Fakt ten istotnie upraszcza dalsze ohliczenia.
Przejdziemy teraz do wyznaczenia naprelen ’Z'ij.

Zgodnie 2z /1.7/ jest



o= XJ_ (o2t o(”)d— x, (oc’% ot ™y
+2“o<“2oc’e) (3
2T X Loy (a2 ~el2 =% -4
L =4 fx‘,_(»locodleoc )+/Z)

/3.13/

3

TB=X112+ Xe;ﬁf-fl)

- -1 - 3
= X X ahdl s F (2 o'+ A e

- 2‘305-3‘-"(,) )

W walcowym ukladzie wspéirzednych rdéwnania rdéwnowagil

/1.8/ sa

AT & a-,_j}{

/3.14/ 2 A2, ~22 , 3 12
Griiegtr +2T7=0,
? 323
2z T =0 .,

Zgodnie z /3.1/ i /3.9/ nalezy przy tym pamietaé, ze
d/dr =°C—1 d/dr, d/ﬂ‘\g = -‘-'-T d/de =/_l_t‘17C2 %9
Podstawiajgc do powyzszych rownan /3.13/ i wzgledniajge

/3.,12/ otrzymujemy



S _
== (R0,
/3.15/ 5
-1, (RG),
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'b—ﬁ =@,
gdzie

/3.16/ /?L:J. (th) e X4 (Ocz_. l-zoc—2+ OLO('.”) "
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/3.17/ ,zo&,a (R’ 9) = 2%, (&wil‘im&",r{ 3«&-3,1‘_)+
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/an 3 e ),



Z réwnania /3.15/3 wynika, e p nie zalezy od 2,
pP=p (R,O) . Koniecznym warunkiem istnienia funkeji p

Jest wige

/3.18/

co wobec niezaleznosci L2 (0) od B prowadzi do wniosku
Ze Li(R i 0) nie zalezy od © , Zgodnie z /3.15/i wa-

runkiem rdownowagi Jest wieec

)C(oc '™ +oeo¢”)+).’(o< Y +3°{0c2+

wigs 2 -
D I L WL IR L o S
/3.19/

+2°< t}xe /I J?Ca)@*qo{")a« )@’-ﬂ-o{-rl )‘f‘

4Zo<.§;ff+l ax“){ncm‘x %)=,

gdzie I jest dowolng stalsa, Zwigzek ten stanowi nielinio-
we zwyczajne rdéwnanie rdézniczkowe pozwalajgce wymaczyé
funkcje (9) . Rozwigzanie réwmania /3,19/ mozliwe jest
jednak dopiero po podeniu  frnkeji X ( Iy 12) oraz
Xe (11 12) .

Dalsze rozwazania ograniczamy do materiatu, gdzie X,
jest stalg materialowg, a xa iest réwne zeru/leohooke&n /
/3.20/ X, =C, X,=0,

Dla tego materiatu /3.19/ redukuje sie do
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2 " 4 H
o2y el L A
Oznaczajge
/3.22/ oc’(@) =v‘f’(°€(9)) )
mamy |
i dot
/3.23/ X =K T *

Réwnanie /3.21/ mozna wiec przedstawié¢ w nastgpujace]

postaci
dit B _ s L.
e € do ~ o ST 4w 7
skgd wynika
/3.25/ 24t = —lf-ﬂrxrx—ifxe -1—)+D
: 2% = ¢ 2 (%7 %

gdzie D jest stala calkowania, Ponowne catkowanie

prowadzi do
ol
/3.26/ Vs Hy 2 o 4 Y% E
. = —"1&110( - - —"") dx +
(c Ao
4
gdzie E Jest stalg calkowania, W ten sposdéb okreslona

zostala dWuparametrowa rodzina deformacji mozliwych

w materiale /3.20/.
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Jesll H = 0 ogdlnym rozwiazaniem /3.26/ jest

/3.27/ OC/Q) /v‘ Cces (91"6) élw?/@-f@)

3,12

gdzie O oraz Y s dowolnymi stalymi, Deformacja /3.27/
.Jest deformacjg Jjednorodng. . Jest wigc mozliwa w kazdym
materisle izotropowym,

W przypadku H # 0 funkcja 06(60 nie da sig wy-
razié¢ przez funkcje elementarne. W celu pokazania jakiemu
odksztalceniu odpowiada /3.26/ w przypadku H ¥ 0 wyko=-
nano odpcwiednie obliczenia numeryczne dla H = Cﬂ D = 4,
E=0, A=1, Na rys, 1 pokazano ubliczoua dla tych wa-
rtedei funkeje \]=(D+H I/ﬁoca/ﬂ - oca—):&oé'g)-,/z oraz jej

calke, ktéra jest poszukiwang Iunkcjg oc(éz).

4, Deformacja stozka

Istnienie derormacji /3.1/ sugeruje, ze podobna
deformacja jest réwniez mozliwa, jesli walcowy uklad
wspbirzednych zastgpié kulistym., Wykaizemy, ze tak jest
w rzeczywistoscil,

Rozwazamy deformacje, kitéra w ustalonym kulistym

ukladzie wspdirzednych opisana jest zwigzkami
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o= l?oc('é’))

j:ﬁmb
V’é;

/4.1/

gdzie o oraz /3

sg pewnymi funkcjami., Celem dalszych

rozwazanl jest takie okredlenie fumkeji o 1 /B ze defor=-

macja jest mozliwa,

Oznaczajégc xi = (4" 13} c,o) y x“a(n, 0, é) namy

1 o o) (
. _ 2 i
/4.2/ 39- =]lo 71 eoz J 84-
o O :nsfmf
4 ° o
/4.3/ 3« = QZ 0 Jﬂ"(_ﬁ':
F o > Rim‘@

i o0 o
o It o
o o 4 /r .’.D'n,?v?
4 o o
0 ;ﬁa (7]
0 YRin

2]

Y

Obliczajge teraz w oparciu o /4,1/ gradient odksztalce=

nia Fio(_ /1.2/ otrzymujemy
- /
. ol R o
/4'4/ Ff e i
«= |0 R ¢ 1y
o 0 1
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gdzie prim oznacza rdézniczkowanie wzgledem O,

W oparciu o /1.3/, /1.4/, /4.2/ 1 /4.3/ moZzemy teraz

wyznaczyé tensory pld y piF pis grs =(Bz) 13
. ofr o'? /é‘-oz" ' 3
i
/4-5/ Bd — ,%C(!/B} P '}2
A - 17
(o] O 4/?3’-'*:29
2 2,2 7

n
n
-—

- - t1/ 2 i !
&ﬁ“r?szxf i R-g(fs(o(wt. +dﬁ) o

1.6/ (8= %«/"@’(xioﬁi«;@? ,%,73*"(x=ioc/fafe) o

0 O . Rsin

Zgodnie z /1.4/ pierwsze dwa niezmienniki temsora pld

Bg
_L2 4% a2 a.ﬁ‘a?ﬁ@
I, =+ rx i rat ol
/4.1/

Lalpls ol (it o) B

Niezmienniki te sg wige tylko funkejami kgta @,

Dla rozpatrywanego tutaj materiaiu niescisliwego zgod~
nie z /1.5/ trzeci niezmiennik jest réwny jedrosci, Obli=-
czajge ten niezmiennik i przyrdéwnujgc go do jednosci otrzy

nujemy warunak niescisliwosdci
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2
/4.8/ oC 6/8” .ﬁn}@ =sin’d

W stosunku do 3.8, zachodzi tu ta rdznica, ze /4.8/ jest
réwnaniem rézniczkowym ze wzgledu na /3 o

Ograniczymy sig¢ dalej do przypadku, kiedy kazda z wielkod=-
ci w /4.8/ jest dodatnia., W tym przypadku po wyciggnieciu

pierwiastka z obu stron /4.8/ otrzymujemy

/4.9/ o =

é?h?fgl) ;é
_/o" 54»1/3 g

Deformacja jest wiec izochoryczna jesli zmianie kagta

towarzyszy okreslona przez /4.3/ 1 /4.1/ zmiana promienia

s
Zgodnie 7 /i.7/ napregzenia ‘Z'%‘ sa
"= xﬂ (otemc‘é) +X, fzxéf &« 4+ Zoceoc"i oc‘?oc.fg‘aj.«/L 5
T X, ocf'/ﬁ’zf,:t’ac(?e’a/oc’ % ije":) 1t
setoy T TPsindd = X, o2 ﬁ’:ﬁ + l;«"ﬁfg & ¥

1= ococ/’d + xaococf/ﬁ'(%a* o' «xa/G’e) g

.szs: T-gf.._—' O .
a réwnanie réwnowagi /1,8/ w rozpatrywanym kulistym ukia-
dzie wspdirzednych sa
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£, sy T2 L (et 820 4T < 0

/4.11/ ? -["’2 aqr-ze az.,-fz g"i ,2_33 ‘bf) ‘ﬁl/ﬁ 0

i
ol

N PR b T
af " 8" 43

przy ozym zgodnie z /4.1/ g _%..

da - d
Tp "2
Dla oszozednodci miejsea ograniczymy dalsze rozwazania

do neohookeq:m /por. /3.20//, Dla tego materialu /4,11/
redukuje sie¢ do

b AX, (2o 3 2
t R o'+ oo’ - oc/a +

~H

!
/4.12/ v*""ﬂc—,’{g—fr 2sinf8 | aet /3 &-u/ﬁ

A Sm‘@

ii}ﬁ+;l’4(o(o(;ﬁia2o(§oi?o(f&:tq7@'i‘j/8 o BApesp =0,

’Blag Sin'd

o8
E

Jak wynika z /4,12/, funkcja p nie zalezy od Z, p=p(2,0)



ie

Fd
Wobec tego, ze /4.12/2 nie zalezy od R jest 'Bﬁ/bﬁé@ =0,

Warunkiem istnienia p Jest wiec

/8,13 Lo+ 3l vored” °</ﬂ ““E .,,9 +aea¢/8c£(j;/a const.

Po podstawieniu do powyzszego /4.9/ otrzymujemy jedno zwy=-
czajne rownanie rézniczkowe na funkcje/ﬁfy). Réwnanie to
jest jednak bardzo skomplikowane 1 nie‘udalo sie znalezé
analitycznego rozwiqiania tego réwnania. Rozwiazanie nume-
ryczne mozna zZnaleZé w sposdb podobny jak w czesci trze-

ciej dla odksztalcenia piaskiego.
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