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Drgania grubodciennej rury wywolane wewnetrznym
i zewnetrznym osiowym przep2ywem cieczy

Jacek Samborski

Zatozenia
Rozwazamy nieskoriczenic dlugg rure grubodcienng o promie-
niu wewnetrznym a i zewngtrznym b .Rura wewngtrz i zewngtrz o-
ptywana jest przez gcidliwe ciecze /ogélnie rézne/ o gesto-
dciach odpowiednia g i £ /ciecze idealne,nielepkie/.Rozwaza=
my drgania wtasne,wolne od obcigZed.Przyjmujemy mate przemie-
szczenia,réwnania ruchu i warunki brzegowe sg linigwe.Niezabu-
rzony przeplyw cieczy odbywa sie ze stalg predkoscig rdéwnolegle
do osi rury.Zagadnienie takie /bez cieczy na zewngtrz/ byXo
rozwigzane przez A.Bobeszko [2].
Oznaczenia '
a ,b ~promied wewnetrzny i zewnetrzny rury,
¢ =-gestodé materiau rury,
Ou9: -gestodé cieczy wewnetrznej i zewnetrznej,
U,, U -predkoéé niezaburzonego przepiywu cieczy wewnetrz-
nej i cieczy otaczajgcej rure,
€y, ¢ -predkodé propagacji diwieku w cieczy wewngtrznej
i zewnetrznej przy niezaburzonym przepkywie,
V- -'E_’- -predkodé fazowa spresystej fali propagowanej
wzduz rury,
C.M—prgdkoéé fal podtuiZnych w materiale rury,
£ ? -predkod§é fal poprzecznych w materiale rury,
Al -state Lamd‘materiaiu rury,
Jﬂ(f),Yn(r)-funkcje Bessel’a n.rzedu I.rodzaju,



.l;,f'),](nfv}-funkcje Bessel‘'a n.rzedu II.rodzaju,
L

2 I T S A TR A
1.Podstawove réwnania zagadnienia

Przyjmujgc infinitezymalne odksztalcenia rury,perturbacja
w przeptywie wywotana przez odksztalcenia rury rézni sie infie
nitezymalnie od przeptywu ze stalg predkoécigU,a potencjux
perturbacji Y speilnia zlinearyzowane réwnanie

(1.1) vy- 4 ::’(31: )‘F 0,

gdzie dla cieczy wewnegtrznej nalezy podstawié : 4, , 4, , U,
a dla cieczy zewngtrznej : f, , <, , U .
Réwnania ruchu punktéw nalezgeych do rury majg postad

(1.2) txcfivgrad U +(2+ u)graddiv ﬂ=f59¥ i U=U(u,, u, ).

Przedstawmy wektor przemieszczenia U w postaci sumy gradientu
potencjaiu skalarnego x i rotacji bezfrédiowego potencjalu’l
wektorowego

(1.3) u = gradl - roz‘? ; di.v?:ﬂ.

*prowadzamy wspéirzedne cylindryczne X , 6 y T /0é X pokry-
wa sig z osig cylindra/.Znajgc potencjaty Y i ‘l’ J#mozemy z
(1 .3)‘ znaleZé pole przemieszczed punktéw rury

X Y, 1%
ux-u=-5§+3?¢-—;_’;+;- 76 '

o wooye dOX W 2%,

Yo To6  or Ox
x Jawx 9
TRETYE 30 *"5‘-32

Przyjmujge cze'é.é liniowg tensora odksztaXcenia Eulera ,sktado=-



we pola odksztaXced i naprezer bedg

u 19 Qe
eu_é?s eW=,+fa;' err--é-r_’

_if{3v 102u du  Bw)
€ z(ax rae By 2‘( tax ) Cu= zar -r"fag)

d'u=34+2geu, de=Aa+2pe,, Jnp=Aa+2pe,,

(1.5)

(1-5) dxg - 2&" '-’:,9', . O.:‘I:‘l's 2{19:{:1 6.91? =2€I-29r '
gdzie |

oy, 19y, 19X, 9Z.

(1.7)  A=(Cxxt by )=V/1’ 72 r'aa' roar = o

Réwnanie (1.2) jest speinione ,jedli potencjaly )_’ i ?
speiniajg réwnania falowe

(1.8) Y- <5 —aflz 0,
(1.9) VY- "a—! 0.

c, 2t?

warunki brzegowe Xgczgce pole predkodci piyngeej cieczy
wewnetrznej i zewngtrznej i drgajgcej sprezydcie rury sg naste=-
pujgce:
warunek kinematyczny,wymagajacy by byly réwne sktadowe promie=-
niowe predkosci czastki pXynu i czastkl rury na powierzchniach
T=a i T1=b

ol _ou] L y8]
(1.10) ar |, w7l WY ey

3% ur . 9ur
(1.11) %Lr:b e IV - W

oraz warunek dynamiczny zapewniajgey ciggloéé naprezer na gra=-
nicy odrodkéw :



(1.12) Gy ]m=6m =0,

(3 dphan k(L)

(1.14) "J'**L B} 'BL <0,
(1.15) &"Lb 5,(3% Uaﬂ)'

2.Rozwigzanie falowe

?
r=a

y=b

Dalsze rozwazania ogruniczymy do rury nieskoriczenie dru-
giej.Rozwigzania réwnad (1.1), (1.8) i (1.9) przewidujemy w po-
staci

'Pg(x, 0,r,t)= {@)cosmbsin (wt-kx),

Y, (0.7, £)’= p('r)cosﬂG-.ﬁa(mt- kx),

A (x,0,r,t)= g(r) cos mBoos (it - k),
(2.1)
Y. 0.7Y)= h, (r) sinnfeos (wt- kx),
¥(x,9,7, t)= ho(r)ma;,QM(wf- kx),
Y(x,0,7t)= k) s nbain it~ k).

Przez podstawienie (2.1) do réwnad (1.1), (1.8) i (1.9) otrzy-
mjemy zwyczajne réwnania rézniczkowe na funkcje f » 9 ,h"hl,
ho-hfhé?oraz hg{-hl,EQh3

Bu,ol'r[flgo ] ) B«.I}r[g]=0r B_.’xf[hi]=0:
(2.2}

Bnu B [hz]=07 Bn-,l;lf[h;]'eoj Bm’& [F] * O,



gdzie d? 1 d n®
B,‘,g-’-?*;"zf“(—,s-i),
(2.3)
o 2 (w-k[L) w* 2 ot 2 2 (w-kU z-k’
= -£, /5,2?-&, =%:E‘ A J._.(_E-l :

Ogélne rozwigzanie (2.1) ma w tym przypadku postaé
fe) = AZ @)+ AW, (),
p(r) = B,Z, (¢v) +B,W, (¢7),
g9() = C,Z, (67)+ W, (B),
h,@)= D,Z,(fr) +D,W, (¥v),
h,()= E,Z,,,(¢)+EN,,, (V)
h, )= €,Z,., (%) +F'W L),

(2.5)

gdzie Z, oznacza Iu lub J. ,a W, oznacza K, b Y, zgod-
nie z uk?adem /w zaleznodei czy: o , LI ¢ lub § ,sg urojo-
ne czy rzeczywiste/

Jwo-kU,Je ke, 1, (o)
kw2 |- kU] A
.5) w< ke, L(er), Ka(®) , L0, Ku(¥r),
ke, cw< ke La(pv), Ka(B), JaQr), Y. (5),
o | 0@, ), d6), Yuh)
|-k, |< ke, K..(6)
ke, & |oo- U] Y. ()




Poniewaz {(r) musi byé ograniczone dlu r=0 ,a p(r)=0 dla r=o0
wiec bedzie: A,-B 0 .na podstawie (1. 3), ,katda z funkeji hy
/i=1,2,3/ mote byé przedstawiona w postaci kombinacji dwéch
pozostaXych,wige przyjmujac hy=0 many: h =h, , 9 =h, , h=-h,.
Pola przemieszczed ,odksztalcer i naprezed mogg wige byé przed-
stawione w nastepujgcej postaci

U= (kg-hy - b, -T by ) cos e (- k),

_ up-vz(.‘."-:hh;- kh,) sim nbeos (t ),

“r"‘“‘(g.":r—”'f"hz)""‘9“’-"(‘*’5'@),

€ = {2l H-L-4h )—E-"—h o i (b,
@7 @ z-'-[ (4-8)+hi-ichi - e e M.m]mmm(mt ve),

€re ["--3 h,'-?;,:)-kh,']mom(ut-mz),

=Ly 2114 (L), e D - b,

G2l f[ ~g- %—)h -kh,~ h‘ ML ("hﬁ"‘l']"“""9‘““@'i be),

by=2p6, M"Y = {[g—-—( - Be)- ]2t.-x(p4u‘)g]mww(u-u)

gdzie primowanie oznacza rézniczkowanie ze wzgledu na r.

Wykorzystujge warunki brzegows (1.10-15) otrzymujemy jed-
norodny ukad 8. résnud na state A, , B,, C, ; C, . D, § D, 3 E, i
E, .UkZad ten ma zawsze trywialne rozwigzanie A,'B,=....=E,=0 "
odpowiadajgce niezaburzonemu przepiywowi cieczy i spoczynkowi
rury.Przy pewnych warunkach mozliwy jest jednak stan zaburzony
odpowiadajgey przypadkowi ,gdy nie wszystkie stale sg réwne
zero. !

Warunkiem istnienia rozwigzsnia niezerowego jest,aby wyznacz=-



aik charakterystyczny tego ukXadu byl réwny zero.

Z réwnad powstalych Z wykorzystania warunkéw (1.10) i (1 '.11)
wyznsczono A, i B, w zaleznodei od pozostatych statych ,a nu-
stepnie podstawiono w ten sposéb otrzymane wyrazenia na

i Bz do pozostatych szesciu réwnan ,dzigki czemu obnizoneo
stopieri wyznacznika do szedciu.w oparciu o wzory rekurencyjne
dla funkeji Bessel‘a ,warunek istnienia rozwigzai niezerowych
mozna ostatecznie zapisaé jako - i

(2.8) |Ci.j |=0 i (i,j=112,4+4,6),

gdzie

G- {2 oot (2, 09 DhpaZialt

' 22 2,2 nZ (»@ﬂ-)-ﬂ;ﬁqzml(m
thE,a (‘x «) :2'(&)_ 240{::.2,,,,(&)2"@“)

Ca= 2faZa fo)-2(a kaZo (ol

ok kdz"m(ﬁ)
+?'E: e Jn?..@m)-l,da_fm(“)?“@a)’
Cr5 T zﬂ(ﬂ‘f)zuad)-ZﬂlsraZn“(‘a) +
280241 nZ,(¥a) n
+?'E'd ( k } nz,,_(o(n.) -?lfdaz.m (ﬂa)zu@ )1
G = {Zn(u—‘l)-q’ﬂ.‘:f).‘-z{g’al-{)J W, (Ba)+2paW,, (Ba)+

£a, 48,1 .P}_W-B(ﬁa_»)"faam“(&)
+ ?,E"ﬂ (d. +k )n Z_(o(a)- 0 Zm,(ﬁ(a) p (0(0.),

Gs = 0ikaW (fe)-2ka(aet Mo o)

2 2, 4 4t kaWas(¥a) ko
+'Zw§.“‘ (et k }nZ. @a)- 1,007 (M)Z-( )

(2.9)




Ce=2n(n-4)W, (Xa.) 24:3\:. a@“)*
B )
Cy==2n(n-4)Z,,(82) +2m2y faZp.s (B2),
Cy= Yka'Z, (o) - 2(nt4) ka 2y (o),
c,=-[2m@w)— (D)t o |20 (0)- 2058 2, (),
= ~Ln(m-1) W, (Ba) +2mBa M(pcu),
s Gy dspkaW, (fo)- Zfned) ka,,, (1),
e - [entn-t)- (D-)fa2 [ W ()20 W, (),
G Imba Z, (Ba)- 20, pha’Z, . (),
= - (Y K)o ,.H(xh)w‘a-zu(a‘&)’
Gg= mha Z,(fe),
Gy Lmba W, (fa) -8 LW, (ha),

b= A5 "'-f."-M-(f“)'(Jz‘k‘,)az s (12);

G nha i, (1),
JozostaXe wspétezynniki /od C;; do C / bedg miui - unsio siezne
dostaé / Cw Jak Cd, N C Jak C itd/,z tym tylke yhe naleiy za-
stgpié :

?#_-'?I‘ ?#—_*'Ez: C-—-—b, @(9432)_,6'2_*&7,



a mianownik [azﬂp(a)-A‘dasz(da)],zastqpié mianownikiem
[nW, (@8)-6W,,, (#8)] .

wielkodei A; /i=1,2,3/ przyjmujg wartodei +1 lub -1 /w zaleino-
ci czy o , B ry ‘s rzeczywiste czy urojone/, zgodnie z tabelg

o urojone —= I, (ctr) Ay =-1,
X rzeczyw.—» oJ, (dr) A=1,
B3 urojone—= I (Br), K,(Br) M,=-1,
(2.10)
: 3 rzeczyw.—-vJ;,(@r),Y,, (ﬁr) A=1,

§ urojone—= I*@r), K. Ap=-1,
) rzeczyw.—-—rJn(s-.-)lYua,r) )\5= 1

Uwaga.
W pracy A.Bobeszki [2] popelniono pomytks rachunkowsg przy obli=-
czuniu wspdétczynnikdw Cg‘ ypomytke té pewtérzono prawdopodobnis:
za praca D.C.Jazisa [5].W (, , CIH 3 Cw i Cy zamiast (3";4) winno
by¢ : [(gf {)+2{5’()\1_4_)] ,a W Czs, G Cs5 4 Csg wyrazenie Ezk’a,‘
winno byé pomnozone przez (£A;~1).
3.Rozwigzania szezegdlne

Réwnanie (2.8) opisuje zwigzki dyspersyjne dla gruboscien-
nej rury optywanej wewngtrz i na zewngtrz przez plyny.W szcze-
gélnych przypadkach ten bardzo skomplikowany warunek znacznie
sie upraszcza . ‘ '
W przypadku fali stojacej (k =0) wyznacznik redukuje sig¢ do ilo-
czynu dwdéch podwyznacznikéw

(3.1) D‘-Dz =0,




‘_0.

gdzie
CII CJS -Cﬂf CIS

) D Cu C:s Cz& Cx D (o C—"5
3e2 = ’ Z= .
( 1 Gs Co Ce e Cos

G G G G

Rozwigzania niezerowe istniejg ,jes$li przynajmniej jeden z pod-
wyznacznikéw jest réwny zero.PrzyDﬁo stan odksztaXcenia jest
ptaski,przy D, =0 zachodzg podtuzne drgania écinajgce /oba ro-
dzaje drgad sg niezalezne od ¥/,

W przypadku fal osiowo-symetrycznych M=0/ warunek istnie-
nia rozwigzahd niezerowych /2.8/ redukuje sig do

(3'3) DS'D4'0n

gdzie

Clr Crz Cﬂf Cfs
[ R [N
B4} Ds” Co G Cy G 1 Gl

Cs;qzcmcci

Przy D;=0 powstajg fale podtuzne osiowo-symetryczne /tylko

przemieszezenia Up i U:/.Jeéli'D,ﬁo ,to przypadek fal skretnych

/przemieszezenia Uy /.
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