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Drgania grubościenne.; rury wywołane wewnetrzn;ym. 
i zewnętrznym osiowym przepł.v·.vem cieczy 

Jacek Samborski . 

Założenia 

Rozw~żamy nieskończąni~ długą rurę grubościenną o promie­

niu we.vnętrznym. a i zewnętrznym b .Rura wewnątrz i . zewnątrz o­

pływana jest przez ściśliwe ciecze /ogólnie różne/ o gęsto­
ściach odpowiednio J.- i .P.r /ciecze idealne ,nielepkie/ .Rozważa­
my drgania własne, wolne od obciążeń.Przy jmujexqy małe przemie­

szczenia ,,równ.ani.<J. ruchu i warunki brzegowe są liniowe. Niezabu­

rzony przepływ cie.czy odbywa się ze stałą pr:ędkością równolegle 
do osi rury.Zagadnienie takie /bez cieczy na ze~nątrz/ było 
rozwiązane przez A.Bobeszko· .[2]. 
Oznaczenia 

a,b -promień wewnętrzny i zewnętrzny rury, 

9 -gęstość materiału rury, 
9" ,g z -gęstość cieczy wewnętrznej i ze'r'łnętrznej, 

ll.,~~prędkość niezaburzonego przepływu cieczy wewnętrz­

nej i cieczy otaczającej rurę, 

~w.<% -prędkość propagacji dźwięku w cieczy wewnętrznej 

i zewnętrznej przy niezaburzonym przepływie, 

"• ~ -prędkość fazowa sprężystej fali propagowanej 
· wzdłUŻ rury 1 

.e .. =y>.j2r -prędkość fal podłużnych w materiale rury, 

~~~ -prędkość fal poprzecznych w materiale rury, 

~f -stale lam~" materiału rury 1 

Jn(r),Yn(r}-funkcje Bessel "'a n.rzędu I.rodzaju., 
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~&J,A:~~funkcje Bessel'a n.rzędu II.rodzaju, 

n =A 1 n - .& l= = ~ , ,;z= ~: · 
l*' J t z - . l ' ;.,.. .C z ): "'" ... 

1. Podstawo·,, e równania zagar::;::ienia 

Przyjmując infini tez.y.u . .;1lne odks.ztałcenia rury ,perturbacja 

w przepływie wywołana przez odksztdłc~nia rury różni się infi­
ni tezymainie od przepływu ze stałą prędkością U ,a potencj(;il 

perturbacji f spełnia zlinearyzowane rówrumie 

{1 .. 1) 1 ~ (d u o )2f· o VC0-2-+-- = 
' 4 at ax ' 

gdzie dla cieczy wewnętrznej należy podsta·wić : 'Pw , .c,.. , Q., 
a d. la cieczy zewnętrznej : f% , ,cz , ~ • 

Równania ruchu punktów należących do rury mają posta6 

(1 .2) t'-d.i.v9rad U .f.('>.+ tt)graddi.u CI=-f:~ ; U= U(u4, Uz, 11.6). 

Przedsta~~ wektor przemieszczenia (iw postaci sumy gradientu 

potencjału skalarnego J. i rotacji bezźródł01'vego potencjału f' 
wektorowego · 

(1.3) U = grad J r roł '/' div1~ O. 

~.~·prowadzamy współrzędne cylindryczne x , 6 , T /oś x pokry­

wa się z osią cylindra/.Znając potencj~ły ~ i~ ,możemy z 

( 1 .J )
4 
znaleź6 pole przemieszczeń punktów ·rury 

. . d () ~ ł d~ 
U ... =U = !.l_+~-..IL+-~e, . " dX OT r T o 

(1.4) U =V~ j_.!J_ +lA- EJi_ ' 
. 8 T '09 tJr ćJ X 

u =W'= oX -l~.,_ł!&. 
r {}r r as ax: 

Przyjmując częś6 liniową tensora odkształcenia Eulera ,składo-
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we pola odkształceń i naprężeń będą 

(1.6) 

gdzie 

{1 .7) 

e łi' l d1r M=-+--, "" ,. ,. ae 

e = l(au + ~"'') xr 2 ar a.x , 

'a w e __ , 
Tr ar 

Równanie (t ~2) jest spełnione , jeśli potencjały "j. i '/' 
spełniają równania falowe 

{1 .• 8) 

(1.9) 

~arunki brzegowe łączące pole prędkości płynącej cieczy 
wewnętrznej i zewnętrznej i drgającej sprężyście rury są nastę­
pujące: 

warunek kinematyczny,wymagający by były róvr.ne składowe promie­
niowe prędkości cząstki płynu i cząstki rury na powierzchniach 
r=a i r=b 

(1.10) ~, -::' OU.rl t- u" . dlL,.I ' 
a T f= Q. o·i. r.:a. 0 ~ 't=Q. 

(1.11) a'Pz J -~j +U.·~/ 01" 't=b- ai r::b % a:~. ,.: b , 

oraz. warunek dynamiczn..y zapewniaj"ący ciągłość :n&prężeńna gra~ 
nicy ośrodków 
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(1.12) d. 1 = 6. l =O' · ?X. 't=Q. 'r9 T:Q.. 

(1.1 J) ł - . (o 'f.+ U . ~)l ' dtT T=Cl- f-w ()t 41/ O.X. 1-:Q. 

(1 • 14) 6,"' L b= 6''9 l,.p=O, 
(1 • 15) ~TL = 5',. to'Pz +U.· o~)~ .. 

=b z (ot z a:x... T=b 

2.Roz~viązanie falowe . 

Dalsze ~ozważania ogr~niczymy do rury nieskończenie dłu­
giej.Rozwiązania równań (1.1), (1.8) i (1 .9) przewidujemy w po-

s ta ci 

(2. 1) 

'f"' {:t,(}, T, t)= f(T) c.os'n9~i.n. ((A).-1:- kx); 

~ (x.,O,r, l)·= p(1·) C05~(}4iM.(c.>ł- k.x), 

X (x,e, r, t)= g(,.) ~'"-()~(wf- ltx), 

'l/{ (f 
1 
O 

1 
r, t):: h:~(r)~-n0Ct>6 (w t- k.:t ), 

1/J ( r. i ) h
9 
(r) Ctń "d} .W.,. ( wt"- k :x. ), 

TQ x., l1 , r, :: 

1/!r(x ,g, r, t)= hr(,.) ')(,.tt."""o~("t- ltx). 

Przez podstawienie (2.1) do równań (1.1),{1.8) i (1.9) otrzy­

mujemy zwyc_zajne r6vmania różniczkowe na funkcje f , 9 , h/hx, 
h -h ~h·2oraz h t h =2h e T 2 D f 3 

(2.2) 
ł 

B-tt ótT[f] =o ' 
) 

ą_,~,. [hłJ =o, 

Bltl,St [ pJ = o, 
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gdzie 

(2.J) 

2 

r'-~-l.l - .. " , 
.CI. 

Ogólne rozwiązanie (2.1) ma w tym przypadku postać 

(2.5) 

f(T) r:: A,. Z" (et..-) t Al w'łł, (fl't)' 

p(-rJ = B_.Z.., {!")t B2W.._(i-r), 

q(-r) =- C4 Z.(fb ... )~C1Wa~), 

h.('t)= D4Z"(1")+D2Wn(1Y), 

ht (,.): E .. za+t (~-r) +'E.2Wflt1(i:r), 

h~ (1-)~ ~ złl-{ (i .. ) t- fł'l w.-4 (i"'), 
gdzie z. oznacza I. lub Ja ,a W,. oznacza ~~~ lub Y,. zgod­
nie z układem /w zależności czy: eJ... , f> , ~ lub 8 ,są urojo­
ne czy rzeczywiste/ 

lw-lc.U_J, lt<. lit.( d-Y) 

ic.<w<: Iw- k.U.,\ Jn(d.'f'} 

(2.6) w i. kc2 J"(~), Kn(~,.) , In(~'t) , ~(l,.), 

k.c2 t: w<. kc,. IYL(fbr) 1 K~ (fb,.), J" (lT), Y n (~T), 

loc" <(A) J ~ (f.n-) 1 Y n (fb,.), .J". (j-r) , Y~ (~T) · 

IQ-k.U% 'L.~ Xn. (l~) 
k~%{ lcu- k:Uzl Yn (& .. ) 
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Ponieważ f(r) musi być ograniczone dla r• O ,.a p{r):: O dla T=OO 

więc będzie: A2·~-0 .!ła podstawie ( 1.J)2 ,każda z funkcji hi 
li :1 ,2, J/ może być przedst:-lwiona w postaci korabinacji dwóch 

pozostałych, więc przyjmując hJ•O mumy: h.= h, , h
9

::. h,. , h"•-h2 • 

Pola przemieszczeń ,odkształceń i naprężeń mogą więc być przed­
stawione w następującej postaci 

U.rzU= (kg- h;-~~ -~h,)~ nU.(r.ń-b), 

. u1=v=f~~-h.,'- k:h~.)~ raO~(wł-.la), 

u,.•w=(9~~ 1..,-łh:z)~nbC<Y.J(rNł-u), 

e:.,.~ f[2ą'-~ -{=(!>~ -$h.)-~h.-k\.] ~nil~ (lo>ł- 11,.), 

{2. 7) e1'9= f f~{ 9'-t)• h:,.lt~! ~ ~ + :~ ł(rt~~) kb.]~•OtD.I (wt- ~), 

e..,.=&'- t~~-~ )-k~Jrm .. P~~t-tr.c), 
6,. #2re",.. e-[2 ~'-~:-H~!-~~.)-~ h. -~ ·~.. J oou9 .M. (..n-""), 

~10 "2F"c e-f.2: ~·- ł}h; -kl.~-~ •"';• i (':~)~.~nGt.oo~·lr.), 
6,.. .. 2 r-e.,... Av•x = [9~ : (~> ~ )-~t~t;]2r-- >.(ib~+~.·~} f.fl...o .... cr.t-~o,c), 

gdzie primowanie oznacza różniczkowanie ze względu na r. 
~Nykorzystując warunki brzegowe ( 1 • 10-15) otrzymujemy jed­

norod.n;y układ a. rót~nań na stałe A4 ,. B2 , C. , C1 , D .. , D,, ~ .. , 
E2. .Układ ten ma zawsze trywialne rozwiązanie A.·B.2.= .. ~.=(%s0 ~ 
odpowiadające niezaburzonemu przepływowi cieczy i spoczynkowi 
rUry~rzy pewnych warunkach możliwy jest jednak stan zaburzony 
odpowiadający przypadkowi ,gdy nie wszystl:ie stałe są równe 
zero .. f 

Warunkiem istnienia. rozwiązania niezerowego jest,aby wyznacz-
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nik charakterystyczny tego układu był równy zero. 
Z rb.mań powstałych i wykorzystania warunków t1.10) . i (1.1 t) 
wyz~czono A .. i 81 w zale~no~ci od pozostałych stałych ,a rut­

stępnie podstawiono w ten sposób otrzy..uane wyrażenia na A4 

i 82 do pozostałych sześciu róWnań ,dzięki czemu obniżono 
stopień wyznacznika do sześciu;~·~· oparciu o wzory rekurencyjne 
dla funkcji Sessel'a ,warunek istnienia rozwiązań niezerowych 
można ast&tec~~ie zapisać jaka · · 

(2.8) \ C·· l =0 Lj 1 (i,j=t,.~, ••• ,6), 

gdzie {. 2 ~) . 
C"= 2 n(n-t)-a'[(t-"-1}+2(l(A,-t)1/Z,.(~)+2A2(34Z .. ł1((3o.)+ . 

·+?.ęsa"-(o<.2+kt) nZa(&J.)-A1~ZJl.,(8«1) Z"pb) 
• nZ.(oeo.)- A,.(Xa.Ztl~(oco.) 

C12 = 2t ka.2Z"(t4)-2(n~ł)kaZn+f (ła.)i-
i-7w~~cl{oc:•+k•) ka.Z".,(fo.) . Zra(do.), 

• n Zn~C1)-;\ .. cmZ,.łf(c<4) 
i 

· C,, • 2n(n-t)Zn(ia)-2nl3faZru.((~a)-t-
(2.9) 

. +n~~~:C1R(oc.2..-1c.2) . . ł1Za(to.) \ Zn~ct}, 
f n ~(ó'o.) -AfcC4Z""(oca. J 

C.. "' { 2r~(rz-f)-a'K{~)+~YA.-I)J}Wn(l3<t )•2 p.>o.W • ., (In)+ 

t t • 1)n ~(&.)-~4~·~(&.) z /C( ) 
+?w~ a{ot. -tk Z rzl"' a. , 

rt. nZ.(oca)-Afda. ,.~,(o<a) 

c6 c: 2'-.,thz'W:, (to.)-2. ka(n+f)W,.tt(fa.)+ 

tn ~ 2a.'tcl'+k1} kaN"~(fa) Z.(cle~.), 
'tr;• nZ.(e~.a.)- ~ .. oeqz".,(Oia) 
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(2.9) 

8 

C16= 2n('n--!)W~(ta)-: 2~JZta-W"+ł(ta.)+ 

+n. ~~a.%tJ~~cl) Ąr,~{ta.) z ~' 
tH '5• r !hl. z,.,. ~~J-l~cJ.a.Z;.u·i(ri.o..) ~t "~' 

C 21== -2~'łl-ł.)Z"..(~)+2ht.AI.~a.Z,Hł.(/Ja), 

C.u== tkQ.zZ",.((a.)- 2fr,+-t) ka,Z"'+~ (fa.), 

Ca = - [in-(4.-+i)- { .2 :\_,--!)fa. 'J Z .. ( (o.)-2'>,, ta.ZMł {(o.), 

C4 == -2•(At.-ł) ~(J1a) +2/tt,p~~+t{!~, 

Ct5=- ""'ticł~(fo.)-Z~t-i)kQ.WMl {fo.), . . 

~= -[.t ... {~~< -.t)- ( 2)_,--t Jr~ ·] W....(ta. J-2~ W".,.4((~ >, 
C3, = 2At. ~z'"' (!ba)- t l~fo ka. 

1

Z~4-~ (ta4,) , 

c~= -(r,__k~J~~+-~(ta-)+~~z.rt".J, 

c35# M. k4. z. (ta,)' 

eJ+= 2.1k,lui. Jl.?,.,(!Ja) -i(J i«J,''JY.łi {13~), 

CJS= A;,hL/~"W".,(fa,)-{lt..k~)a, :z~,.., ((a.), 

~~ lt.IIA,~((a). 

?ozostałe współczynniki /od ~1 do C
66

! będą mi ~~.: :. 1rL.:~o __ ;iczn; 

::> ostać l CIH jak elf , c~ jak c/2 i td/ ,z tym tylko , ;'·. a ru l .;! ;~·~, za­
stąpić : 

? .. -?r' ~ ... -~rl a-b, ~fl+k.2)-(i~k.j, 
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a mianownik [aZ11~a)-A.,«a~*f(ola)],zastąpić mianownikiem 

[n~ (o-6) -cfh~+l ( lb)] • 

!.\'ielkości ~i li =t ,2,J/ przyjmują wartości +1 lub. -1 /w zależno-· 
ści czy <X , p, , t ·są rzeczywiste czy urojone/,. zgodnie z tabelą 

Ci. urojone --+ I" (olr). A" =-1, 

c/.. rzeczyw e-'P' Jn (d.:r) 'A .. = 1, 

(3 urojone- I~(P.>r )., l(" {R>~') ::\=-1 , 
(2 .1 o) 

rzeczyw .___... J" (!br ), Y n (/!Jr) "2 = 1 , f?> 

t urojona__. I.,..(t" ), Kll(g.,.) \=-1, 

Uwaga. 
0 rzeczyw.---.-J"(~,.), f 11(i-r) A.J = 1. 

'.',' pracy A.Bobeszki [2] popełniono po~yłk~ rachunkową przy obli­
c.zaniu współczynników Ci.j ,pomyłk.ę tę powtórzono prawdopodobni~· 
za pracą D.C.Gazisa [5) .W C1f , C;,, C,lf i C't'ł zamiast (t:_-i) winno 

być : [(t= ł) + 2f.>2(X2. --i)] ,a w c23, (2.6, c53 i c~ wyrażenie ~2k2a.1 
winno być pomnożone przez (2.).3 -ł). . 
).Rozwiązania szczególne 

Równanie (2.8) opisuje związki dyspersyjne dla grubościen­

nej rury opływanej wewnątrz i na. zewnątrz przez płyp.y.'N szcze­

gólnych przypadkach ten bardzo skomplikowany warunek znacznie 
się upraszcza • 
W przypadku fali stojącej (k =O) wyznaczn:i.k redukuje się do ilo­

czynu dwóch podwyznaczników 

(3.1) D ·D =O .. z ' 
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-· to 

gdzie 

c4f C,5 · cl4 c,6 
c2, c2~ c2" cZ& 

D:z= 
c52 c55 

(3.2) D,. 
C" 45 cfllł G,s ' ~c~ 4 

Cs, Cs3 4ą. C56 

Rozwiązania niezerowe istnieją ,jaśli przynajmniej jeden z pod­
wyznaczników jest równy zero .. Przy D,=o stan odkształcenia jest 
płaski ,przl D1 =O zachodzą podłużne drgania ścinające l oba ro­

dzaje drgań są niezależne od~./. 
W przypadku fal osiowo-symetrycznych /1'1 =Ol warunek istnie­

nia rozwiązań niezerowych /2.8/ redukuje się do 

gdzie 

(3 .. 4) 

Przy D3=0 powstają fale podłużne osiowo-symetryczne /tylko 
przemieszczenia Ur i Ux/ .Jeśli ·D4=0 ,to przypadek fal skrętny.ch 
/przemieszczenia u9 l. 
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