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PROPAGACJj. SŁABYCH NIIDIĄGŁOŚCI W OŚRODKU DYSSYPATYWNIM 

Włodzimierz Laprus 

Mechanizm formowania się fali uderzeniowej oparty 
jest w zasadzie na dwóch przeciwstawnych -procesach. Jeden z 
nich, to proces nieliniowy, który powoduje powstawanie nie­

ciągłości w rozwiązaniach równań nieliniowych, bez - względu 

na to, jak -regularne były dane początkowe. Drugi proces,wy­
nikły z ef'ektów dyasypatywnych opisywanych przez odpowiednie 
vrrrazy dołączone do równań, objarla się działaniem akurat 
przeciwnym: "wygładza" nieciągłości lub nie dopl,l.Szcza do ich 
powstawania. O ile więc efekty nieliniowe zwiększają nachy­
lenie czoła fali, to efekty dyssypatywne mają tendencję do 
zmniejsz ania -tego nachylenia. W określonej chWili czasu na­
stępuje równowaga między opisywanymi dwoma procesami i fo:r-

30wanie się tron~ fali ud~rzeniowej jest zakończoneo 
Takie rozumienie zjawiska jest zapewne pierwszym 

:przyblizeniem. Niemniej, klasyczne prace z dziedziny Ąydro­
dynami::O /patrz - (1]/ pokazują, że jest to przyblitenie UŻy­
teczne. 

Naszym celem jest zbadanie zagę.Q.nienia propagacji 
słabej nieciągłoś~i /tzn. nieciągłości pochodnych/ wzdłui 
wybranej charakterystyki układu :równail, z uwzględnieniem dys- _ 
sypacji. Zakładamy przy tym, dla· uproszczenia., ze nieciąg­
łość propaguje się w stan stały. W taldm przypadku. charakte­
r.ystyka jest linią prostą i wartości funkcji na niej są ZDa~ 
ne .. 

Rozważmy hiperboliczny układ róWll8li quasilinioęch 
o postaci 

/1/ 
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gdzie 1=1, ••• n ; A~k(u) jest macierzą · o r1 rzeczywistych 1 
różnych wartościach własnych A(v) , zaś przez 11 (v) będziemy 

oznaczać odpowiedni wektor własny tej macierzy: A,k.(v) Y"k (v) =. 

=Ą(u)r;(v) • ' . Opierając się na metodzie UŻytej przez Whithama 
[2,3], zastosujemy następujące rozwinięcie asymptotyczne 
/por. [4]/ t'u.nk:c;ji v~ : 

/2/ 

lunkeje 9~ są dowolnie regularnę, tzn. mają eiągl.e pochod­
ne dowolnego rzędu, zaś funkcje s,)! od zmiennej tP :a. )(-i\ t t 

gdzie idu•) jest nachyleniem wybranej charakterystyki, zada­
jemy jako 

oraz 

Łatwo sprawdzić, że zachodzą następuJące zależności: 

SI S ,, , S l 
1 ~ o o~O/IA/t!. "~ ._ s)f _ _. ' 

S S S ()'tV)/ 
o Q-=- o 1 s, so =-51 ~ sy' = ~+t jt<! vi ' 

Wielkość primowana oznacza poebodną po arg1l.llleneie, czyli po 
+ •. lhlllkcja S., n Dieciągłą pierwsz!L pochodną, S2. dru­

g~r poebo.dną /pierwsza jest ciągła/ t s$ trzecią pochodną 

/pierwsza i .drUga są ciągłe/ itd~ Ogólnie, S~ ma v-1 cią­
głych poc}X)dnych i 'li -tą poebodną nieciągłą. A więc im · wię­

kszy wskaźnilt 'i , tym większy stopień regularności funkcji 

5". 
Poc hodna normalna "t'' doznaj e skoku na charakte-

rystyce '(-At- O , a poc mdna styczna v$,· l ' - parametr 
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wzdłuż · charakterystyki/ jest ciągła. Oznaczając nawiasem ok­
rągłym skok danej wielkości na charakterystyce mamy 

Gv, _ ~v,· 'ł:i_ + rou,· ~ 
eJ X - 'Jcp ~X e S (i X J 

( ~') = ( V;ł') . 

Z drugiej strony, przy zastosowaniu rozwinięcia /2/ 

131 

. . V 

'd V· . ~ · s· Y ~ s ~ 
'3 ~ = ~ '1-1 <f>x 9 ~ + ~ Y d>< 

( 'Jv,) . " 'h =~i . 

Stąd, przez porównanie, 

131 

Mając na uwadze tę zależność ogranicz:Ym;y · się do 
wyliczenia g,~ • W tyin celu pod$tavdamy do równań /1/ roz­
winięcia asymptotyczne /2/ oraz 

. ~ ' Y 

/4/ A\k ( v) 1'\J A L~ ( vCI) t ~ A,.{< ( V0
) s~~' r~'~ + ...... o '· 

)'a"f . . 

gdzie · A~~(vQ)'f;l 'JA~~ /IJv" · ~ • Otrzymujemy kolejno 
'" . Uzll 

0 

l;>rzyrównując współczynnik przy Sv do zera dostajemy 
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i dalej 

/5/ 

gdzie ~·w.-= L:pr +A iw. f• jest m~ierzą charakterystyczną. 
Z pierwszego z równań /5/ wynika, że 9~:: tS ~k 

Mnożąc zaś drugie równanie z lewej strony przez lewy wektor 
własny L,· macierzy A\ 14 i zakładając unormowanie: L~":· =-= /1 
mamy 

czyli 

/6/ 

Jest to równanie transportu nieciągłości. Kropka oznacza 
różniczkowanie wzdłuż charakterystyki względem parametru s • 

Wielkość ~ J;fi L· A' .. Y'.""" · określa typ charaktery-
' li( L f"' 

styki, po której przemieszcza się nieciągłość. Charaktery-
styka jest mianowicie typu wyjątkowego, gdy }(.=O • Aby· się 
o tym przekonać, dokonujemy rozwinięcia asymptotycznego ~(~ 
i Ą(u) analogie znego d o /4/, 
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i wstawiamy te rozwinięcia do równania charakterystycznego 

Mamy kolejno 

[ A i" (td + I: A~iL (v•) Sv 9:] ['/'"-(~l)+ ?.: v'; (v•) ~- ~~ J = 
v . r 
::: [ A(ll") + L. 'ł\j(v•)$1 a~ ]['f· (vo) t L_ Y':~(vo) SM :a~ J 

'l JJ l JA- l ,-J .. l 

a po przyr6wna.nfu wyrazu przy . sł do zera 

A ... 1 l._ t . ~ . "" ., J. f 
~"- "k ~!lir( t- rr;" f'"' 9, = Ą r,. ~ ... + A t:· ·~ i . 

Mnożąc to równanie z lewej strony przez l,· i pamiętając, że 
, otrzymuj em.y ostatecznie · 

/7/ 

Warunek )..J,t.· :F O jest warunkiem istotnej nieliniowości La­
xa [5], zaś Jcharakterystyka, dla której Aj r . == O 

1 
nazywa się 

wyjątkowa. 

Rozwiązanie róvnaania /6/ .ma postać 

Ą 
~(s) -= ----­,., 

)(.S -+--
tS o 

) 
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gdzie 6 0 -== rS (O) • Dla ust~tleilia uw.agi zakładamy, . że o-"' > O 
i badamy rozwiązanie dla. ·~ >,-- O 

1. 

2. 

x<OJ <tloc 
1 

~~ 00 s~.....; ~ j · X6"o 

)(. .. oJ - ~ :=~o ) 

· cr(s) 

~>O 

s 

Rys. 1 o Zac howani e a i ę tunkc ji er( s) przy 

braku dyssypacji. 

Widać, · że istniej e _pewna analogia między naszym 

rozwiązaniem a rozwiązaniem układU: /1/ w postaci fali pros­

tej. Fala 'prosta wy·jątkowa l x =O l -przeinies~cza się bez 
zniekształce.nia, co w naszym przypadku odpowiada propagacji 
nieciągłości /w piervvszy.ril przybliżeniu/ bez zniekształcenia: 

G(s) :s r;Q • Podobnie fali rozrzedzez:ia / x. > 0 / odpowią.-
. da nieciągłość ·zanikająca, zaś .fali prostej, która staje się . 

po określonym czasie niejednoznaczna ~ nieciągłość o rosną­
cym do nieskończoności "natężeniu" l !S"-> oo l. Ten ostatni 
przypadek zawiera zresztą wystarczającą ilość info:rmacji,aby 
się pokusić o pośrednie sprawdzeni~.· naszych wyników. Można 

mianowicie porównać czas, po upływie któi?ego nieciągłość w 
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pierwszych pochO~~.n st~;i e sl.ę m.eciąSiością samych· tunkc ji 
v,.- , z analogie znym e z asem dla f_ali prostej ,. której front 

narasta. otóż fala prosta, tak jak nieciągłość :rozpatrywana,. 
przez nas, propaguj e· się ·w stan· stały i graniczy ~ tym s ta~ 
nem wzdłuż. wybranej c barald;ery~~yki /która, z tego _powodu, 
jest ·linią p~ostą/. Będziemy zatem por6WDyWać odpowiednie 
wielkości na' tej charakter,styce. 

Jak wiadomo, :tala prosta jest rozwiązaniem :układu 

/1/ zależnym od jednej zmi~ej :. u= u (t) , gdzie ~ .. ; ()(Jt) • 
W~ka stąd, łe powinny by6 spełnio~e. r6wnania 

oraz 

Rozwiązanie drugiego r'6~nia, ~~f (x- ~1v , da .się ro,zwik-
łać ze względu na ~ , .jełel; ~lko tfA.J ~·S&tf'i/r;-_ =tflC.. . 
jest różne o~ -1 • Przy t f x. == -1. m.am;r do cz~eą.ia ~ . vq­
łej wspomnianą . niejednoznacznością ' rozwiążania v, (i) , którą 
nalejy interpretoW&6 jako· nieci~łoś6. Rozwiązanie staję sit 
więc ni.eci~.le, gd7 

/8/ -t ~- -1/x.f' 

gdzie
1 
f . zadaje wartości początkowe tunltcji ~~x,t):J(x1 0)-fo{j, 

zaś f jest p~hodną po argumencie. . · · 
Z drugiej. stro~, roQ:Lązanie układu /1/ staJe się 

nieciągłe, gdy 

/9/ 

Wtedy bowiem ~ ~ oo , a zatem, jak wynika z /31, poemdna 
normalna również dąży do nieskończonośc~ /zauważ~, !e (v~)= 

:U+' '~=-0 -. v.,,[, =+0 -. ~L,;~ J'fz-0 ~o =u-;.: Ił--O l. . 
Dla identyfikacji /8/ z /9/ naleiy w pierwszym rzę-

. . 

dzie ustalić związek między s i t ~ Parametr-. s został 

wprowadzony w równaniu /6/. Przez poró-wnanie tego rówi:iania 
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z poprzednim widać, że 

/10/ 

.Przypominamy dl.a porządku, że wprowadziliśmy uprzednio para­

_metr ~ =- x -1\t" · ~'w poprzek" charakterystyki. W sumie, doko-
naliśmy za.miacy zmiennych x ~ <ł , t -7 s • i~ a charaktery-

styce 4>""" O i wtedy 5-=t , jak Wynika z /10/. 
Wystarczy teraz tylko pokazać, że 5~=- f 1 

dla ej>= O 
i t.,.,Q • Istotnie 

. - ( G(/./ ) - !J. v.. l! d V . ! i -~ 
fS1'· - :c - . -· 4 := ('. ':> l 

4 - \'j X dX j . J.' ~X . . • ;c 

~~=-o " ~ ~=-o· +--o . . 

a stąd· Poni·eważ zaś 

l . l 

to t -= t dla f-0 , czyli a-"-= f . 
Dotąd, dla prostoty, nie braliśmy pod uwagę efek­

tów dyssypatywnych, chociaż dopiero ich uwzględnienie pozwa-
la wniknąć głębiej w istotę mechanizmu tworzenia się fali 

uderzeniowej. Zrobimy to teraz, dołączając do równań /1/ wy­
razy dyssypatywne: 

/11/ 

przy ~zym zakładamy, te istniej e zbiór .j[ wektorów stałych, 
taki ·że D, (vo)= O dla ,;~ €. fi1 • 

. Rozwiili.ęcie asymptotyczne funkcji wektorowej Ji.\vj 
ma postać · 

/12/ 
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k d~· -
gdzie D, {vo) ~lJD; /rJI)JJ.J v-u o • Wstawi~ ~12/ do równania /11/ 

i stwierdzamy, !e w drugim równ.ailiu z /5/ pojaWia s:ię dodat­

kowy wyraz, Dt(uo)s! , który pochodzi ze współcz~ka przy 
s~ /~półc:zynnik przy 511 nie zawiera żadnego przyczynka/. 

W konsekwencji, równanie /6/ przybiera postać 

/13/ 

~d 1(. 

ga.z~e e .== L, D~ 1 ~ • Znak e można określić zważywszy' że w 
nieobecności procesów nieliniowych jo-l nie powilmo wzras­

tać. Dla x=O równanie /13/ przechodzi w 

• Stąd 9 ~ O , przy założeniu, 

że s ) O • 
ZbadaJey zachowanie się rozwiązania równania /1-,/, 

dla ~ ~O , ustalając, że ~o >O • Mamy następujące przy­
padki: 

A. x. <. 0 
1 • o ~ o-o < e /x. 

~ ~ O F~'~ s -~ oo 

2.. 60 =&/'f.{. 

,, 
s -~ e 
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es -- o rr-t~ s~ co • 

'l!1Jl .razem zachowanie tunkc~i a(.s) zalełl gl6wnie od za~ej · 
wartości początkowej a. • hą do~tateczDie maqm er. bió­
rą górę et~ dy15sypatywne /nieciągłość zanika/, a prz;r 
dostatecz~e dutym o. - etekt:y _Dieliniowe /Dieci~lość na­
rasta/· •. 

~~- Cfo-6/~ _$ . 
9.. . 6". . 

s · 

-~ys_ . 21. Przypadek .x (O • · Rys. 2B. Prs»adet )(._ ~O • ~ 

Widać, t.e m!ędzy tymi dwoma przn>adk8mi istniej~ ostre · . roż- · 

graniczenie& r6~waga1 zresztą w peWDJ'Dl sensie nletrwala, · 
nastaje ~~o dla jednej wartoŚci, a.-e/)1. , 1 to oc1 saaego · · 
początku, tzn. od chwili s-o . "Tymczasemł ·nal.e:talo ·'b-3· sit 
raczej .spodziewać, Ie proces formowania fali uderzeniowej 
zajmie określony odcinek CZa&1l i :te pO . t,m czasie fala będzie 
stabilna. Ta kontroweraj a ma prawdopodobnie swoj.e tr6dlo w · 
braku wyrazów wytszego rzędu w ro~pa~ przyl;)~iteniu:. · 
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