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PROPAGACJA SLABYCH NIECIAGEOSCI ¥ OSRODKU DYSSYPATYWNIM

Wiodzimierz Laprus

Mechanizm formowania sie fall uderzeniowej oparty
jest w zasadzie na dwéch przeciwstawnych procesach. Jeden z
nich, to proces nieliniowy, ktéry powoduje powstawanie nie-
ciggtosel w rozwigzaniach réwnan nieliniowych, bez wzgledu
pa to, jak regularne byly dane poczatkowe. Drugi proces,wy-
nikiy 2z efektéw dyssypatywnych opisywanych przez odpowiednie
wyrazy dolaczone do réwnan, objswia si¢ dzialaniem akurat
przeciwnym: "wygladza" nieciggzosci lub nie dopuszcza do ich
powstawania. O ile wiec efekty nieliniowe zwiekszajg nachy-
lenie czota fali, to efekty dyssypatywne majg tendencje do
zmniejszania tege nachylenia. W okre$lonej chwili czasu na~
stepuje rownowaga miedzy opisywanymi dwoma procesami i for-
zowanie si¢ frontu fali uderzeniowej jest zakonczone,

Takie rozumienie zjawiska jest zazpewne pierwszym -
przyblizeniem, Niemniej, klasyczne prace z dziedziny hydro-
dynamiki /patrz- [1]/ pokazuja, 2e jest to przyblizenie uzy-
teczne, ' :

Neszym celem Jest zbadanie zagadnienia propagacji
siabej niecigglosci /tzn. niecigglosci pochodnych/ wzdiuz
wybranej charakterystyki uktadu réwnaii, z uwzgle¢dnieniem dys- .
sypacji. Zakiadamy przy tym, dla uproszczenia, ze niecigg-
105¢ propaguje sie w stan staly. W takim przypadku charakte-
rystyka jest linig prosty i wartoSci funkcji na niej sg zna-
ne. “a

' Rozwazmy hiperboliczny uklad réwnan quasiliniowych
o postaci '

/1 3—? + A;k(u) g'f-c* = () )



gdzie i=1,...n j A, (u) jest mecierza o n rzeczywistych 1
réznych wartoSciach wiasnyeh A(v) , za$ przez r;(v) bedziemy
oznaczaé odpowiedni wektor wiasny tej macierzy: Ay (v)n, (v) =

=AW)Y;(v) |
Opierajgc sie na metodzie uzytej przez Whithama

[2,3], zastosujemy nastepujace rozwiniecie asymptotyczne
/por. [4]/ funkeji vy; :

. oo
; ~ UL y
2/ wbot) ~ vt S,(plgilat) ey 60
Funkcje g: sg dowolnie regula:cné, tzn. maja ciggle pochod=
ne dowolnego rz¢du, za$ funkcje S, od zmiennej ¢=x-At ,

gdzie A(v) jest nachyleniem wybranej charakterystyki, zada=
Jemy Jako

S,f¢)=[%(¢-l¢z)]";ﬂr dla y=1,..
oraz
= 41 dla ¢ <(
Se(9) {0 dla § >0 ,

Latwo sprewdzié, se zachodza nastepujace zaleznoscis -

1° 51, =S, i ogo’/m ie 5; - 5,_4 )
o A tv)!
2 33,25, 5,5,=5, [ S, =Suu %;.7—‘

Wielkoéé primowana oznacza pochodng po argumencie, czyli po
¢ . Punkeja S, ma nieciagtg plerwszg pochodng, S, dru-
8& pochodng /pierwsza jest cisgta/, S; trzecia pochodng
/pierwsza i druga sa ciagle/ itd. Ogélnie, S, ma y-1 cig-
glych pochodnyech i v -t3 pochodng nieclggla. A wig¢c im wig-
kszy wskaznik v , tym wiekszy stopien regularnosci funkecji
Sy . '

Pochodna normalna v, doznaje skoku na charakte-
rystyce x-AM=0 , a pochodna styczna vy, / & - parametr
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wzdiuz charekterystyki/ jest ciggla. Oznaczajac nawiasem ok-
ragtym skok danej wielkosSci na charakterystyce mamy

QU‘ QU; &_ 90‘ ?;s_

ox 99 ox t9s ox /
Qu;
(52) = (ue) -

Z drugiej strony, przy zastosowaniu rozwiniecia /2/
y

:3. I 9;‘
g_u"""zsw-«"#xﬂr"'%svg_% )

(32) =g

Stad, przez porbwnanie,

/3/

/37 (Uft') =

_ Majac na uwadze te zalezno$é ograniczymy sie do
wyliczenia g, . W tym celu podstawiamy do réwnad /1/ roz-
winigcia asymptotyczne /2/_oraz

' oo
/4/ Awlv) ~ Aulvl+ 2 Alv)S,9 poy 40,

gdzie A:'k(u")‘{éf%;k/guﬁ I|u=u° . Otrzymujemy kolejno
] a9 4
.z.,: 6?‘#!“3? + E,: Sv'}g{} + (A "‘%"I:;‘ Syﬂ:][.-; Px 9 +Zsftg§:‘]""0

A
9
£ S, g +zs,at + 3 A - ;¢qu+ZA 8 2oF 4

v, e (uty)l
+/§ % A;u /u.f-v—wfx 9‘33:%%)7 "'Zz&ks/‘“’% e x M. y‘!,"za

Przyréwnujac wspélczynnik przy S, do zera dostajemy



$s fh‘ + Aik.‘Px 9, =0 frey S°)
%?i +A‘“’¢"?g+ Amg % Acn?:?k ‘f’x"‘g Fy ")
i dalej
Ask 9k = J 9
_ Z‘“ Ju T “i" i 4lk Px -t AM ?& 5& Px = 0
/50 ...
gdzie A W=l + ﬁm;‘b jest macierza charak‘berystycznq.

Z pierwszego z rdwnan /5/ wynika, Ze g“:a'r .
Mnozac za$ drugie rdwnanie z lewej strony przez lewy wektor
wiasny [; macierzy A; i zakladajac unormowanie: (;v. =1 ,
mamy '

ds‘ ’36‘
o FL 1-(41"6-40

czyli
/6/ g+ x6:=(,

Jest to réwnanie transportu nieciaglosci. Kropka oznacza
rézniczkowanie wzdluz charskterystyki wzgledem parametru s .

Wielko$é x J; A.uﬂf ‘okresla typ charaktery-
styki, po ktérej przemieszcza sie niecigglo$é. Charaktery-
styka jest mianowicie typu wyjatkowego, gdy »x=(0 . Aby sie
o tym przekonaé, dokonujemy rozwiniecia asymptotycznego f;{'u)
i Av) analogicznego do /4/,

Lo «
0w ~ v () +/‘Z=4r:‘(v°) Sy G rg 420,



Alv) ~ A + E, ?tw'(uf) 5»9: Py 90,
i wstawiamy te rozwiniecia do réwnania charzkterystycznego
A (V) (0) = AW (0)
Mamy kolejno
(A, (0)+ 3 ]S, 7 TR0 070 Sug ] =
» . i Jge M
=[a(w) + %,'h(u)s,g}' 1w @) 1-;'_‘,:_“‘(#) Sk G 1,

_ »
ZAMQ‘ S/.g,.«rZAMQSg +ZZAMK /.“,.; pii)] 9 G =

|yl'
(fﬂf}‘

_er 5.3“‘-#2?\.1‘5,3‘#’227\? /u-v /‘”1 ?f‘im )

a po przyréwnanfu wyrazu przy '5, do zera
“ 1 ‘ ‘ 1 |
At gm + At 90 = A0 g + Xrig

Mnozgc to réwnanie z lewej strony przez [, i pamietajac, ze
'311 =g, 1 otrzymujemy ostatecznie

/7/ o X r

Warunek A'r. # (0 jest warunkiem istotnej nieliniowo$ci La-
xa [5], zaé‘charakterystyka, dla ktérej Nr.=(0 , hazywa sig
wyjatkowa. ‘

Rozwigzanie rownania /6/ ma postaé

G'{S)-::
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a uwagl zakladamy, %e 6, >0

gdzie 6, =5(0) . Dla ustalent
i badamy rozwigzanie dla =3 » ¢ ¢
. 1 .. 4
1s x<0, 6> oo dla S )
2. )‘-*0; G.EO-Q )
3. »20, ¢—>0 diag s-» oo
a(s) | |
[
o/ |
Vi
kY
I
[
| x=0
a.
|
|
| x>0
~42n6; s

Rys. 1. Zachowanie sig funkeji ofs) przy
braku dyssypacji.

Widaé, ze istnieje pewna analogia migdzy naszym
rozwigzaniem a rozwigzaniem uktadu /1/ w postaci fali pros-
tej. Fala prosta wyjatkowa / x=0 / przemieszcza sig¢ Dez
znieksztatcenia, co w naszym przypadku odpowiada propagacji
niecigglo$eil /w pierwszym przyblizeniu/ bez znieksztalcenia:

s(s) =6, . Podobnie fali rozrzedzeriz / x >0 / odpowia-
da niecigglosé zanikajaca, za$ fali prostej, ktbéra staje sie
po okreSlonym czasie niejednoznaczna - nieciggloéé o rosng-
cym do nieskonczono$ci "natezeniu" / ¢—> o0 /., Ten ostatni
przypadek zawiera zresztg wystarczajaca ilosé info:’ﬁacji,aby
sig¢ pokusié o posrednie sprawdzenis naszych wynikdw, lozna
mianowicie poréwnaé czas, po upiywie ktérego niecigglosé w
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plerwszych pochodnych staje sie nieciagloéciag samych funke ji

U; s 2z enalogiczmym czasem dla fali prostej, ktoérej <front
narasta. Otéz fala prosta, tak jak niecigglosé rozpatrywana
przez nas, propaguje sie w stan staly 1 graniczy z tym sta=-
nem wzdiuz wybranej charakterystyki /ktéra, z tego powodu,
Jest linig prosta/. Bedziemy zaten poréwnywaé odpowiednie
wielkoSci na tej charakterystyce.

Jak wisdomo, fala prosta jest rozwiazaniem ukladu

/1/ zaleinym od jednej zmiemmej: v=u (%) , gdzie E=Z(xt) .
Wynika stgd, 2e powinny byé spelnione réwnania

J; = 1;(v) oraz E.tAWE, =0,

Rozwigzanie drugiego réwnania, E-f(x— At) , da sie rozwik-
taé ze wzgledu na § , Jezeli tylko ff‘k —gntf’# —tf-u.
jest rézme od -1 . Prazy {-fx.==-1 memy do czynienia z wy-
Zej wspomnim niejednoznacznoscig rozwigzania y; (E} ktérg
nalezy interpretowaé jako nieciqgloéé. Rozwigzanie staje sie
wigc nieciagle, gdy

/8/ t = =1/xf

gdzie f zadaje wartosci poezatkowe funkeji 26: t): E(x,ﬂ’)-ﬂq)
za8 f jest pochodna po argumencie,

Z drugiej strony, rozwigzanie uktadu /1/ staje sie
nieciagle, gdy

/9/ s = =4 /x6,

Wtedy bowiem 6 -» o0 , a zatem, jak wynika z /3/, pochodna
normalna réwniez dazy do nieskoficzonosdei /zauwaimy, e (Vy)=
=Upi ‘.{,,-g uﬁ‘li u‘f‘,f:—a =U¢‘/ --0 /.

dentyfikacai /8/ z /9 nalazy W pierwszym rze-
dzie ustalié zwigzek migdzy s 1 ¢ . Parametr s zostal
wprowadzony w réwnaniu /6/, Przez poréwnanie tego réwnania
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z poprzednim widaé, Ze

Ax +T
/10/ T
_Przypomiﬁamy dla porzadku, ze wprowadzili$my uprzednio pare=-
. metr ¢ =x-AT "w poprzek" charskterystyki, ¥ sumie, doko-
naliémy zamieny zmiennych x—>¢ , t—>S . Na charektery-
styce ¢=0 i wtedy s=t , jak wynika z /10/.

Wystarczy teraz tylko pokazaé, Ze G.= f’dla zp=0

i t=0 . Istotnié

L%

=g, |

9=-0"

vy Bt
X )_ x| & WE £x
i9==0 .

UT}':{

il

L]

)
$=-0
a stad G?EYI . Poniewas za$

*=-0

5 cow e g ¢ IA dYe il h T
g =L oAt =pthe) = =T 500 Ty BT (TR

to §,=f dla t=0 ,czylii o=fF .

Dotgd, dla prostoty, nie bralismy pod uwage ef ek~
tow dyssypatywnych, chociaz dopiero ich uwzglednienie pozwa=
la wnikngé glebiej w istote mechanizmu tworzenia si¢ fali
uderzeniowej, Zrobimy to teraz, dolgczajac do réwnan /1/ wy=
razy dyssypatywne:

111/ e

P ;
W i) 52 = Do)
a
przy czym zakladamy, e istnieje zbidr M wektoréw stalyehn,
taki ze Dv/=0 ala J'e fl .

' ‘Rozwinigcie asymptotyczne fumkcji wektorowej oJ;ivf
ma postaé

/12/ D;(v) v qu:(u.)‘syy: prey 4> O}



gdzie Df('v‘) ﬁf@b‘_/g% ‘ . Wstawiamy /12/ do réwnania /11/
; -

i stwierdzamy, %e w drugim réwnaniu z /5/ pojawia sig dodat~
kowy wyraz, DE‘(U‘)gl sy ktéry pochodzi ze wspélczynmika przy
Sy /wspblezynnik przy S, nie zawiera zadnego przyczynka/.
W konsekwencji, réwnanie /6/ przybiera postaé ' '

/13/ & +ust =bo,

def (4
gdzie G_é‘ LGDi¥« . Znak O mozna okreslié ZWaZywWsZy, %€ W
nieobecnosci proceséw nieliniowych |6| nie powiano wzras-

taé, Dla »=0 réwnanie /13/ przechodzi w

s =¢g,

z rozwigzaniem =, exp Bs . Stad 8 < 0 , przy zalozeniu,
te s 20 .
Zbadary zachowanie sie rozwiazania réwnania /13/,

9/%
5(5) = - o )
foip i BT, £ e
dla s >0 , ustalajac, %e 6, >0 . Mamy nastepujace przy-
padki:
Ao % <G
4, Qdo;< 6/%
c—> 0 prey s -2 oo
2. O, =8/
s = G

3, O/x < O,
o o ;
5 —»= 00 Frzy " ._.6_.. Jn E!.E‘a_t;&‘:

Bs w2V
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s — 0 prey s> 0o .

Tyl‘razen zachowanie funkcji o(s) zalesy gléwnie od zadanej
wartosci poczgtkowej ©, . Przy dostatecznie malym &, bio-
rg gére efekty dyssypatywne /niecigg2osé zaniks/, a pray
dostatecznie duiym o, - efekty nieliniowe /nieciagiosé na-
rasta/..

s | I e |
; 5
|
{
l
@ | 2
® ot
\L B
| %_fa—t—eﬁ"-"}" s s

Rys. 2A. Przypadek =<0 . Rys. 23. Pmpadek w20

Widaé, e miedzy tymi dwoma przypadkami istnieje ostre roz-
graniczenie: rémwasﬁ, zreszty w pewnym sensie nietrwala,
nastaje tylko dla jedne] wartosci, 6,=6/x , 1 to od samego
poczatku, tzn. od chwili s=( . Tymczasem, nalezato by sie
raczej spodziewaé, ze proces formowania fali uderzeniowej
zajmie okreslony odcinek czasu i Ze po.tym czasie fala bedzie
stabilna. Ta kontrowersja ma prawdopodobnie swoje £rédio w'
braku wyrazéw wyiszego rzedu w rozpatrywanym przyblizeniu,



- 13 -

LITERATURA

1]
[2]
3]

(4]

[5]

M.J,Lighthill, w "Surveys in Mechanics", edited by G.K.
Batchelor and R.M.Davig, Cambridge Univ. Press 1956.
G.B.Whitham, On the propagation of weak shock waves,

Jd, Flvid Mech. 2, 1956, pp. 290-318.

G.B.Whitham, Some comments on wave propagation and shock
wave structure with application to magnetohydrodynamics,
Comm, Pure Appl. Math., 12, 1959, pp. 113-158.

R.Courant and D.Hilbert, Methods of Mathematical Physics,
Vol, 2: Partial Differential Eruations, Interscience
Publishers 1962, Chap., 6, § 4. .
P.,D.Lax, Hyperbolic systems of conservation laws Ir;
Comn. Pure Appl. Math.10, 1957, pp. 537-566.





