K. Kwaszczynska, Z. Mroz
A. Drescher

ANALIZA SCISKANIA
KROTKICH WALCOW
Z MATERIALU COULOMBA

29/1968

WARSZAWA

910



Na prawach rekopisu

Do uzytku wewnetrznego

Zaktad Mechaniki Osrodkéw Ciaglych TIPPT PPAN

Naklad 180 egz, Ark, wyd. 1,6. Ark. druk, 3.
Oddano do drukarni v paZdzierniku 1968 r,
Wydrukovano v grudniu 1968 r, Nr zam. 910/0/68,

— -

Varszawska Drukarnia Naukowa , Varsszava ,
ul,Sniadeckich 8



Analiza $ciskania krétkich walcow
z materiatu Coulomba

K. EKwaszczynska, Z. Mréz, A. Drescher -~ Warszawa

1. Wprowadzenie

Jednym z podstawowych schematéw doswiadczen, maje~
cych na celu okreslenie wiasno$ci i wytrzymalosci rdéirych
materiatéw, jest prdba jednokierunkowego Sciskania walccow
kotowych, Doéwiadczenie to jest powszechnie stosowane przy
okreélaniu wytrzymazosci materiatdw kruchych mp. betonu,
ska? czy Zeliwa., Jest faktem dobrze zZnanym, Ze uzyskiwane z
doéwiadczen wartosdci wrbrzymalosci zaleZz w duzym s%opnin
od warunkow tarcia na Sciskanych podstawach walcédw, jak i ick
geometrii okreslorej stosunkiem érednicy do wysokosei < :
Dla unikmiecia wpiywu tych czynnikéw normy opisujace sposéb
oznaczania cech wytrzymaiosciowych precyzujg warunki jakim
muszg cdpowiadaé badane prébki. Zagadnienie wpiywu geometrii
i tarcia na podstawach na uzyskiwang no$nosé bylo przedmio-
tem szeregu prac dotyczacych przede wszystkim prébek betono=
wych /9, 10 7 . Prace te,reprezentujace giswmie podejécie
empiryczne wykezaly, Ze ze wzrostem tarcia na podstawach;
jak 1 wzrostem stosunku j%?—, wzrasta gwaltownie wytrzymalosé
materiaiu.

RozwazZania przedstawione w niniejsze] pracy mogs
stanowié¢ pewng prébe wyjasnienia przyczyn tych efektéw i ma=
tematycznego ich ujecia z punktu widzenia pewnej konsekwenbt-
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mej teorii opisu cial = teorii plastycznosci. W oparciu o
zatozemia fizykalne i aparat matematyczny teorii plastycz—
moéci rozpatrzono zaleznodé noénosci walcéw od ich geometrii,
warunkéw tarcia i wlasnoéci materiatu.

' Zasadniczym zatoZeniem przyjetym w pracy jest utoz-
samienie stamu granicznego materiatu kruchego = wytrzymalodci,
z momentem uplastycznienia, a warunku zniszczenia materiailu
z warunkiem plastjcznoéci} Wobec pomijalnie matych wartoéci
odksztalcen plastycznych przed zniszczeniem, sam moment zni-
szczenia moze byé traktowany jako poczatek ich rozwoju; dal=
szy rozwéj odksztatced plastycznych Jest oczywiscie ograni-
czony przez dekohezj¢ materiaiu, W konsekwencji rozpatrywanie
stanu zniszczenia jako stanu plastycznego réwnowazne jest
rozpatrywaniu zagadnienia poczatkowego plastycznego plyniecias

Zagadnienie wpiywu geometrii i warunkéw tarcid na
roénosé walcdw z materiaiéw ciggliwych rozpatrzono w pracy
Z'4_]Q Stad tez mimiejsza prace stanowi pewne uogoélnienie
wezefnie]j uzyskanych rozwigzah na materiaty kruche,

W przypadku materialéw ciggliwych obserwacje dod=
wiadczalne wskazuja, Ze moment uplastycznienia moze byé opi=
sany warunkiem plastycznosfci miezaleinym od wartodci pierw-
szego niezmiennika tensora naprezenia - cisnienia hydrosta=
tycznego, przynajmaiej w zakresie powszechnie stosowanych
obciquﬁ; Zasadniczg zatem réznica pomiedzy obu rodzajami ma=
teriatdéw, przy utozsamieniu momentu zniszczenia materiaiu
kruchego z uplastycznieniem, jest postaé¢ warunku plastycznog=
ci. Istniejaca obszerma literatura wskazuje, ze warunek zni=
szczenia takich materiaxéw jak: beton, skaly czy zeliwo, mo=
%e byé przedstawiony w przestrzeni naprezen gioéwnych bryla
zblizonq do ostrosiupa o piaskich lub wypukiych &cianach,
rozszerzajacego sie¢ w strome naprezeh Sciskajacyche Spowodo-
wane jest to zmacznie mniejszg wytrzymaloscia tych materiaiéw
na rozcisganie niZz »a- Sciskanie, Czesto przedstawiana repre-
zentacja warunku zniszczenia na piaszczyznie Mohra /T, 3 /
przybiera postaé dwbéch odcinkéw krzywych zblizonych do para-
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boli lub cykloidy, a w pewnych przypadkach odcinkéw prostych
/ rys. 1la /s Istnieja réwniez propozycje bardziej ztoZonych
postaci warunkéw uwzgledniajgeych rézny mechanizm zniszczenia
w przypadku dziatania naprezeh Sciskajacych i rozciagajg=
cych /3 7. Obrazem geometrycznym jest krzywa l na rys. 1ae

W pracy przyjeto najprostszg postaé warunku zaleznego od ci=
éniernia hydrostatycznego = warunek liniowy Coulomba - Mohra,
Stosowalnoéé jego do opisu rzeczywistyeh materieiédw kruchych
jest przyblizeniem, ktére jednmakze moze byé w Szeregu pray-
padkach dopuszczalne, Kozszerzenie rozwazai na inne postacie
warunku zniszczenia bedzie tematem dalszych prace

hasteonym zatozeniem uczynionym w pracy Jjest przy-
jecie, Zze material kruchy moze by¢é opisany modelem ciale
sztywno idealnie-plastycznego. Oznacza to, Ze pominieto
wszelkie odksztaicernia materiaiu przed Jjego zniszczeniems
Zatozernle To, powszecnnie przyjmowane przy opisie materiae
ow ciagliwych, mimo sprzecznoéci z obserwacjami doswiadezal-
nymi daje mozliwos¢é scislego rozwigzania szeregu zagadniei
brzegowych, kuorycn wyniki wykazuja dobrag zgodnosé z ekspe-
rymentem,

‘Powyzej przyjete zalozenia pozwolily zbudowaé roz-
wiazenle statyczne zagadnienia Sciskania walca pomigdzy dwie=
ma sztywnymi plytEMI;a tym samym okreslic nosnoéé walcdw przy
réznych stosunkach "??L i warunkach varciz na podstawach.

W pracy zanslizowano takie zagadnienie pola predkosci przy
‘przyjeciu jako prawe fizycznego materialu-stowarzyszonego
prawa piyniecia. Brak danych doéwiadczalnych,dotyczgcych
postaci prawa fizyczrego materiatu kruchege w momencie jego
zniszczenia uniemozliwia - bezposrednig ocen¢ siusznodci przy-—
jecia stowarzyszonego prawa piyniecia. Przewidywany jednakze
przez to prawo, przy przyaeciu warunku plastycznosci zaleZne=
g0 od cisnienie hydrostatycznego, wzrost objetoéci materiaiu
w momencie zniszczenia-~ dylatacja, wydaje sie znajdowaé uza-
sadnienie w obsérwacjach doéwia&czalnych, kiedy powstajace
mikropekniecia w materiale zwigkszaja jego objetosé.



a)

b)



2. Réwnania statyki i kinematyki dla rozpatrywanego
zagadnienia |

Geometrie i schemat rozpatrywanego zagadnienia
przedstawia rys. 1be Walec o 4rednicy 2R i wysokodci t
lub o danym stosunku %R— , jest 4ciskany pomiedzy dwiema
nieskonczenie sztywvmymi piytami. Pobocznica walca jest wolna
od obciazen., Przyjmuijac walcowy uklad wspdirzednych T ,0,Z
i pomijajac sity masowe, rownania rownowagi elementu walca
majg postaés

0061 OTrz &+ -Ge  _
or t 5z * 7 =0

Tz +"c)6z, 4 Trz =T

or oz ¥

J201/

Z warunku osiowej symetrii zadania wynika, ze 60 Jjest na=-
prezenien gléwnym. Przyjmujemy ponadto umowe, ze wiekszym
algebraicznie naprezeniem gibwnym w ptaszczyznie T, Z jest
4 a mniejszym 62; Poszukiwany stan naprezenia w walcu
musi speiniaé oprécz roévnan /2,17 warunek plastycznodci
Coulomba = lohra, Warunek ten w przestrzeni naprezen gtéw-
nych przedstawia ostrositup o podstawie szesciokata o trdj-
krotnej symetrii. Na rys. 2 przedstawiono przekrdj ostrosiu=-
pa piaszczyzna 65 = Gg=const, Na praszczysnie /T,G [
/ rys. %a / warunek Coulomba = Mohra reprezentuja dwie pros-
te nachylone do osi 6 pod katem € zwanym katem tarcia
wewngtrznegos Odcinek C reprezentuje kohezje, tzn. wytrzy=-
maXoéé materiatu na $cinanie,gdy naprezenie (G jest réwne
zeru., Szesé praszczyzn ostrosiupa Coulomba -~ Mohra przedsta-
wia rézne stany neprezenia, a przy przyjeciu stowarzyszonego
prawa piyniecia rdézne stany predkosci piyniecia materialu,
Systematyczng analize¢ obszardéw oraz obowie,zﬁ;js,cych w nich



réwnan statyki i kinematyki przedstawili Cox, Eason i
Hopkims /'1 7 « Aubtorzy ci rozpatrzyli takze peine rozwig-
-zanie zagadnienia weiskania osiowo-symetrycznego stempla w
pbiprzestrzen, Ponizej rozwazono tylko przypadek, gdy stan
naprezenia panujacy w walcu spelnia hipoteze Haara=Kirmina
gloszgcy, ze w stanie granicznym w zagadnieniach osiowo-
symetrycznych naprezenie gtowne 69 jest réwne jednemu z
néprezefz gibéwnych w piaszczyznie Ty Z , Stanowi temu odpo=
wiadaja na rys. 2 punkty C i D . Punkty C' i D'odpo=-
wiadajq réwniez stanowi Haara~Kirmdna, ale przy przyaec:.u,
ze naprezenie 62 jest algebraicznie wicksze od 61 .
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Stan naprezenia reprezertowany przez punkt (6 musi spei-
nizé warunek plastycznoéci Coulomba = lohra zapisany dlia
Gwoch ptaszezyzn DC 1 BC

P ' i =
{,= :12_(5'1 —GQ)*I--'!Q_# (G4 +Gp)sin€ —ccos€ =0 ,

{ =4 (6,-Bo) +£ (6, +Gg)sin€ - -cos¥=0. s2.2/

% /2.2/ wyniks, ze w punkcie G Gg= 62.} Analogiczrnie réwe
nania dle ptaszczyzn DC 1 AD

£} =4 (G1-8y) + &(G +82)sint ~c cose =0,
‘F; = % (B -65) +% (B, +Bo) $in ~c cos? =0,  j2.37

prowadza do zwigzku 69 = 6,1 obowiazujacego w opunkcie L .
Przyjecie hipotezy Haara-Kirmina powoduje, ze ukiad réwnai
statyki staje sie statyeznic wyznaczalny i do Jjego rozwisgzaw-
zania nie potrzebne sg rownania kinematyki, Innymi siowy

' moina niezaleznie rozwiazaé pole naprezen i pole predkodcis
Pevme przypadki pola naprgsen w oslowo=symetrycznym stanie
napresenia rozpatrzyt Bierezancew [ 27 »

Otrzymany ukiad czterech rdéwnan na cztery poszuki-
vans naprezenia (5’:,4) 6'2’ vzl 60 daje sie przeksztalcié
do dwoch rdwnan roézniczkowych czastkowych quasiliniowych ty=
pu hiperbolicznego, dajacych sie rozwigzaé metoda charakterys—
tyk., Rozpatrywany stan naprezenia przedstawiony jest na pia=
szezyznie Mohra jednym kolem, Potozenie biegiina napre:’aen'PA
okre$la jednoznacznie stan naprezenia w danym vunkcie walea

A, a xierunek F,C i BB kierunki charakterystyk 5,1 S,
¥ tym punkcie. Stan naprezenia przedstawiony na rys. 2 pun=
ktem ( reprezentuje na rys., Zapunkt M , a stan D punkt N,
Poszukiwane napre¢Zenia mozna wyrazié za pomoca kota Mohra
nastepujacymi zwigzkami



Rys. 30)

Rys. 3b)



6,,. = --P -q_ sLn ('e' '!"2\’?’)J Gz = -P -l-q_ SLnCQ, +2\V))

T, = + ) . = =D -
e = cos(8 2Y) Gg =-p Pq, 3 "
gdzie P jest odlegtoscia &rodka kola od poczgtku uktadu,
promieniem koia, a ¥ katem nachylenia pierwszej rodzi-
ny charakterystyk ao osi T / ryse %b /. Wielkosé F‘; =1,
gdy 6 reprezentowane jest punktem M , = =1, gdy 69
reprezentowa.ne jest punktem N . Wielko&é Qr_ moze byé dodat-
kowo wyrazona zaleznofcig

g = psin@ +ccos@ /2.5/

Podstawiajac /2.4/ do réwnan roéwnowagi /2. 1/ otrzymujemy uk-
tad rowpad niperbolicznych, dla ktérego charakterystyki S,
i S5, okreslone sg zaleznoS$ciami

dz, 5
bo ity dme gy(vefee),

gdzie d1, Az, , AT,, dZ, 83 rzutami elementéw dS, 1 dS,
na osie T 1 Z ., Zwiazki zachodzace wzdiuz charakterystyk
maja postaé )

cos® gg + 2q .ﬁ& [cos(¥+@) - Bsin ‘\"] y

cosf’, 2(} % [cos(\V-i-‘e.)-{?)sLn ‘V] .
/2.7/

Wprowadzajac nowg zmienna

3
= tgeinE i



réwnenia /2,7/ przybieraja postaé

dA +2dY = &[d,rioos‘e ~fdz, (4~ SLn‘i’,)]

A -24Y =—1[dr, cos€+ Bz, (1 - sine].
/2.9/

Rozpatrzmy z kolei réwnania opisujgce pole predkosci.
Przyjete prawo Iisyczne w postaci stowarzyszonego z warunkiem
plastycznosci Coulomba = Mohra prawa piyniecia, majace ogdlna
postaé

- 2fF ._

M DGy /2410/
gdzie { jest warunkiem plastycznosci, a f&-dodatnio okres$lo=
nym wspoiczynnikiem majacym wymiar predkosci, jest rownozna-
czne ze wspotosiowoscia kierunkdéw giownych tensorow napreize-
nia i predkosci odksztalcenia. Prawo to prowadzi rdéwniez do
ortogoralnodci wektora predkosci do powierzchni plastycznos-
¢i / warunku plastycznosci /. Cztery poszukiwane predkosci
odksztaicenia wyrazaja sie przez dwie skiadowe U i W
wektora predkodei wzdiuz kierunkéw T i Z nastepujacymi
zaleznosciani

. ¥ , . _ u

Ex =,%{.:'-. , &z —75'5‘3 T’rz"%z +’%,13 o= 7 -

/2s11/

Otrzymane 2z prawa piyni¢cia prawo zZmian obje¢tosSciowych ma=
terialu oraz warunek wspdélosiowodci /1 7 przedstawiaja ukiad
dwoch réwnah quasiliniowych typu hiperbolicznego, kbéry moze
byé rozwiazany analogicznie do réwnah statyki - metody cha=~
rakterystyk. Charakterystyki tego ukladu pokrywajq si¢ z
charakterystykami pola naprezen, Réwnania wzdiuz charakterys—
tyk wyrazone przez skiadowe wektora W i W maja postaé



-1 =

o DW -
c,f:>s‘(?,@Sﬂ + sin'@ s, =" (1 +(53Ln‘6)2%_ 5

sin(V+2)2U. _ cos(V4e 'aw = (1 +3sin€
( )’DS (‘ ) (1 r& ) /24127
Roéwnania /2.12/ moga byé przedstawione w korzystnie;szej do
catkowania postaci przez zastgpienie skiadowych W i W przez
rzuty wektora predkosci na kierunki S$, i S, , Ui

UL O+ UstF = - 8 e,
T

8L - 0 WL - 2o e We{
/2413/

Réwmania /2.412/ lub /2.13/ oznaczajg, ze charakterystyki
pola predkosci w zagadnieniach osiowo-symetryczaych w odréz-
nieniu od zagadnienia piaskiego stanu‘odksztglcenia doznajg
skrécenia lub wydiuzenia, Predkoéé skrécenia lub wydiuzenia
wyrazona jest prawa strong /2.,12/ lub /2.13/, to znaczy
&, = 632 = - —Ur— (1 + psine) . /2147
Zwigzek ten wynika bezposrednio z prawa piynigcia /2,10/ i
zéleznodci /2.11/. Nalezy zauwazyé, ze w przypadku plaskiego
stanu odksztaicenia, w réwnaniach /2.12/ i /2.15/ prawe stro=
ny znikaja; szybkosci odksztalceh wzdiuz charakterystyk sg
wtedy réwne zeru.

W przypadku pojawienia sig¢ nieciggtosSci wektora pred-
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kosci mozna ustalié zmiane wektora niecigglosci wzdzuz cha=-
rakberystyki naprezen, Zalézmy, ze niecigglobé AV propagu=
je sie wzdiuz linii S,/ rys. 4 /. Poniewaz, podobnie jak w
problemie pitaskim wektor skoku predkoéc:. Jjest nachylony do
linii nieciagloéci pod kagtem | AP s Tzut n:.eclqgloéclﬂ.Vna S
réwna sie¢ zeru. Oznaczajgqc rzut AV na S, przezﬂUmozem:y
pierwsze réwnanie /2.13/ napisgé po obu stronach linii nie=-
" cigglodcis Po odjeciu stronami otrzymujemy zwiagzek

44U = tgeav-(1-sie)(1-tgetq¥) 4T /2.15/

k'l:ory po acalkowan:.u ma postaé

in( AL ) ~ tg@(V¥-Vy)-(- sm‘ﬁ)f(’i etgV)dL e/

gdzieAU oznacza wartosé AU dla T =T,

Sz

AU gbszar sztywny

Rgs. 4
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Przedstawione powyiej rownania statyki i kinematyki
wazne sg zardwno dla punktu C jak i D na rys. 2 o W przy-
padku rozwigzywania konkretnego zadania brzegowego pozostaje
do okreélenia, ktéry z tych dwu mozliwych stanéw obowigzujee.
Prawo piyniecia odniesione do nmarozy ( i D warunku plastycz=
noéci zgda, by wektor piynigcia byt skierowany i;a zewngtrz 1
zawarty pomiedzy ortogonmalnymi do przylegajgcych do narozZy
ptaszczyzn AD, DC 1 BC /rys. 2/. Przyjmujac odpowiednig
postaé warunku plastycznosci dla dwdch przecinajgcych sie
v danym nerozu piaszczyzn /2.2/ 1ub /2.3/ s Z prawa piymiecia
/2¢10/ otrzymujemy imformacje o zmakach predkosci gibéwnych
odksztalcen,Predkosci odksztalcehn giéwnych w obu punktach
okreslone sg nastepujacymi nieréwnosciami

E,30 ,  E3€0 5, ~ 2420 , /2.47/

gdzie ﬁm przyjuuje wartosé [f) +1 dla punktu C i fé = -1
‘dla punktu D . Znajae zatem z warunkéw brzegowych zadania
znak od_ksznalcen E, o ~i=n nsprezenia jest jednoznacznie
ckreslony. W rozpatrywanym zedaziu wypiyw materiaiu walca
nusi nastepoﬁraé, przy zblizaniu obu sztywnych piyt, na ze=
wngtrz, co odpowiada skiadowej wektora predkosci w kierunku
T 4 wiekszej od zera, W >0 . W konsekwencji 59':-%- >0
‘1 stan naprezenia odpowieda narozu D o W réwnaniach statye=
ki i kinematyki ff) przyjmuje wartosé =1 o



&

3« Rozwigzanie statyczne dla duzych
wspOiczynnikdw tarcia

Rozwlazanie zagadnienia pola naprezen w #cisksnym
walcu o okreslonej geometrii —;ER. zalezne jest od postaci
warunkéw brzegowyche warunek brzegowy na wolnej povocznicy
walca jest staly, Op= O . IStotny wplyw na rozwigzanie
majgq natomiast warunki na piaszczyznach $ciskanych piytami,
Z fizycznego punktu widzenia dopusécié moina dwa przypadkis
a/ na powierzchniach walca istnieje okres$lone tarcie, scha=
- rakveryzowane wspoéiczynnikiem tarcia (U., takim, Ze material
doznaje przeslizgu po szbtywnych piyvach przy staiym stosun-
ku naprezenia stycznego do normslnego,

b/ tarcie jest tak duze, Ze przeslizg materialu zachodzi
poprzez Scigcie warstw wewnatrz materiaiu, wigczajac dowol=
nie bliskie sgsiedztwo z piyvami, W ninjejszym punikcie pra=
¢y rozpatrzono przypadek b_/. 4 obu przyp~dkaci przyjeto, ze
ze wzgledu na osiowa symetrie zadania / geometrii i warun-
kow brzegowych /, poszukiwane pole naprezen jest symetryczne
wzgledem osi 2z oraz piaszczyzny Srodkowej walca. Wystarczy
za-tem rozpatrzyc jedns czwartg przekroju walca piaszczyzng
%L o, '

Budowe rozwigzania oraz analize poszczegdloyck ob=
szaréw wygodnie jest przedstawié w oparciu o rozpatrzenie
konkretnego przykiadu priedstawionego na rys. 5 , ¥ ktérym
przyjeto -%R—- =2, = 20°. W obszarze OAB sformuowane
Jest zagddnienie brzegowe Cauchy ‘ego. ia linii QA nie bedg—
cej charakterystykq znane sg napr¢zenia Op= 0 o lapreze=
mie 6'.,. jest wiekszyﬁmpreﬁeniem gléwnym. Ze zwigzkéw za=
chodzacych dla maroza L wynika, ze B, = 69= 0 . ¥Mniejsze
naprezenie gidédwne wynosi-

' _ _ 2c-ws'e )
Gy, =62 - A-5mg . / 3.4/
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W obszarze OAB panuje jednoosiowy stan naprezenia; charakte—
rystyki sa prostoliniowe., Rodzina S, jest nachylona pod kg-
ten © = 344’417_“8/’2 . llastepny obszar OBE zbudowano przy za=
toseniu, Ze punkt O jest punktem osobliwym, w ktérym-charake—
terystyka S A jest zdegenerowana, a charai{terjstyki S, Wycho=-
dza 2z niego w pestaci wachlarza. Z /2.9/ dla d-‘ﬁ,: 0} id'Z‘: 0
wartogei A dla kolejnej charakterystyki Savrychodzqcej z 0
okreélone sa zaleznoscia AN = ~2AY, Znajac wartosei A1V
w punkcie O oraz wzdluz linii OB zbudowano rozwigzanie w
obszarze OBs / zdegenerowane zagadnienie charakterystyczne/.
Dla nunerycznego rozwiazania rovman /2.6/ i /2.9/ zapisano
je w postaci rownan

Ze "2, = tgYa (e - Ta) ; Zo-2g =19V (-Tp);

?tc— 1A+2 (Ve ~Ya =—-1—’1: [(’rc-'f;)cos(&+(zc—zA)(4—sLn‘e):l , 132/

Ne=Mp=2 (Yo-Yp)= --;?_-; [(‘r'c-'ra)cos‘ﬁ-r(zo-za)@-sin‘{’.)] y

gdzie A 1 C oraz B i C sg blisko polozonymi punktami odpo=-
wiednio na charakterystyce S, i 5&' Rozwiazanie réwnahn /3.2/
okreéla pierwsza iteracje ukiadu /2.6/ i /2.9/. W drugiej
iteracji za wartosci AiVY punktédw wyjsciowych A iB przy-
jeto wartosci bedace $rednimi w punktach wyjéciowych i otrzy=—
manych z pierwszej iteracji. Szczegbly numerycznego rozwig=
zanie mozna znalezé w pracy /[ 1 7« .

Rozwigzanie w trzecim obszarze EBC otrzymano wycho—
dzgc z danych na charakterystyce EB oraz warunku, Ze charak-
terystyki S, muszg przeciraé linig¢ BC pod statym katem
VYa¥T-%, / linie BC jest osia symetrii rozwiazania, na-
prezenia GZ i d,rsq napre¢zeniami giéwnymi /. W obszarze tym
sformuieovene jest zatem mieszane zagadnienie brzegowe. Zasieg
rozwiazania okresla charakterystyka Sawychodzqca z punktu O
i przecinajaca Srodek symetrii zadania / punkt C /. Otrzyma=
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me z rozwigzamia wartosci A i Y w wezlach siatki charaktery-
Styk pozwoliiy wyznaczy¢ skiadowe poszukiwanego stanu napre=
zemia, Wyrazenie na Gz i 'U,;z, otrzymane po przekszyalcemiach
/2487 1 /2.8/ majg postaé

~ Atgle Nge

- - e b eovy L B _
6, = “ie " sin{0*2Y) - o + g

Z

gl
Tre= 08 ms{@+2Y). f2a0

#ystgpujace v zwiazkach /3.3/ niewiadoma wielko&¢ konezji C
zastapiono prz2z neprezenie odpéwiada-;jqce wytrzymaiosci
materialu na cdoosiowe 3$ciskanie

5° - _=oom® 344/
z 4-sine *
otrzymijgc zwizzki

R,tg‘e
Sin,

G o Al e -2y)- 2

-

(Fa
+ 200 |

: s Meo¥ ;
%”'ﬁ =- '12';';‘& e cos ' +2Y) |

2.5/

Na rys. 5 przedstawiono rozkiad maprezen piomowych E:_, wzdiuz-
1inii AC. Calkujgc wartosci -g— po powierzchni arodxowe* wal-
ca i dzielsc wynik przez pole powierzch.ni otrzymano wartosé
fredniego napregzenia gramicznego, odniesiomego do wytrzyma=
tosci jednoosiowej

¥ _ 2 (e
e ~“ R | ooV /346

Dla aprawd.zenia dokladnoéci rozwigzania numerycznego otrzy=

mane wartoscli macisku &redniego 6::; wzdiuz linii AC poréw-
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nano z wartoéciami nacisku $éredniego wzdiuz charakterystyki
OEC, okreslonego wzorem

_= = = Oz dr, - J' T;____TL Tdz i
6'; R% [ 3 G;° 2 3 Ge 0 137/

gdzie dﬂéi.dzasq rzutamni elementu.dﬁzna osie T iZ , a G,

i TUqy naprezeniami normelrymi i stycznymi na tej linii. Stwier-
dzono, ze otrzymsne z wyrazet /3.6/ i /3.7/ wartosci réznig
sie nie wiecej niz o 0,05 % « _ -

Jek wykazano w pracy /5 7, dla © = 0, przediuze-
nie rozwigzania w obszar sztywny istnieje.. Z tego tez wzgle-
du w niniejszej precy zagadrienia tego nie analizowano,.

Rozwiazanie ombéwione powyzej / rys. 5 / wazne jest
jedynie dla pewnego zakresu maiych warto$ci stosunku % ‘
Dla duzych stosunkéw 2%1 charakterystyka §, wychodzgca z
punktu 0 moze podchodzié stycznie do linii kontaktu OD nie
przecinajgc nrzy tym jeszcze Srodka symetrii C. Oznacza to,
ze w miejscu styku charakterystyki z linig kontaktu napreze-
nie styczne na kontakcie osiaga wytrzymalosé materialu na
4cinanie, Przyvadek ten przedstawiono na rys. 6 d1a2%§ = 3,

©, = 30° W obszarze AOFG rozwigzanie jest podobne do po-
danego na rys.5 « Rozwiazanie poza tym obszarem zbudowano
przy zatozeniu, ze przeslizg materialu przez Sciegcie wyste-
puje na pewnym odcinku EF, Odpowiada to stycznemu wyjéciu
kolejnych charakterystyk S, z linii kontaktu; odcinek EF jeét
obwiednia charakterystyk. Polozenie punktu E okresla charak-
terystyka przechodzgca przez érodek symetrii C. W obszarze
EFH istnieje zagadnienie mieszane = na linii FH znane sg
. wszystkie wielkosci, na linii styku charakterystyki SJl pod-
chodza pod stalym katem Y = Tj/g - ¢ . Dalsze rozwigzanie
przebiega podobnie jak ra rys, 5 + Po rozwiazsniu pola napre-
zeh wyznaczono wartosci -=%, na linii AC i po scaltkowaniu
pordéwnano z wartosciami otf%ymanymi pa linii CEFO, Pole cha=
rakterystyk przedstawione na rys. 6 zaczyna obowigzywaé






-‘]9&

dla 25 = 3 jezeli ©>22°1 dla dowolnych wartosci| '€ jezeli
2_5 > 5 « Oba przedyskutowane przypadki sg naturalnym uogbélnie
niem rozwigzah dla ptaskiego stanu odksztalcenia /6 e ;
Przedstawione rozwiazania pola napreZeh wazne sg je=
%eli na powierzchniach_kontaktowych wystepuje odpowiednio du= -
%y wspbiczynnik tarcia. Wspédlczynnik ten musi byé wiekszy od
maksymalnej wartosci stosunku L1z pg kontakcie, wynikajg=
cej z rozwiazania, Stosunek ten obliczono dla obu rozwigzafi
w punkcie O oraz dla rozwigzan z rys. 6 = na odcinku EF,
Fumeryczne rozwiazanie przeprowadzono na maszynie
cyfrowej GIER dla nastepujgcych wartoscli stosunku -2-1-33- i kg=-
ta tarcia wewnetrznego ‘€ : -2-—§- = 142,3,5 3 ‘€ = 10°, 14-°’_
18%, 20°, 22°, 26°, 30° oras Ala SR =7 1 € = 1°, 20°, 30°
Uzyskane z obliczen wyniki zestawiono w Tablicy 1. Pierwszy
rzq,d' dla kezdej wartosci @ przedstawia wartoseci stosunkug
- rzad drugi - minimalne wartoéci wspélczynnika tarcia
na kontakcie, przy ktérych rozwigzania z Iyse 5 lub rys. 6 _
8g wazne, W rzedzie trzecim zamieszczono wartofci bezwymiarow
Wogo neprezenia g’- w punkcie Ce Na rys. 7 wykreslono w

o

skali pétlogarytmicznej zaleznosé —g-?- od 23 dla rézaych

kgtéw € . Rysunek wskazuje, Ze w zakresie przebadanych sto-

‘pétlogarytmicznym przebieg liniowy. Wraz ze wzrostem stosunku
2R jak i kata '@ évednie nspresenie graniczne wzrasta
gwattownie, Wszystkie krzywe przecinajg os -9-'5- w punktach
-Z—B- = tg (% @é] Ta wartosé s okreéla moment przej-
écia od jednoosiowego stanu naprezenia w walcu do stanu zZo-

Zonego wywolanego istnieniem tercia na kontakcie.
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34345100

4 2 3 5 7
10027 §.2257 15841 2.4203 5‘
10° 0.0667 0.30% 0.4370 0.46 91 63
; 1,096 3.6782 3.3217 10.2847 ga
|
r 1.0070 1.3169 1.8150 3.0982 5. 0454
14 0.0819 043333 0.4934 0.3089 0.3099
1.6193 43821 7.2887 17.2788 38.33
f 1.0200 1.4482 2.1%8 43275
18 0.0986 0.4036 0.5147 0.5526
2.0677 7.1578 10.7644 34.7503
20° 1.0286 105310 2.3720 5.3482 449601
0.1143 0.4318 043680 0.5760 0.3TT3
2.335 8.2%11 13.2229 58.1%6 210.4640
. 1.0392 146406 2.7097 6.8632 .
2 041287 . 04610 0.5974 046015
’ 1.0683 149426 3.6823 13.0895
26 04159 0.5237 0.6331 0.6%2
3.1866 13.267) 41,6267 643.6510
" 191119 2.439 5.61867 32,5395 227.6900
30 0.20%7 0.6 047 0.7197 047189 0.7198
. 23.R76 15369.1000°




4, Rogwigzanie dla malych wspbdiczynnikéw tarcia

Jezeli tarcie ma podstawach walca jest mniejsze od
okreslonego W poprzednim punkcie Mgy, dla danego -Q?R- ie,
rozwigzania z rys. 5 i 6 przestajq obowigzywaé. Warunek istnie=-
nia poslizgu pd powlerzchniach piyt przy stalym tarciu ozna-
cza,%e charakterystyki nie moga podchodzié do linii kontaktu
dowolnie, Rozwartosé wachlarza w punkcie O jest ograniczona, -
niemoﬁli?e'jeat styczne podejécie charakterystyk S, na od~-
cinku EF, Stosunek napre¢zenia stycznego do normalnego na li-
nii kontaktu musi speiniaé warunek

= =t . Ry

Wstawiajac /3.5/ do /4.1/, kat nadh_ylenia pierwszej rodziny
charakterystyk S, na linii komtaktu wyraza sie zaleznoébecisg

Y= —_iz_{mccos[ 1.:29 'n‘B( ﬂe ¢ ] +(9+¢e)} . a2/

Przyklad rozwiezania dla malego wspélczymnika tarcia przedsta-
wis rys.8 , gdzie SR =2, @ =20, w =0,1862.
Obszar OAB jest identyczny z rozwigzaniami z rys., 5 i.rys. 6.
Rozwartosé wachlarza w punkcie O okresla wyrazenie /4¢2/ o
Dalsze rozwigzanie odpowiada zagadnieniu mieszanemu, Na linii
0G znane s§ wszystkie wielkoédci, na linii ODznany jest kat
podejécia charakterystyk S, okreslony przez /4+2/. W tym
przypadku konieczna jest jednak wigksza ilos¢ iteracji uktadu’
/342/, 8dy% kat podejhcia charakterystyki do linii OD nie jest
staly, ale zalezny od wyniku pierwszej iteracji. Rozwiqza.n:.e

w pozostalym obszarze do punktu C obejmuje opisane juz za-
gadnienia charakterystyczne i mieszane 2zé znanym, stalym na-
chyleniem charakterystyk do linii CG, Nalezy zaznaczyé, ze dla
pewnych wartoéci (u., , Wiekszych dla rozpatrywanego stosunku



ZTR =2 0d 0,2 4 )L >0,2 , charakterystyki S, wychodzace

2z linii OD przecinajg sie wewmgtrz obszaru piyniecia przed
osiagnieciem &rodka symetrii C. W takim przypadku konieczne
jest wprowadzenie linii nieciqg]:oéci naprezen, Obecnosé li-
nii nieciaglosci naprezen komplikuje znacznie rozwiazanie
numeryczne. Zagadnienia tego w pracy szczagéiowo nie anali-
zowano, Poréwnujac pola naprezef z rys.5 i rys. 6 widaé wy=
raznie,ze wartosé wspdéiczymnika f"' wpiywa istotnie zardwnme
na rozklad naprezeh wzdiuz linii AC, jak i ksztalt pola upla=
stycznionego. Wraz ze zmniejszeniem sie gl. obszar uplasty-
czniony obejmuje wiekszg czesé materiatu, Numeryczne rozwig=
zanie dla przypadkéw matego tarcia wykonano dla jedrego sto=
sunku %R- =2, @ =10° 20° 30° oraz kilku wartosci W
z zakresu 0,09 < éb < (u'gf’ Wyniki obliczen przedstawiono
w postaci zaleznoéci %o od (u, dla réznych mtqjei 2 |
/ tys. 9 / « Wraz ze warostenm (U wzrasta wartosé 6’-0_ &
% rys. 9 widaé réwniez, ze im wickszy jest kat ©. tym wick-
sza jest wertosé 3.1,5,% odpowiadajgca na rys. 9 punktowi usta=
lenia sig¢ stosurku 2% . Naleiy zatem przypuszczaé, Ze w
" wigkszoéed éksperymen?g'n, gdzie specjalne zabiegi maja na
celu zmniejszenie tarcia na podstawach sciskanych walcéw,
realizuje sie¢ poélizg materialu przy speinieniu warunkéw
tarcia Coulomba / rys. 8 /e '

Podobng analize wplywu wspélczynnika tarcia na roz-

wigzanie dla ptaskiego stanu odksztglcenia przeprowadz
dla @ =0 wpracach /7, 8 11/7. ‘
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5. Pole Iinematyczne

Przedstawione w punktach 3 i 4 rozwiazania odnosily
sig¢ jedymie do pola statycznego, tzn. okreélaly wartosci ma=
prezef w poszczegblnych punktach walcdw, rozklad macisku na
liniach Arodkowych oraz wartodci nacisku Aredniego / nodmos-
ci / wynikajace z rozwigzania réwnah statyki. % twierdzed o
noénosci granicznej dla ciala idealnie plastycznego /[ 12 7
wynika, %e &cislte rozwigzanie nofnosci danego zagadnienia
otrzymuje si¢ w przypadku, gdy dla otrzymanego pola statycz-
nie dopuszczalnego mozna zbudowaé pole kinedatycznie dopusz- -
czalne, Jezeli pole statycznie dopuszcza.lhe jest polem nie-
dopuszczalnym kinematycznie, noénosé obliczona g rozwigzania
statycznego jest jedynie dolna oceng wartoéci modnosci. Samo
pole kinematyczne daje z kolei ocen¢ gérna. Dla przyvadku,
gdy polé statycznie dopuszezalne jest zarazem kinematycznie
dopuszczalne, noénoéci obliczone z obu pél ‘sg idenmtyczne.

W zagadnieniach osiowej symetrii i przy przyjeciu stowarzy=

szonego prawa piyniecia pole statyczne bedzie zarazem kine=

matycznie dopuszczalne, jezell to ostatnie speinia rastepu=-

jace trzy warunki: 5/ zapewnia mozliwodé wypiywu calej masy

m=teriatu uplastycznionego, b/ moc dysypacji obliczona z obu
pél jest dodatnia, ¢/ wektory predkosci piyniecia speiniaja

odpowiednie nieréwnodei /2.17/ wynikajace z prawa piynigcia

dla przyjetego w rozwigzaniu statycznym stanu naprezenia;‘

Przyjete w pracy stowsrzyszone prawo piynigcia pro-
wadzi do pokrywanla si¢ charakterystyk pola kinematyczpego
z charakterystykami pola statycznego / por. punkt 2 /

Z tego tez wzgledu do peinego okresdlenia pola kinematycznego
pozostaje jedymie wyznaczenie'wektoréw predkosci piyniecia
materialu w poszczegblnych punktach siatki. W niniejszej pra=
¢y nie rozwigzano szezegbédlowo pbél predkosci dla wszystkich .
przedstawionych typéw rozwiazah statycznych i réznych wartos-
el -2.5& i ¢ , a ograniczono si¢ do oméwienia tego zagad-
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nienis na przykladzie rozwigzania jedmego pola dla 2R =1,
‘{’, = 30 i >(U.,3.,. s zaczerpnigtego z wczeén:l.easze;; pra=-
ey L 57
Ze Izsledu na przyjecie znacznego 'barcia na podsta= -
wach rozwigzanie scatyczne g zarazem Siatka charakbterystyk
predkoéci ma postaé przedstawiong na rys. 10 .
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Rys. 10

Zalozono, Ze plastyczne plynigcie materiatu odbywa
si¢ w obszarze ograniczomnym polem charakterystyk OABCE,
Obszar.OECD przyjeto za sztywny i poruszajgcy sie razem z
ptytami z predkoscia Vo o Jak wykazano w pracy /5 Jy dla
rozpstrywanego typu siatkl charskterystyk w zagadnieniu osio-
wo-symetrycznym, linia OBC oddzielajgca oba obszary moze byé
linis tylko stabej nieciaglofei, tzn. skoku doznawaé moga je=
dynie pierwsze pochodne predkosci. Stad tez punkty znajduja= -
ce sie na linii OEC majs predkosci pionowe i réwne Vo .

Z warunku symetrii zadania wynika ponadto, Ze kierunki wek—

toréw. predkosci na linii CBA musza by¢ poziome. Powyzsze wa=
runki brzegowe wystarczajq do wyznaczenia pola wekboréw pred=-
kosci, W obszarze CEB istnieje zagadnienie mieszane, w obsza=-
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rze OEB zagadnienie charakterystyczne, a w obszarze OAB za=-
gadnienie mieszane icharakterystyczne; Numervezze wyznaczenie
wektordw predkosci w wezlach siatki charakterystvk nozna Wy-
konaé stosujac analogiczna, jak w przypadiz rozwiazania sta=
tycznego, aproksymacje ukiadu /2.13/ rdéinicami skoﬁczdnymi.

W pracy'wykorzystano inng metode polegajaca na gratficznym
skonstruowaniu hodografu. Zasada hodograru opiera si¢ o zwigz=~
ki zachodzace wzdluz charakterystyk /2.13/. Okreélajg one jak
zmieniajg sie sktadowe [J i W wektora predkosci przy po=-
ruszaniu sie wzdiuz odpowiedniej charakterystykie. Rozwasmy
wpierw przypadek ptaskiego stanu odksztalcenia, dla ktérego
w rownaniach /2,13/ prawe strony réwne sa zeru. Otrzymane
zwigzki oznaczaja, 2ze charakterystyki sg liniami zerowych
wydtuzen, W szczegdlnym przypadku, gdy obie charakterystyki
83 liniami prostymi, przyrost sktadowe] U wzdiuz S musi
byé rbéwny zeru i analogicznie sktadowej ‘Nf wzdiuz 5 .
Rozpatrzmy dwa punkty A i B znajdujace sie w wezlach charake
terystyk, w ktérych znane sg wektory predkosci ‘4;.1 \fa

/ rys. 11a/. Na plaszczyznie hodografu / rys. 11b/ wielkosci

‘C;i g reprezentowane sg przez dwa hektory wychodzgce

z dowolnie przyjetego bieguna O, Warunek zerowych wydiuzen
charakterystyk oznacza geometrycznie; Zze koniec wektora .V(;
musi lezeé na przecieciu dwéch linii ortogonalnych odpowied=—
nio do kierunkéw &, i S,/ linie przerywane/. W przypadku
osiowej symetrii charakterystyki nie sg liniami zerowych wy=-
diuzen, ale doznaja skroécenia lub wydiuzenia okres$lonego
ywiagkemi /2.14/. Sktadowe U i W wektora predkosci w pun=-
keie C w stosunku do skitadowych w punktach A i B doznaja
przyrostow

AU, = - 25 (1+psin@)ds, ,
AW, =— 32 (1+psin@)ds, | 15411

Na plaszczyinie hodografu odcinki AU,;& ﬂwcwykﬂ'eélone sa
wzdtuz kierunkéw S4 i Sy « Prowadzac z koicéw odeinkow
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linie ortogonalne do kierunkéw charalterystyk, w punitach

A iB otrzymuje si¢ pierwsze poiozenie koica wekboraV.
Drugie przyblizenie mozna otrzymaé przyjmujgac zamiast stycz=
nych sieczne pomiedzy A i C oraz B i C . W rozpatrywanym za-
daniu, W >0, a wiec charakterystyki doznajg skxrdcenmia.

Opierajac sie na powyisze] komstrukcji hodografu,

wychodzge ze zhanycn wielkosci na OEC i kierunkdw wektorow
na ABO , wyznaczono graficznie wektory predkoséci w calym po=
lu charakterystyk., Otrzymany hodograf przedstawia rys. 12{
Lla sprawdzenia poprawnosci konstrnkéji w poblizu pumktu C
wartosci wektora predkosci porownano z obliczonymi analitycz-
nie, wge wzoru /17 . :
U 2 2 T
=+ = =(fY-tg’X)®

in

TAS :

i Tz'" are cos (- 9K )
Yo L Y

gdzie X Jest nachyleniem do osi ¥ wektora promienia wy=-

chodzacego z puaktu C do rozpavrywanego punkvu. ¥ oparciu

o pole wektorow predkosci wykreslomo na rys. 113 zdeformowang
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ortvogonalng siafxe pola plyniecic. diatka ta informuje o zmia=
nach geometrii walca w ciwili poczgtkowego piynigcia. :

Wyznaczone pole predkosci pozwolito sprawdzié, czy
spelnione sg warunki zapewmiajace kinematyczng dopuszczalnosé
pola statyecznego. Warunek pierwszy jest spelniony z samej
postaci pola predkosci - mie ma obszardw izolowanych, OgTanie
czonych obszarem sztywnym ani linii nieciagioséci konczacych
sie na granicy obszardw. Vla sprawdzenia pozosiaklych dwéch,
warunkéw obliczono w szeregu punktach siatki, korzystajac
4 hoaografu | zwlqzkow /2411/, wartosci predkosci odksztal=
cen &1"! 68 ' E, i 'B;-z s a nastepnie predkosci gidwne E- 16
Stwierdzono, zZe warunek dodatnio$ci mocy dysypacji, majacy
postaé

D =-62'éa +64'(éd+é9) >0, 1543/

Jjest speiniony w calym obszarze plyniecia; Niespeilnione s§
natomiast w obszarze OAB nierownosci /2. 1?/, gayz obie pred=
kosci 61 i E. sa W tym obszarze mniejsze od zera. Oznacza
to, Ze pole pr@dkoécl w OAB odpowiada innemu narozu warunku
plastycznoéei, gdzie oba napreienia (5, i G, sa sobie réw-
ne, Prowadzi to do wniosku, Ze otrzymane pole statyczne jest
Jjedynie statycznie dopuszczalne i obliczona z niego nosnosé
stanowi ocene dolna, Nalezy przypuszezaé, Ze nierdwnoseci
/2:17/ beda w obszarze OAB niespelnione i dla innych wartoéci
_?T‘i Y, .Przedstawione w punktach 3 i 4 rozwiazania Stae
vyczne 1 otrzymsne z nich nosnoSci stanowig wobec tego aedy-
nie oceny dolne, Ocene gorng mozna obliczyé z otrzymanego
pola predkosSci przyjmujge je jako jedano z pdl tylko kinema~
tycznie dopuszczalnych / niespeiniajgeych réwnan statyki /e
Zagadnienia tego w pracy nie analizowano. Opierajac sie jed=
nakze o wyniki uzyskane w pracy /47 dla @ = O mozna spo=-
dziewaé sieg, Ze roznica pomiedzy dwiema ocenami noénosci jest
nieznaczna i przedstawione rozwigzania statyczne daja dobre
przyblizenie rzeczywistej noénodci granicznej.
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6+ Analiza przyblizona

W poprzednich punktach rozpatrzono scisie rozwigza-
nie zagadnienia $ciskania walcédw z materiaiu Coulomba, z pun-
ktu widzenia teorii ciala sztywno idealnie- nlaatycznego.
Ponizej przedstawiono rozwigzanie przybliZzone, oparte na z8=
tozeniach przyjetych przez W. Schroedera i D.A. Webstera
[ 11 7 dla opisu procesu tioczenia kolowych piyt z materiatu
Misesa. Schroeder i Webster zatozyli, Ze stan naprezenia w
cienkim walcu $ciskanym pomiedzy dwiema sztywnymi piytami
Jest zalezny jedynie od odlegiosci od osi symetrii walca, tzm.
jest funkcja jedynie promienia T . Naprezenie w kierunku osi
'z_G y Jest n= ca’e] wysokoSci walce stale i réwne naciskowi

_.vt. Pominiete sg réwniez neprezeniz stveczne, T.',,-z, = O, co
rérmowezne jest z pokrywaniem sie kierunkéw giléwnych z osiami
ngtadu T , @ , Z o Na skutek istnienia tarcia.na obu
powierzchniach Sciskanych dzialajg na nich jednostkowe sily
styczne £ . Przyjety uproszczony stan naprezenia przedstawio=
no na rys. 14a . Stan ten opisany jest ;ed.nym réwnaniem réw=
nowagi

4G ; 2f
¢£.+ GT’T‘GQ— -+ -_.-.....-O ,

/6e1/

ktore przy przyjeciu hipotezy Haara- Kirmdna, 6',_,. = 6'9,
redukuje sie do nastepujgcej postaci

4o =- 4 f6:21

Warunek plastycznoéci Coulomba - Mohra dla kierunkéw gow=
nych T, Z ma postaé

£ (Gr=62)+ § (Gr+B)sime -cons =0 . o.y/
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Réwnanie /6.2/ i réwnanle /6.3/ zarisane w postaci przyros—.
towej wraz z warunkami brzegowymi pozwalajg okreslié stan
naprezenia w walcu w granicznym stanie materiaiu. Istotnym
- warunkiem brzegowym, okreslajacym podobnie jak w metodzie
charakterystyk rozwigzanie, sa warunki tarcia na powierz-
chniach kontaktowych materiaiu z piytami. Warunki tarcia
wplywaja bezposdrednio na wartosé sily £ wystepujacej w réw-
naniu réwnowagi /6.2/. Rozpatrzmy to,zagadnienie w oparciu
o wykres Mohra przedstawiony na rys. 14b « Stan naprezenis
na kontakcie reprezentowany jest przez wekbtor napre¢zenia

o skladowej normalnej (5, i sktadowej stycznej £ . Wektor
ten o nmachyleniu do normalnej pod katem _9 ma poczatek w
punkcie O , a koniec na piaszczyznie /T, ® ./ ograniczonej
obwiedniami ké% Mohra. Jezeli koniec wektora znajduje sie
wewngtrz obszaru ograniczonego obwiedniami; z ich wylgcze=-
niem, to skiadowa styczna wyraza sig¢ zwigzkiem '

f=m Gy ,  feutd

gdzie M = 19 0 jest wspbiczynnikiem tarcia. Jezeli nato=
miast koniec wektora znajduje sie na obwiedmi, to sktadowa
styczna jest réwna wytrzymalosci materiaiu na Scinanie

f =T, =6zge +cC , /645/

Z rys. 14b widaé, ze o tym ktéry z powyzszych przypadkow za=
chodzi decyduje wartosé M. . Przypadek opisany zaleznoscia
/644/ oznacza, ze poslizg materiatu po sztywnych piytach
odbywa sie przy istnieniu tarcia suchego. Odpowiada on dys=
kutowanemu w purkcie 4 przypadkowi a/. Warunek /6.5/ oznacza,
ze poslizg nastepuje przez Scigcie warstw przylegajacyeh do
plyt. Przypadek ten jest szczegdlng postacis przypadku b/,
/Wystepuje on na odcinku EF rozwiazania z rys. 6/ W zalez=
noéci od przyjecia wyrazenia /6.4/ lub /6.5/ postaé rozwia-
zania bedzie résma.



Przypadek I

Z rys. 14b widaé, ze dla malych wartosci W <T@
(94@)skladowa styczna £ jest zawsze mniejsza od wytrzy-
matoéci materiaiu na Scinanie, niezaleznie od wartosci sia=-
dowej normalnej. Wstawiajac /6.4/ do /6.2/ i wykorzystujde
/643/ wyrazenie na bezwymiarowe srednie naprezenie ciska=
jace przybiera postaé

— 5. c _
gzo ST (e "C—i) ) 76461
z
gdzie C = —2%{—&'[792(94’*‘%). Rozwigzanie to jest wazne
przy ((L(fl_.]'ﬂ dla dowolnej geometrii walca,
Przypadek II

Jezeli wspdiezynnik {‘-’ osiggnie nieco wigkszg war-
toké, (u.>tg‘6 (¢ >®), ale skiadowa normalna Gy na calej
powierzchni walca bedzie mniejsza od pewnej graniczne] war-
tokei, przy ktérej £= T,/ punkt B na rys. 14b /, to w dal=
szym ciagu obowigzuje wyrazenie / 6.4/, a rozwigzaniem jest
/646/+ Decyduje o tym geometria waleca, ktéra musi speiniaé
warunek ' '

PR 4 4 -sim'e

< In
T (lLtng%"'Q’é) 2005‘6({1.(,4(3‘6) . /87
' Przypadek III
Dla wigkszych wartoéci stosunku 2—R— od okreslonych

wyrazeniem /6.7/, Przy (u,>'tg(€,, sktadowa normalna 62 na pew-
nej powierzchni walca okreslonmej promieniem 0 < T < T¢
osigga wartosci, przy ktoérych sktadowa styczna wyrazona ;jéat
przez /6.5/. Na pozostalej powierzchni dla Tp <7 <R nadal
wazny jest zwigzek /6.4/ oraz /6.6/. Promien T, wyraza sig
'zala'znoéc:i,ac A

A-sm¢
'T'c-'-. R"% ﬁtgz%*%/z) Lﬂ- 2(:05‘6((0-1:3‘6) . /618/
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Dla przedziatu O < T <My 2z /6.2/, /6e5/ i [/6+5/ otrzy=
mujeny

G 28 oK g H -H 2
Gi = C e(K 1)"9 (C+1. DZ(B+8 )9 [4"6(H+1)]“B(%)’

/6.9/
gdzie
2
= 2R uto(%+%) 5 F=£@® Ma £ +%);
B= Fine H:E-’@-tq%tg(%@/)-
D=ERigety(i+%); K=2F uty (34+%),

Przypadek I1I zachodzi do momentu, az promien 7. osiagnie
warto$é R . Z /6.8/ wynika, #e ma to mlegsce, gdy

_ Atsine /6.10/
= "pese A+sin€
a zatem przypadek III obowiazuje dla thB 4:(u,<: ~Zoos e -

Dla Tc,- R ~wektor napr¢zenia kontaktowego w skrajnym wiodknie
= R reprezentuje na rys, 14b odcinek OD,

Przypadek IV

., A+sin'@
Dla 5&,,»-2E3§~—-skladowa styczna £ osiaga na calej

powierzchnil walca warto$¢ okreslong przez /6.5/. Naprgzenie
$érednie wynosi

G, _ 2A ;D
=3t (e-D-1)-8B , oy
gdzie B i D wyrazajq sig, jak poprzednio,natomiast

. _A+sime

A = 2sine,
W przypadkach I i II na caiej powierzchni walca zachodzi poé-
lizg przy istnieniu tarcia suchego, w przypadku IIT tarcie su-
che wystepuje na cz¢dci zewn¢trznej, a przeslizg materiaiu
przez Sciecie warstw przylegajacych na czesci wewngtrznej;
Ten ostatni mechanlzm obowigzuje na calej powierzchni walca
w przypadku IV.



7. Poréwnanie metody charakterystyk i przyblizonej

Do pordéwnania rozwigzan obu przedyskutowanych me=-
tod wybrano przypadek wystepowania na powierzchni kontakto-
wej znacznego wspoiczynnika tarcia. Przyjeto, zZe wspolczyn-
nik ten jest tak duzy, ze rozwigzanie metodg charakterystyk
odpowiada siatkom przedstawionym na rysunkach 5 i 6 , a roz~
wiazanie metoda przytlizona IV przypadkowi. Przy speinieniu
tego warunku noénosé graniczna Sciskanego walca nie zaleiy
w obu rozwigzaniach od wartosci « Na rys. 15 przedsta-
wiono zaleznosé 6'3;’ oa 2R dle roznych katow tvarcia we~
wnetrznego. Rozwigzaniom écistym odpowiadaja linie ciagle,
rozwigzaniom przyblizonym linie przerywsne, Z rysunku WidoCz=.
a2 jest v&yraz’nie réznica pomiedzy wartosciami G% uzysko=
nymi obiema metodami , Dla danego kgta ‘€ metoda Preyblizo-
na daje wyzsze wartosci g-’—‘-n niz metoda charakterystyi,
przy czym rozbieznosé jesf’ ?Ey'm wigksza im wieksza wartosé
osigga kat € . Zasadnicza réznica pomiedzy obu rozwiazania-
ni wystapuje dla matych wartosci _-[24 « W metodzie cr:rak—-
terystyk przy stosunku %B- <tg (% - '%’2) rozwigzanie Jest
niezalezne zarowno od geometrii walca, jak i wartosci Vol
w walcu panuje wtedy jednoosiowy stan naprezen Sciskajacych
i —,._G—"-, = const, W metodzie przybliZonej rozwiazanie zawsze
zalézne jest od wartosci 2.5 o Niezgodno&¢é rozwigzan obiema
metodami widoczna jest takze na rys. 16,

Réznice jakoSciowe pomiedzy obu rozwiazaniami wystg-
pujgq ponadto przy anlizie mechanizmu i stref piynigcia ma=-
teriatu. Rozpatrzmy przykiadowo przypadek g{?- =2y € = 20°,
Wedlug metody Scislej moga wystapié dwa typy rozwiazan zalez-
ne =¢ wartoéei ('l,.l,.Dla‘M>0,ll-515 otrzymujemy siatke charakte-
rystyk przedstawiong na rys. 5. Zakladajac, Ze pole kinema-
tyczne nieznacznie odbiega od pola statycznego piyniecie ma=-
tériatu zachodzi w obszarze zblizonym do OECA; material przy-
legajacy do piyt jest sztywny. Dla (u., < 0,4318 rozwigzanie,
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ma postaé zalezng od et s przyktadowo przedstawiona na Tys.S8.
Obszar sztywny nadal wystepuje, jest teraz jednak mniejszy.
Na czesci powierzchni EO nastepuje przeslizg przy istnieniu
tarcia suchego. Zgodnie z rozwiazaniami metody przyblizonej
mogag zachodzié cztery przypadki. Dla(u, < 0,4258 obowigzu=
je przypadek II réwnowazny I. ia catej powierzchni walca wy=
stepuje przeslizg przez pokonanie opordw tarcia. Dlaft}3,4258
pojawiaja sie dwa obszary : suchego tarcia i przeslizgu przez
4ciecie materialu - przypadek III. Przy wzroicie M powyie]

= 0,718 obszar przeslizgu przez Sciecie obe muje calg
porierzchnie kontaktowa walca = przypadek IV. Graniczna ware
to8¢é wspdiczynnika tarcia (L s DPowyzej ktbrej rozwigzanie
przestaje byé od niego zalezne jest wedlug metody przybliZo=-
nej znacznie wieksza od wartos$ci uzyskanej z rozwigzania Sci=
stego /Mp = 0,718 . Hﬁﬁf 0,4318 /. Wedlug metody przy-
blizonej, niezaleznie od rodzaju rozwigzania, caly material
walca znajduje sie w stanie granicznym w przeciwienstwie do
rozwigzan metoda charakterystyk, kiedy zawsze czesSé wewng=
trzna materialu pozostaje sztywna. Na siusznoéé wystepowania
mechanizmu piyniecia, przewidywanego przez rozwiazanie Sci-
ste, wskazuja wyniki badan doswiadczalnych, oméwione W pun=
kcie 9, Zniszczenie materialu obejmuje strefy zewne¢trzne;
wewngtrz proébki pozostaje niezniszezony obszar majgcy ksztalt
dwéch przenikajacych sie stozkow,



. 8+ Mozliwo$é wykorzystania rozwigzan do okreélenia’
parametrow wytrzymatosciowych materiatédw kruchych

Przytoczone w punktach 3 i 4 wyniki rozwigzen moga
posiuzyé do wyczumaczenia obserwowanej doéwiadczalnie przez
wielu autoréw zaleZnosci nosnosci walca od jego geometrii
i warunkéw tarcia, VW przypadku stwierdzenia zgodnoéci pomig-
dzy wynikami badah a rozwigzaniami teoretycznymi, te ostat=-
nie mogg stanowil podstawe pewnej metody wyznaczania para-
metréw wybtrzymatosciowych materiatéw kruchych: @ i C
Rozpatrzmy w tym celu zaleznoéci przedstawione na rys. 7 ode
powiadajace nosénosci walcdw przy znacznych wartoéciach &b &
Zauwazmy, Ze dla okreslone] geometrii walca E%i wartosé
gredniego naprezenia &ciskajgcego, odniesionego do wytrzye
maloSci jednoosiowej, jest zalezna jedynie od kata tarcis
wewnetrznego materialu, Rownoczeénie w przypadku staiego ka—
ta tarcia. ¥, wartosé 53% zalezy tylko od stosunku %? o

Kazda z uzyskanych krzywyzh zajmuje inne poozenie; kraywe
te ponadto nigdzie sie nie przecinaja. Dla kazdej pary war-
tosei 2R 1 @ istnieje zatem tylko jedna wartoé CDZ :
Wykonujac doswiadczenie dla okreslonego stosunku-ﬁg- 4 zna=
jac przy tym z :mnego badania wytrzymalosé mat;erlaiu na jed-
noosiowe éclskanie, obtrzymana wartosé E;Z podzielona przez

Eiz powinna lezeé¢ na jednej tylko krzywe] odpowiadajacej
poszukiwanej wartosci €. . Majac do dyspozycji wykresy przed=-
stawione na rys. 7 mozna wyinterpolowaé poszukiwana krzywa,

a tym samym wartosé € . Proponowana zatem procedura poste-
powania jest rastepujaca: llaleiy wykonaé jedno doéwiadczenie
przy natym stosunku J%i s btakim, by panujgcy w prébce stan
naprezenia byl jednoosiowy /-%;L <:‘tgcg’-*@/)/ + Z do$wiad-
czenia tego otrzymujemy warcosé Gﬂf o Drugie doséwiadczenie
nalezy wykona¢ przy duzyn stosunku J%gi y @ uzyskana wartosé
- B, po podzieleniu przez 65%? przeniesé na wykres. Celem
uzyskania wigkszej pewnosci o poszukiwanej wartosci € mozna



wykonaé¢ szereg badan przy réznych stosunkach J%?— i otrzy-
mane punkty potaczyé krzywa. Znajac wartosé (3; i odczytu=-
jac z wykresu @ wartosé poszukiwanej kohezji oxkresla wzdr
/54 /o Warunkiem koniecznym jest zapewnienie znacznego tar-
cia na podstawach badanych prébek, co z praktycznego punktu
widzenia nie przedstawia trudnoéei.

Proponowana metoda ogranicza sie do wykonania je~
dynie badan jednokisrunkowego éciskanga, ktére w pordéwnaniu
do stosowanych metod trojosiowego Sciskania sg§ znacznie pro-
stsze., Badania tréjosiowe materiaiow kruchych wymagaja spe—
cjaluej, trudnej do wykonania aparatury ze wzgledu na konie-
cznos$é wytwarzania :nacznych ¢isnien nydrostatycznych.

Rozumowanie przytoczone powyzej oparte jest o uzys—
kane na drodze teoretycznej rozwiazania &ciskania krétkich
walcodw z materiatu charakteryzujacego sie warunkiem znisz-
czenia Coulomby = Mohra, warunek ten, aczkolwiek dwuparame-
trowy, ma postaé liniowa, co jak zaznaczono we wprowadzeniu
jest uproszczeniem rzeczywistego zachowauia si¢ szeregu ma--
teriatéw kruchych. Analogiczne rozumowanie mozna praeprowa=
dzié, jezeli warunek zniszezenia na praszezyznie T =T(G)
bedzie mial postac awuparametrowe] krzywej np. cykloidy lub
paraboli symetrycznych wzgledem osi G e« W tym celu koniecz=-
ne jest jednak zbudowanie nowych rozwigzai i nowych wykreséw
zaleznoseci Giood wielkosei 2R ,

0 sIusznoéei proponowanej metody muszg zadecydowaé
badania doiwiadczalne i pordwnanie z badaniami tréjosiowymi.
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1/
9. Badania doswiadczalne

Zagadnienie wpiywu geometrii welca oraz warunkéw
tarcia na jego Sciskanych powierzchniach na wielko&¢ sity
Sciskajgcej bylo przedmiotem szeregu praé eksperymentalnych.
Szczegdlnie wiele prac dotyczyio zagadnienia Sciskania wale-
céw betonowych, Badania takie oméwione sg np. w pracy
J, iurdocka i C, Kesiera / 9 7. M. Livneh i E., Shklarsky

‘[ 10 J badali trojosiowe Sciskanie krétkich walcdw stosujac

do analizy wynikow analogi¢ z pzaskim stanem odkszvaicenia,
Celem uzyskania wstepnych inTormacji,czy przedsta=-
wione w poprzednich punktach rozwiazania oraz proponowana
metode wyznaczanie Y. i C  znajduja potwierdzenie w bada~
niach doswiadczalnych,przeprowadzono serie eksperymentow
obejmujaca jednokierunzowe sSciskanie walcéw betonowyche Uzys—
kane wyniki poréwnane takie z danymi innych autorow, Ograniczo=-
no si¢ do przebadania wpiywu stosunku: &R na nosnos$é walcédw
przy duzych wspoiczynnikach tarcia, g,{.‘y‘}.z.s,.; Dla zapewnienia
znacznego tarcia, gwarantujgcego siusznos8é rozwigzan przed-
stawisnyeh w punkecie 3, ﬁzyvo zzobkowanych piyt Sciskajacyche
Wykonanie doswiadczen przy okreslonej maiej wartosci wspdi-
czynnika tarcia napotyka na znaczne trudnoéci doswiadczalne,
Wszystkie walce mialy stalg sSrednice 2R = 150 mm
i zmienng wysokosé, odpowiadajgcg stosunkom _2_{& =1/4 , 1/2,
142, 3, 7 e Proévki wykonano z jednej marki betonu i prze-
chowywano w warunkach stalej wilgotnosci przez czas ca 90 dni
Wytrzymaloéc kontrolnych walcdw.o stosunku ,@g_ 1/2 wyno=
siia Gz = 180 kG/cm « Dla kazdej wartosci —21:& przebadano
szesé prébek. W przypadku -%—_Fi 7 stwierdzono znaczny roz=
rzut wynikow spowodowany prawdopodobnie wpiywem wielkosci

Autorzy pracy pragns wyrazié podzigkowanie pﬁ:of. dr S;Kajfa-
s8zowl za cenne uwagl odnoénie strony doéwiadczalnej pracy,
jak réwniez za pomoc W prazygotowaniu badati,
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ziaren kruszywa., Dla tych prébek wymiar ziarna by: poréwny-
walny z wysokosScig prébek. Z tego wzgledu do pordwnania uiye
to jedynie walcdw o'%g-:; 3, Uzyskane z dos$wiadczeh wartos-
ci —glo w funkcji _2%3. przedstawiono na ryss 17 linia
kreska - kropka. Na rysunku tym wykreélono takze grubymi
liniami cigglymi wyniki uzyskane metoda charakterystyk, a
liniami przerywanymi - metoda przybliZzong. Cienkie linie
ciggle i przerywane przedstawiaja dane eksperymentalne roz-
nych autorow , uzyskane dla betonow réznych marek.

. Poxzozenie krzywej doéwiadczalnej badanych prébek
i jej ksztalt wskazuja na dobra zgodnosé rozwigzan Scisiych
z eksperymentami, Krzywa doéwiadczalna zawarta jest pomiedzy
krzywymi teoretycznymi dla € = 14° i @ = 18°, co zgodnie
z rozwazaniami w punkcie 8 pozwala przypuszczaé, ze kat tar—
cia wewnetrznego badanego betonu waha sig¢ pomiedzy tymi war-
tosciami, Z drugiej jednak strony wigkszoé¢ wykreséw innych
autorow / krzywe 2 7 6 / odbiega od krzywyéh teoretycznych.
Wyjaénienie tych rozbieznosci jest trudne z uwagi na brak
danych o warunkach tarcia w tych eksperymentach. W przypadku
maiych wspéiczynnikoéw tarcia przestaja obowiazywaé rozwigza=-
nia zamieszczone w punkcie 3, a tym samym krzywe przedstawio=-
ne na ryse. 7 « Druga przyczyna rozbieznosci moze byé odstep=
stwo od liniowoéci warunku plastycznosci. Rysunek wskazuje
jednak, ze wszystkie krzywe doséwiadczalne odbiegajg znacznie
od krzywych otrzymanych z rozwigzan przybliZonych. Aczkol=-
wiek przeprowadzone doswiadczenia wydajg sie potwierdzaé po=-
prawnos$é rozwigzan teoretycznych, dla peinej ich weryfikacji
niezbedne sg dalsze §adan1a obejmujgce znacznie szerszg kla=—
se materzalow, wiekszg liczbe badan i rézne warunki tarcia.
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10+ Wnioski

Rozpatrzony w pracy problem poczatkowego plastycz=
nego pilynig¢cia osiowo=-symetrycznego walca z materiatu Coulom—
ba, Sciskanego pomiedzy sztywnymi pljtami, wskazuje, Ze
istnieje mozliwoéé wytlumaczenia w oparciu o teorie plastycz=
noéci przyczyn obserwowanego doswiadczalnie wplywu geometrii,
wrunkéw brzegowych i wtasnoéci materiaiu na noénosé walcodwe
Uzyskane rozwigzania przewidujg wzrost noénosci ze wzrostem
stosunku -%;L i tarcia na podstawach, ktérego przyczyna
Jest przejscie od prostego, jednoosiowego stanu naprezenia
do stanu zloZonego; W pracy ograniczono sie do liniowego
warunku zniszczenia, jednakZe analogiczne rozwigzania mozna
zbudowaé dla bardziej ztozonej jego postaci. Nalezy przypusz-
czaé, ze wyniki ich wpiyng jedynie na iloéciowg zaleznodé nos=-
nosci od parametrédw zadania, '

Poréwnanie wynikéw teoretycznych z wynikami wstegp=
nej serii doswiadczen wskazuje na dobrg ilosciowg ich zgod=-
nosé, Nie potwierdza tego wniosku czesé badan innych autordw,
co moze wskazywaé, Ze badane przez nich materiaty charaktery-
zowaly sie wyraznym odstepstwem warunku zniszczenia od prawa
Coulombg - Mohra. Dla pelnej weryfikacji uzyskanych rozwig=—
zanh konieczne sg dalsze obszerne badania doswiadczalne,

W przypadku potwierdzenia przez badania doiwiadczalne roz—
wigzan opartych o teorig¢ plastycznodci istnieje mozliwosé
wykorzys*ania ich w prostej metodzie doswiadczalnej wyznacza=
nia parametréw wytrzymalzosciowych materiatédw kruchych. Meto-
da ta, polegajaca na jednokierunkowym Sciskaniu walcow o
roznej geometrii, moze w wielu przypadkach zastgpié bardziej
ztozone badania trbjosiowe,
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