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Analiza ściskania krótkich walców 
z materiału Coulomba 

K~ Kwaszczyńska, z. U1r6z, A. Dreschel11 
- Warszawa. 

1. ·Wprowadzenie 

Je~~vm z podstawowych schematów doświadczeń, mają
cych na celu określenie _własności i Wytrzymałości różnyc11 

materiałów, jest próba jednokierunkowego_ ściskania walców 
kołov.rych. Doświadczenie to jest powszechnie stosowane przy 
określaniu wytrzymałości materiałów kruchych ap ~ betonu, 
skał czy żeliwa. Jest faktem dobrze znanym, że uzyskiwane ·z 
doŚ\'J'iadczeń wartości wytrzymałości zależą w. dużym stopniu 

od warunków tarcia na ściskF~ch podstawach walc6w1 jak 1 ich 
geometrii ola'eślor.ej stosunkiem średnicy do wysokości ~R ~
Dla unil:nięcia wpływu tych czynników normy opisujące sposób 
oznaczania cech wytrzymałościowych precyzują warunki ~akim 
muszą odpowiadać badane próbki. Zagadnienie wpłYwu geometrii 
i tarcia na podstawach Da uzyskiwaną nośność było przedmio
tem szeregu prac dotyczących przede wszystkim próbek betono
wych [ 9~· 10] ~· Prace te, reprezentujące głównie podejście 
empiryczne wykazały, że ze wzrostem tarcia .na podstawach, 
jak i wzr~stem stosunku ; R , wzrasta gwałto-wnie wytrzymałość 
materiałue 

Rozważania przedstawione w •iniejszej pracy mogą 
stanowić pewną próbę wyjaśnienia przyc~ tych efektów i ma
tematycznego ich ujęcia z punktu widzenia pewnej koDBekwent-
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•ej teorii opisu ciał - teorii plastyczności. W oparciu o 
założe:aia fizykalne 1 aparat matematyczny teorii plastycz~ 
•ości rozpatrzono zależność nośności walców od ich geometrii~ 
warunków tarcia i własności materiału~ 

Zasadaiczym założeniem przyjętym w pracy jest utoż
samienie staau gramicznego materiału kruchego • wytr~łości~ 
z momentem uplastycznienia, a warunku zniszczenia materiału 
z waruDkiem plastyczności~· Wobec pomijalnie małych wartości 
odkształceń plastyczeych · p;rzed . zniszczeniem, sam moment zni~ . 
szcze~ia może być trak:towa..n;r jako początek ich rozwoju; dal~ 
szy rozwój odkształceń plastycznych jest oczywiście ograni
czOJQ' przez dekohezję materiału. W konsekwencji rozpatrywanie 
stuu zniszczenia jako sta.11u plastycznego równoważne jest 
rozpatrywaniu zagadnienia początkowego plastycznego płynięcia.-

~gadnienie wpływu geometrii ·i warunków tarcia na 
.aohość walców z materiałów ciągliwych rozpatrzono w pracy 
{ 4 .J~; Stąd też Ainiejsza praca stanowi pewne uogólnienie 
wcześniej uzysk.aJlych rozwiązań na materiały kruche~· 

i przypadku materiałów ciągliwych obserwacje doś
wiadczalae wskazują, że moment uplastycznienia może być opi~ 
samy warunkiem plastyczności JU.ezależeym od wartości pierw
szego ~iezmiennika tensera naprężenia - ciśnienia hydrosta
tycznego~ pr~jmaiej w zakresie powszechnie stosowanych 
obciężeń. Zasadniczą zatem różnicą pomiędzy obu. rodzajami ma
teriałów, pr~ utożsamieniu momentu zniszczenia materiału 
kruchego z uplastycznieniem, jest postać warunku plastycznoś
ci~ Istniejąca obazera literatura wskazuje., że warunek · zni
szczenia takich. materiałów jak: beton, skały czy żeliwo, mo
że by6 przedstawiony w przestrzeni naprężeń głównych bryłą 
zbliżoq do. ostrosłupa o płaskich lub wypu.kłych.ścianach, 
rozszerzającego się w· stronę naprężeń ściskających~ Spowodo
wane jest to zaacznie mniejszą wytrzymałością tych materiałów 
Ba rozciąganie niż .a.ściskanie~ Często przedstawiana repre
ze~tacja warunku zniszczenia na płaszczyźnie Mohra /1;, e) l 
przybiera postać dwóch odcinków krzywych zbliżonych do para-
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boli lub cykloidy, a w pe~ych przypadkach odcinków prostych 
l rys. 1a /~' Istnieją również propozycje bardziej złożonych 
postaci warunków uwzględniających różny mechani~ zniszczenia 
w przypadku działania naprężeń ściskających i rozciągają

cych [ ~ .l~ Obrazem geometrycznym jest krzywa l na rys. 1a~· 
W pracy przyjęto najprostszą ~ostać warunku zależnego od ci
śnienia hydrostatycznego - warunek liniowy Coulomba - Mobrai 
Stosowalność jego do opisu rzeczywistych materiałów krucĄyCh 
jest przyblizeniem, które jednakże może być w szeregu przy
padkach dopuszczalne. Rozs-zerzenie rozważań .na inne postacie 
warunku zniszczenia będzie tematem dalszych prac • 

.i:1astępnym załoze.niem uczynionym w pracy jest przy
jęcie, że materiał k:rucl"zy może być opisany modelem ciała 
sztywno idealnie-plastycznego. Oznacza tot że pominięto 

wszelkie odkształcenia materiału przed jego zniszczeniem. 
Założe~ie to, powszechnie przyjmowane przy opisie materia
łów ciągliwych, mimo sprzeczności z obserwacjami doświadczal
nymi daje możliwość ścisłego rozwiązania szeregu zagadJ:Ueń 
brzegowych, ~óryc~ wyniki wykazują dobrą zgodność z ekspe
rymentem. 

Powyżej ·przyjęte założenia pozwoliły zbudować roz
wiązanie statyczne zagad.nienia ściskania walca poaiędzy dwie
ma sz~JWDYllli płytamila tym samym określić nośność walcó~ . przy 
różnych stosunkach iR i warunkach tarcia .na podstawach. · 
W pracy _za..rializowano także zagadnienie pola prędkości przy 

· przyjęciu jako prawa fizycznego materiału-'stowarżyszonego 
prawa płynięcia. Brak_danych doświadczalnych,dotyczących 
postaci prawa fizycznego materiału kruchego w momencie jego 
zniszczenia1 uniemożliwia·bezpośrednią ocenę słuszności prz.y
jęcia stowarz,yszonego prawa płynięcia~ Przewidywany jednakże 
przez to prawo, przy przyjęciu warunku plastl'czności zaleŻDe
go od ciśnienie hydrostatycznego, wzrost objętości materialu 

· w momencie zniszczenia- dylatacja, w.ydaje się znajdować uza
sadnienie w obserwacjach doświadczalnycht kiedy powstające 
mikropęknięcia w materiale zwiększają jego objętość~ 
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a.) 

b) 

t 

--~-. . __.. 
r 

Rya. 1 
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2. Równania statyki i kinematyki dla rozpatrywanego 
zagadnienia . 

Geometrię i schemat rozpatrywanego zagadnienia 
przeds·tawia rys. 1b. Walec o średnicy 2 R 1 wysokości t 
lub o danym stosunku .; R ~ jest ściskaey pomiędzy dwiema 
nieskończenie szt~ncywi płytami. Pobocznica walca jest wolna 
od obciążeń~ Przyjmując walcowy. układ współrzędnych T , Q~ Z. 

i pomijając siły masowe, równania równowagi elementu walca 
mają postać: 

v6.,.. 
+ 

()trz: + 6-r - Ga o 'Or ·oz 'r -

8 t'-rz. + ·()EJz. + 
1;~z =O o O 't 'Oz. 'r /2~'1/ 

Z warunku osiowej symetrii zadania wynika 9 że Ge jest na
prężeniem głóvmym. ~zyjmujemy ponadto umowę, że większym 

algebraicznie naprężeniem głównym w płaszczyźnie ~, Z jest 
01 a· mniejszym 02. ~ Poszukiwany stan naprężenia w walcu 

musi spełniać oprócz równań 12.11 warunek plastyczności 
Coulomba - Mohra. Warunek ten w przestrzeni naprężeń głów.:. 
nych przedstawia ostrosłup o podstawie sześciokąta o trój
krotnej sy:rnetrii. Na rys. 2 przedstawiono przela'ój ostrosłu
pa płaszczyzną b 5 = 6 e= const. Na płaszczyźnie / 'r) r!J / 
l rys~ ja l warunek Coulomba.- Mohra reprezentują dwie pros
te nachylone do osi 6 pod kątem <e, ·zwanym kątem tarcia 
wewnętrznego~· Odcinek C reprezentuje kohezję, tzn. wytrzy
małość materiału - na ścinanie> gdy naprężenie (5 jest równe · 
zeru. Sześć płaszczyzn ostrosłupa Coulomba - Mohra przedsta• 
wia różne stany naprężenia, a przy przyjęciu stowarzyszonego 
prawa p~nięcia różne stany prędkości p~ięcia materiału. 
Systematyczną analizę obszarów oraz obowiązujących w niCh 
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równań statyki 1 kinematyki przedstawili Cox, Eason i 
HopkUB C 1 .l • Autorży ci rozpatrzyli także pełne rozwią-

. zanie zagadnienia wciskania osio\vo-symetrycznego stempla w 
półprzestrzeń~ Poniżej rozważono tylko przypadek, gdy stan 
naprężenia panujący w walcu spe~ia hipoteżę Haara-Kś.rmana 
głoszącą, że w stanie granicznym w zagadnieniach osiowo
symetrycznych naprężenie główne 6 9 jest równe jednemu z 
naprężeń głównych w płaszczyźnie łJ Z • Stanowi temu odpo
wiadają na rys. 2 punkty C i D ~ Punkty C 1 

i D 1 
odpo

wiadają również stanowi Haara-KB.rmana, ale przy przyjęc.iu, 

że naprężenie 62. jest algebraicznie większe. od ~i . ~ 

l 
l · 

l 
l 

l 
l 

l 

l 
l 

l 

l 
l 

l 

Rys. 2. 
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Stm1 naprężonia reprezentor;:mny przez ptmkt C musi spe?..""' 

n.lac waru.11ek plastyczności Coulomba - Mohra zapisany dla 

d.wóch płaszczyzn D C i BC 

f1 ~ !(C51 -6e.)i-1 (C51 +62)sLn~ -ccos<e =C! j 

-~~ ::: ł ( G1 - G9 ) +t ( ()1 +c:Je) sin <e - c·cosce =O c /2o2/ 

Z /2$2/ r;ynika, że w. punkcie C Ge = 62. ~ Analoe;~.cznj.e rór;.·

nania dla płaszczyzn DC i AD 

prowadzą do z 1:liązku 69 == 61. obowiązującego w punkcie Jj ~, 
?.czyj ęc i e hipotezy Haara-KB.:cmana powoduje, że układ róv711ań 

statyki sta je się sta"tyczniG ~vyznaczalny i do jego rozwiąza.
zania nie po·t;rzebne są równania kinematykie Innymi słowy 
można niezależnie rozwiązać pole naprężeń i pole prędkości~ 

Pe~·me przypadk~l pola naprężeń w osiowo-sJ1!1etryczcy:m stanie 

napr0~•enia J?ozpatrzył Biereza.ncew L 2] ,) 
Otrzymany układ czterech równań na cztery poszuki

\'Ja~_H3 nc1.pręzenia G,.,..., (5 2 JG·rz: i Oa daje się przekształcić 
-do dwóch r6vmal1 różniczkowych cząstkowych quasiliniowych ty

pu hiperbolicznego, dających się rozwiązać metodą charakterys
tyki) Rozpat;ry1vany stan naprężenia przedstawiony jest na pła
szczyźnie Mohra jed.nyln kołem. Położenie bi8gG.na naprężen:PA 
okreóla jednoznacznie stan naprężenia w dar~n punkcie walca 

A , a kierunek PA C i ~B kierunki charakf;erystyk 51 i 52 . 

w tym pu.nkcie. Stan naprężenia przedstawiony D.a rys,. 2 pun

ktem C reprezentuje na rys. 3apunkt .M , a stan D pP~kt L'J" 
Poszukiwane naprężenia można wyrazić za pomocą koła Mohra 
następującymi związkami 
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Rus . . 3a.) 

A'JS. 3 b) 
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ó'r :: -p -q. si.n ('e +2. Y)) G2; =-p +9. sLn(~ +2 '+') j 

) 6e =-p-~q., 
/2.4/ 

gdzie p jest odległością środka koła od początku układu, 
q. promieniem kola, a Y kątem nachylenia pierwszej rodzi

ny charakterystyk cio osi l l rys. jb l. Wielkość (3 = 1, 

gdy 69 reprezentowane jest punktem M , ~ = -1 , gdy 6a 
reprezentowa~e jes~ punktem ~ • Wielkość 9r może być dodat

kowo wyrażona zależnością 

/2.5/ 

Podstawiając /2.'+/ do równań równowagi /2.1/ otrzymujemy uk
ł.ad rownań hiperbolicz.n:.rch, dla któi·ego charakterystyki s1 
1 s 2 określone są zależnościami 

ci%1 ~ +,.., "'IJ,i . 
cirt:r - Vj l ) ·~~e =tg(Y+l +<e)' 

. e. . . 
/2~6/ 

gdzie d.:11, d z'~ , ctT2 , dz2 są rzutami elementów ds1. i ds2 
na osie T' 1 Z • Związki zachodzące wzdłuż charakterystyk 
mają postać 

/2.7/ 

Wprowadzając nową zmienną 

tv=ctg~tJn6' 
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równania /2,~7/ :przybierają postać 

/2.9/ 

Rozpatrzmy z kolei równania opisujące pole prędkości. 
P7zyjęte prawo fi~yczne w postaci stowarzyszonego z warunkiem 
plastyczności Coulomba - Mohra prawa płynięcia, mające ogólną 
postać 

gdzie f jest warunkiem plastyczności, a /L dodatnio określo
nym współczynnikiem mającym wymiar prędkości, jest raNnozna
czne ze współosi0\7ością kierunkóv1 głównych tensoró\'1 napręże
nia i prędkości odkształcenia~ .P.rawo to prowadzi również do 
ortogonalności wektora prędkości do powierzcbni plastycznoś
ci l warunku plastyczności /~ Cztery poszukiwane prędkości 
odkształcenia wyrażają się przez dwie składowe U i w 
wektora prędkości wzdłuż kierunków T i Z następującymi 
zależnościami 

;:. _ 'Ou c 

vT-
i()T 

g _ 'Ow . :.;.. _ yu, +'()w . E = _t!_ 
z. - G> z ; a T z - 0 z (); .> e T 

/2.11/ 

Otrzymane z prawa płynięcia prawo zmian objętościovzych ma
teriału oraz warunek współosiowości C1 .] przedstawiają. układ 

dwóch równań quasiliniowych typu hiperbolicznego, który może 
-być rozwiązany analogicznie. do róvmań statyki - metodą cha
rakterystyk. Charakterystyki tego układu pokrywają się z 
charakterystykami pola naprężeń~ Równania wzdłuż charakterys

tyk wyrażone przez składowe wektora ~ i YV mają postać 
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cos~;'Uu. + SLnte '?w· =- (1 +~sin. ~) 
2
u,_ , 

t:>s~ · · us1. l'"' • 

si.n ( 't'+'f..)~~ - cos('i' ;'e) ~~a = (1 + ~ si.n<e) ~ · 12•121 

Równania /2~12/ mogą być pr·qedstawione w korzystniejszej do 
całkowania postaci przez zastąpienie składowych u, i w przez 
rzuty wektora prędkości na kie.runki sio i s2 ' u i w .- o 

fJW --~ (U+ Wsi.ncel O 't' =- -i~ s!li'e fUcos''r'rrt)-WsinJ_ ~ 
'052 co5'€. ~rusa C05'e. L' \. 'J 

11j c.. •• 
. . 

Równania /2~'12/ lub /2.13/ oznaczają, że charakterystyki 
pola prędkości w zagadnieniach osiowo-symetrycznych w · odróż• 

nieniu od zagad.hienia płaskieg~ stanulodksztS:łcenia doznają 
· skrócenia lub wydłużenia~ Prędkość skrócenia lub wydłużenia 
wyrażona jest prawą stroną /2~;12/ lub /2.13/, to znaczy 

/2.14/ 

Związek ~en wynik.a bezpośrednio z prawa płynięcia /2.10/ i 
zależności /2~11/ ~ Należy zauważyć·, że w przypadku płaskiego 
stanu oó.ksz't1ałcenia, · w równaniach /2.'12/ . i /2.13/ prawe s~o
ny . znikają; szybkości odkształcefiwzdłuż charakterystyk są 
wtedy równe zeru. 

w· przypadku pojawienia się nieciągłości wektora pręd-
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kości można ustalić zmianę wektora nieciągłości wzdłuż cha
rakDerystyki naprę~eń~ Załóżmy, że mieciągłość ~\f propagu
je się wzdłuż linii S1./ rys~ 4 /~ Ponieważ, podobnie jak w 
problemie płaskim wektor skoku prędkości jest nachylony do 
linii nieciągłości pod kątem <e. ~ rzut nieciągłości~ V na s2. 
róWllB. się zeru~ Oznaczając rzut A V na Słl przez L1 U możemy 
pierwsze równanie /2.13/ napisać po obu stronach linii nie-

. ciągłości • .Po odjęciu stronami otrzymujemy związek 

~4J = tg 'e <i'!'- ( 1- sin te) ( 1 - tg 'e tq\i') ~ ~ , /2.15/ 

który po scałkowaniu ma postać 
..,.. 

\in( AUU) = tg<e(Y- %)-0-si.nte) ((1-tgte. i:g \V)<iT , /2~16/ 
A.o . ~j' 2T 

gdzie .1 U o oznacza wartość Ll U dla 'f = T0 • 

obszar płynięcia 

· obszar sztywny 

Rys. 4 
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Przedstawione powyżej równania statyki ·i kinematyki 
ważne są zarówno dla punktu C jak i D na rys. 2 ~ W przy
padku rozwiązywania konk:z:>e·tnego zad~a brzegowego pozostaje 
do określenia, który z tych dwu możliwych stanów obowiązuje~ 
Prawo płynięcia odniesione do naroży C i D warunku plastycz
ności żąda, by wektor płynięcia był skierowany :ą.a zewnątrz 1 
zawarty pomiędzy ortogonalnymi do przylegających do naroży 
płaszczyzn A D, DC :J. BC /rys~ 2/. Przyjmując odpowiednią 
postać warunku plastyczności dla dwóch przecinającyCh się 
w danym narożu płaszczy·zn /2.~2/ lub /2.3/, z prawa płynięcia 
/2.10/ otrzYillujemy informacje o znakach prędkości głównych 
odkształceń~Prędkości odkształceń głównych w obu punktach 
określone są następującymi nierównościami 

. . 
c,-1 >o c2. < o } --· -~ ·=-a >o > /2~ 1.7 l 

gdzie {6 przyj~uje wa_~ość r~ = +1 dla punktu c i ~ = -1 
dla punktu D • ~jąc zatem z warunków brzegowych zadania 
znak od~ztałceń 6 G .. :.:: -'iill naprężelli.a jest jednoznacznie 
Określony. W rozpatryv~ z~u wypływ materiału walca 
musi następować, przy zbli"Ęaniu obu sztywnych ·płyt, na ze• 
wnątrz, co odpowiada składowej ·wektora prędkości w kierunku 
~., większej od zera, u.. >O • W konsekwencji E-,9 = '::: > O 

· . i stan naprężenia odpow.iada narozu D • W równaniach staty
ki i kinematyki {?:> przyjmuje wartość - 1 o 
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3. Rozwiązanie statyczne dla dużych 
współczynników tarcia 

. Rozwiązanie zagadnienia pola naprężeń w śc:Lskanym · · 
walcu. o ok:reślonej . geo.mętrii 2ł- . zależne jest od. postaci 
warunków brzegowyc'l').ó warunek brzegowy na · wolnej pobocz·nicy 
walca jest· s tacy, . 6,.. = O • Ist9tny wpływ na rozwiązanie 
~ją·natomia$t WarUnki na . płaszczyznach ściskanych płytami. 

Z fizycznego punktu widzenia dopuścić można d\Va przypadki: 

a/ na powierzchniaąh walca istnieje określone tarcie, scha-
. ~akteryzowa.ne współczynnikiem ~arcia ~ takim, że material 
dOZll.a.·je prześlizgu po sztywnych płytacn przy stałym stosun
ku napręże~ia stycznego do normalnego, 
b/ tarcie jest tak duźe, że prześlizg materiału zachodzi 
poprzez ś~~ęcie warstw wewnątrz materiału, włączając dowol
nie bliskie ~~iedztwo z płytami. w niniejszym punkcie pra
cy rozpatrzono przypadek b/. "' obu przyp".dkacl:J: przyjęto, że 

ze względu na osiową s_ymetrię zadania l geometrii i warun
ków brzegowych;, poszuk;iwan.e .pole naprężeń jest symetryczne 
względem osi z oraz płas·zczy.z.ny środkowej walca. Wystarczy 
zatem rozpatrzyć jedną czwartą przekroju walca płaszczyzną 

. ,..-"z, •. 
Budowę rozwiązania oraz analizę poszczegól..rlych. ob

szarów wygodnie jest przedstawić w oparciu o rozpatrzenie 
konkret)lego przykładu przedstawionego na rys. 5 , ~ którym 

. przyjęt.o Q.tR :::; 2 1 ~ = 2o9 • . W obszarze OAB sformułowane 
jest zagadnienie brzegowe Cauchy' ego. l~·a linii OA nie będą~ 

cej charakterystyką zn~e są n:apręże~ia <:5~ = O ~ .Napręz.e-
. aie 6,. j~st większym · naprężeniem głównym. Ze ~wiązków za-

chodzących dla :naroża lJ wynika, że 6 T= G9 = O ~ Mniejsze 
llaprężenie główne wynos i~ · 

2C·COS~ 
Ą, -.sun'e / 3o1/ 
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Vl obszarze OAB panuje jednoosiowy stan naprężenia; charakte
rystyki są prostoliniov1e. Rodzina 51 jest -nachylona pod ką

tem ~ = %11- ~2 • l:Jastępny obszar OBE zbudowano przy za
łożeniu, że pu.t"1.kt O jest punktem osobliwym, w którym· charak
terystyka 51 jest zdegenerowana, a ch~rakterystyki s2 wycho
dzą z n2ego w postaci wachlarza. Z /2.91 dla d'f1 = O i dz-t= O 
rrartości ?'v dla kolejnej charakterystyki S2wychodzącej z O 

określone są zależnością 4?\, = -2~'!. Znając wartości 7\ i 'f 
w punkcie O oraz wzdłuż linii OB zbudowano rozwiązanie w 
obszarze OB~ l zdegenerowane zagadnienie charakter,ys~czne/~ 
Dla nuiilorycznego rozwiązania równań 12.6/ i 12..9/ ·zapisano 
je w postaci ró\rmań 

A/AA -t- 2 ('l' c-Y")==-~ ... [C·T"c-'r,.. )cos<e +(ze -z .• )( 1-sin'e~ , 13~2/ 

A..c-itP> -2('1'c-'t'B)=- ~ ~Tc-T6)cm<e-+(Zc-Zp,)(i-sln~t)] > 
B . 

gdzie A i G oraz B i C są ·blisko położonymi punktami odpo

wiednio na charakterystyce S1 i S2. • . Rozwiąz~ie równań 13.2/ 
ol~eśla pier~szą iterację układu /2.61 i 12.9/. W drugiej 
iteracji za wartości /lv i V pur...któw wyjściowych A i. B przy
jęto Vlartości będące Śre·dnimi W punktach V/yjŚciowych i otrzy
mruzych z pierwszej iteracji~ Szczegóły numerycznego ~ozwią
zania można znaleźć w pracy f 1 J.- , 

Rozwiązanie w trzecim obszarze EBO otrzym.a.ilo wycho
· dząc z danych na charakterystyce EB oraz warunku, że charak

terystyki S1 muszą przecinać . linię BO pod stałym kątem . 
'±' :.~1T- ~e. l linia BO jest osią symetrii rozwiązania, ·na
prężenia G z i c6"f są naprę~eJaiami głównymi l~ W obszarze tym 

sformuło:·.:a.r;.e jest zatem mieszane . zagadnienie brzego\ve~ Zasięg 
rozwiązania określa charakterystyka S.z. wychodząca z punktu O 
i przecinająca środek symetrii zadania l punkt C l~-· Otrzyina-
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u z rozwiązania wartości A i "t' w węzłach siatki charaktery
styk pozwoliły wyznacz,yć składowe poszukiwanego stanu naprę
żeJUa.., Wyraż.enie u Gz i T~z 1 otrzymane po przekształceiliach 
/2.4/ i /2.8/ mają postać 

- 1\+.giO . .· e ~~te 
6% =- ·C l e. . '""'sl.n (_~ +2.\f) -. .SW~ + ci:g :e, 

/5.3/ 

. Jyatępującą ,- związkaCh /3.3/ niewiadomą wielk:ośc ~o.hezji C 
zastąpiono pr.zęz . naprężenie odpowiadające wytrzymałości 

!DB.teriału na ;· edoosiowe ściskanie 

r)o 2-:.-cos~ 
z -1-sLn'€, 

/3.4/ 

otrz,mu.jąc zw.1.ą.zki 

J -s~-~- V? lr 7tta_'e. " . Atg'~ E> t · "'l "' - • ~ · !' '() 2 \u) e 
r::!ZO =- n .. -. e Svn ; ...,. - ' !' - ....;:;s_•"ń_l17_ 
0 '- CO..? ~-"'. \ '-" · " 11 v 

~ ' ' p ~~~ . v.-z. 1 - s~rl ._, e "'.ot"' (:i) + 2 v) 6; =- 2co,-;'€, . l • .;, • . . ·- /3.5/ 

Ba rys. 5 przedstawiono rozkład uprężeń pionowycn ~~ wzdłuż· 
1~1 ~c.- Całkując wartości ~~ - po .powierzchni środk~wej wal
ca i dzieląc wynik przez pole z powierzchni otrzymano wartość . 
średniego uprężenia grSl\icZD.ego, od.nies·ioaego dq wytrzyma-. 
lości jednoosiowej 

- AC R 
0r. 2. J G"z d 6zo = R2 G.t T' r 

!) 

Dla sprawdzenia dokladności rozw~a.Bia .numeryczJJ.ego otrzy-
aaae wartości ucisku średniego G'~ wzdłuż liD.ii AC por6 ... 
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nano z wartościami nacisku średniego wzdłuż charakterystyki 
OEC, określonego wzorem 

a~EC = _g_ [ SRGz. 'f'd;r~ - st-;T~ 'f' <ize.] 
6o R2 6.o 6o ' z 0 z . 0 z . 

/3~71 

gdzie dT
2 

i cLz2. są rzutami elementu ds2 na osie T i Z , a G' z. 
i 't-rz. naprężeniami normalnymi i stycznymi na tej linii. Stwier
dzono, że otrzymane z wyrażet /3~6/ i /3.?/ wartości różnią 
się nie więcej niż o 0,05 % ~ 

. Jak wykazano w pracy f 5 J, dla ·<e, = O~ przedłuże
nie rozwiązania w obszar sztj~ istnieje •. Z tego też wzglę
du w niniejsz-ej precy z~.gadY~.ie~ia tego nie analizowano. 

Rozwiązanie omówione powyżej l rys~ 5 l waineJest 
jedynie dla pewnego zakresu m::l.łych wartości ·stosunku 2t,.. . ~· 
Dla d_użych stoslinków 2tR charakterystyka . S2. wychodząca z 
punktu O może podchodzić stycznie do linii kontaktu OD nie 
przecinając przy tym jeszcze środka symetrii c. Oznacza to, 
że w miejscu styku charakterystyki z linią kontaktu n~pręże
nie styczne na kontakcie osiąga wytrzymałość materiału na 
ścinanie~ ~zyoadek ten przedstawiono na rys~ 6 dla~ = 3; 
~ = 30°. W obszarze AOFG rozwiązanie jest podobne do po

dAnego nR rys.5 • Rozwiąz~nie poza tym obszarem zbudowano 
przy założeniu, że prześlizg materiału przez ścięcie wystę
puje na pewnym odcinku EF ~ Odpo\viada to stycznemu wyjściu 
kolejnych charakterystyk 54 z linii kontaktu; odcinek EF jest 
obwiednią charaktecystyk •. Położenie punktu E określa charak
terystyka przechodząca przez środek symetrii C. W obszarze 
EFH istnieje zagadnienie mieszane - na linii FH znane są 
wszystkie wielkości, na linii .styku. charakterystyki si. pod
chodzą pod stałym kątem 'ł' = Ty2 - 'e ~ Dalsze rozwiązanie · 
przebiega podobnie jetk :na rys. 5 • Po rozwif!zeniu pola naprę
żeń wyznaczono wartości ~z 

0 
na linii AC i _po scałkowaniu 

porównano z wartościami otr~ymanymi na linii CEFQ~· Pole cha
rakterystyk przedstawione na rys. 6 zaczyna obowiązywać 
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Rys.6 

Rys.5 
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dla 2&. :1 3 jeżeli 'e,)22°1 dla dowol.llych wartości l 'e ae~ell 
.~ ) tS • Oba przedySkutowane ·przypadki są natural.eylii ':logólnie-

niem rozwiązań dla płaskiego stanu ~dksztalcenia C.6 Je' > 
Przedstawione rozwiązania po~ naprężeń ważne są j~ 

żeli na powierzchn.iach-konta~owych występuje odpQwiednio d~ -
ży wsp6łcz.ynnik tarcia~· Wsp6łc~ik ten musi być więks~ od 
maksymalnej warto~ci ~tosunku ~z, . na kontakcie, wynikajfl
cej z rozwiąz8.ll.ia. Stosunek ten o@.iczono dla obu rozwiflZań 
w punkcie O oraz dla .rozwiązań z ryS~ 6- na odcinku EF~ 

Numeryczne r.ozwiązanie przeprondzono na · maszyllie . · 
cyfrowej GIER .dla następujących wartości stosunku \R i lai
ta tarcia wewnętrznego 'e .: 2: = 1 ,2,;,5 ; «e =- ·10°, 14°, _ 

18°' 20° t . 22°'. 26°, 30° oraz dla'= 7 i ce = 14°, .20°, 3()0~ 
Uzyskane z obliczeń wyniki zestawiono w Tablicy 1. Pierwszz · 
rząd dla ke.żde j wartości .'€, przedstawia wartości stosunku~ , 

· rząd drugi ~ minimalne wartości wsp6lczynni~ tarcia tLfJ'" 52 
_na kontakcie, prz1 których rozwiązania z rys. 5 . lub rys. 6· . . 

są ważne. w rzędzie trzecim zamieszczono wartości be~~ 
wago naprężenia ~~~ w punkcie c. Na cys. 7 wykreślono w . 
skali p6łlogarytmic~ej zależność ~~ od 2.: . dla r6bych 
kątów ce • B;ysunek wskazuje, że w zakesie przeba.danych sto-

f sunk6w 2: i kątów ·<e otrz:yEane zależności mają na wykresie 
· półlogarytmicznym przebieg liniowy·. Wraz ze wzrostem stosunku · 

;,R jak i · kąte. '€, średnie n8.prężenie graniczne wzrasta . . 
gwałtownie. Wszystkie krzywe przecinaj~ oś 2.: . w punktach · 2: = tg ("4- '%)• Ta w~tość \R określa moment przej
ścia od jednoosiowego stanu ~prężenia w walcu do stanu zlo

· żonego ~olanego istnieniem. tarcia na ~ontakcie~ 

http://rcin.org.pl



- 20 -

Rys.7 
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~ ~ 2 ' . 

10° 
1.00)1 1 ~22,., 1.!'841' 
0.0667 0 • .)096 0.4.)70 
1.0966 ).6782 . ,.)217 . 

1-6. 
1 .. 0<770 1.)169 1e81'0 
0.0819 o.,,,, 0.49.)4 
1.61.,, 4.)821 7.2887 

18° 
1.(200 1.4482 2.1!'68 . 
0.0986 0.40)6 0.,147 
2.~77 7e1'78 10.76-« 

' . . ·. 

20° . 
.. 

1.02$6 1 ""10 2 • .)720 
0.1143 0.4.)18 0.!'680 

a.''"' 8.2,11 1).2229 

22. 
1.0.)92 1.6406 2.7097 
0.1287 - 0~461 o 0.,974 
2.6194. :'-1.9214 . 18.867' 

260 
1e068) 1.9426 .).682' 
0.1,96 Oe-'2)7 0.6,)1 
3.1866 1).2673 41.6267 

300 
. 1.1119 2.4396 ,.6187 
0.20'7 0.6047 0.71 ", .. 

. :J-7703 23w9276 103.7790 

' 
2.420.) 
0.46~ 

10.2847 

.).0982 
0.,089 

17.2788 

4.)27' 
0.,~6 

)4·7'0' 

, • .)482 
0.'760 

,8.1 "6 

6.86)2 . 
0.601' 

8,.7on 

1.).089' 
. 0.6~2 

64.).6,10 

)2.,,9, 
Oe7189 

.)4.)4.~00 

1 

,.04-'1 
0.,099 .)8.(2,, 

11.9601 
o.m:J 

. 210.4640 

. 227.6900 
0.7198 

1,.)69.1000 . 

. .... 

!a s: 
~ 

.. 

N .... 
a 
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4~' Rozwiązanie dla małych wsp6łczynn1~6w tarcia 

Jeżeli tarcie ll& podstawach walca jest mniejsze · od 
okre4lonego w pop~zednim. punkcie ~'t"t dla dane~o ~ . i ~ , 
rozwiązania z rys. 5 i 6 przestają obow~ązywać. Warunek is.tnie
nia-poślizgu po powierzchniach płyt przy stałym tarciu ozna
czatże charakterystyki nię mogą podchodzić do linii kontaktu 
dowolnie~ Rozwartośó wachlarza w punkcie O jest ograniczona, · 
niemożliwe ~ jest styczne podejście. charakterystyk S2. na od
cinku D~ Stosunek naprężenia stycznego do normalnego na li-

.nii kontaktu musi spełniać warunek 

~: _(k=tgs> .. /4~1/ 

Jstawiając /3.5/ do /4~1/, kąt nachylenia pierwszej rodziny 
Charakterystyk S~ na liaii ko•taktu wyraża się zależnością 

'.t'=:ii- i f arccos.( ,_~~~ (rosre-lila'e)J + (g+ce-)1 . /4.2/ 
. . e . . · SLn'e . . . 'J • 

Przykład rozwięzania dla małego wsp6łczyDD.ika tarcia przedsta-
. _gjL o . 

. wia rys.s 8 gdzie . -t • 2, <e = 20 t ~ = 0,1862 ~ . 
Obszar OAB aest identyczny z rozwiązaniami z rys. 5 i .rys. 6. 
Rozwartośe wachlarza w punkcie o określa wyrażenie /4~2/ ~ 
Dalsze rozwiązanie odpowiada zagadnieniu mieszanemu. Na linii 
OG znane są wszyat~ie wielkości, na linii ·on znany jest kąt 
podejścia charakterystyk s i określony ~rzez /4.2/ ~ w tym 

przypadku konieczna jest jednak większa ilość iteracji układu · 

/3~2./t geyż kąt podejścia charakterystyki do linii OD nie jest 
staq,ale zaieżny od wyniku pierwszej iteracji~· Rozwiązanie 
w pozostałym obszarze do pąnktu C obejmuje opisane już za
gadD.ienia charakterystyczne i mies_zane ze znanym, stałym na
chyleniem charakterystyk do linii CG~ Należy zaznaczyć, że dla 
pew.yCh wartości~ t większych dla ·ro~patrywanego stosunku 

http://rcin.org.pl



-~ --
2R T = 2 od 0,2 t f-> 0~2 t charakterystyki s2. wychodzące 

z linii OD przecinają się wew.aątrz obszaru plynięcia przed 
osiągnięciem środka s,m.etrii ·c~ W ·takim przypadku konieczne 
jest wprowadzenie linii nieciągłości napręże.ń. Obecność . li
nii nieciągłości napręż-eń komplikuje znaczni~ rozwiązanie 
numeryczne~ Zagadnienia tego w pracy szczegółow~ nie anali~ 
zowano~ Porównując pola naprężeń z rys~5 - i rys.~ 6 widać wy-_ 

_ raźnie, że wartość ~spółczynnika f-' wpływa istotnie zaróeo 
na: rozkład naprężeń wzdłuż · linii AC, jak i kształt pola upla
stycznionego~ Wraz ze zmniejszeniem się :f-' obszar uplasty
czniony obejmuje .większą część materiału. Bumeryc~e · rozwią

zanie dla przypadków małego tarcia wykonano dla jednego st_o

sunku 2: = 2 ~ ce = 10° ~ ~0° t 30° oraz ~ku wartości ~ 
z zakresu Ot09 ~ ~ ~~csr. Wyniki obliczeń przedstawió~o 

-• pos~aci z~eżności ~zo . od _ ~ . dla różnych ~tQ§ci ~ . 
l rys~ 9 l • _Wraz ze wzrostem ft' wzrasta wartość ~ . .- _ 
Z rys. 9 widać również, że 1m większy jest kąt ~. ~ więk-
szę. jest wartość <'kS"'-8 odpowiadaj~a na rys. 9 pUnktowi usta
lenia się stosunku --~ • Należy zatem pr~uszczać, $e w 

. większości eksperymeniłwt Sdzie sp.ecjalne. z~piegi mają na . 
_celu zmniejszenie -tarcia na podstawach _ ścisk:anych walców, 
realizuje · się poślizg ma.terialu przy spełnieniu warunków 
tarcia Coulomba l rys. 8 /~ 

Podobną analizę wp17Wu współczynnika tarcia na roz
wią~an'ie· dla płaskiego sta.'rlu odkszt~łcenia p~zeprowadzono 
dla .<e, = o w pracach C7, a, 11.1. 
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5. Pole l::inematycZJ18 

.P.rzedstawione • punktach 3 i 4 rozwiązania odnosił;r 
się je~e do pola statycznego, tzn~ określały wartości u
prężeń w poszczególnych punktach walców, rozkład nacisku na 
liniach środkowych oraz wartości nacisku średniego l nolmoś

ci l wynikające z rozwiązania równań statyki~- Z twierdzeń o 
li.OŚllOŚCi granicznej dla ciała idealnie plastycznego r 12 j 
wynika, te ścisle rozwiązanie nośności danego zagadnienia 
otrzymu~e się w przypadku, gd::f dla otrzymanego polA ętatycz
nie dopuszczalnego możDa zbudować pole kine~tycznie dopusz
czalne~ Jeżeli pole statycznie dopuszczalne jest polem Bie
dopuszczal.Dym. kinematycznie, nośność obliczona z rozwiązania 
atatyczaego jest jedynie dolną oceną w~osci nośności~ Samo 
pole ~ematyczne daje z kolei ocenę górną~· ·Dla prz:ypadk:u, 
gdy pole statycznie dop~zczalne jest zarazem ld.nematycznie 
dopuszczalne, nośności obliczone z obu pól · są identyczne~ 
i zagadnieniach osiowej symetrii i przy przyjęciu stowarzy
szonego prawa płynięcia pole statyczne będzie _ zarazem kilae
matycznie dopuszczalne, jeżeli to ostatnie .spelnia ~BStępu
jące trzy warunki: al zapewnia możliwość wy:pływu całej lJlaS7 

materialu uplastycznionego, b/ moc dysypacji obliczona z obu 
p61 jest dodatnia, c/ wektory prędkości płynięcia spełniają 
odpowiednie nierówności /2~17/ wynikające z prawa płynięcia 
dla przyjętego w rozwiązaniu statycznym stanu .aprężeniai 

P.rzyjęte w pracy stowarzyszone p:rawo płynięcia pro
wadzi do pokrywania się charakterystyk pola kinematycuego 
z charakterystykami pola statycznego l por~ punkt 2 l :· 
Z tego też względu do pełnego określenia pola kinematycznego 
pozostaje jedy:aie wyznaczenie·wektor9w prędkości płynięcia 
materialu w poszczególnych punktach siatki~· W niniejszej pra
cy nie rozwiązano szczegółowo pól prędkości dla wszystkich ~ . 

przedstawionych typów rozwiązań stat7cznych i - różnych wartoj
ci ;R i 'e, , a ograniczono się do omówienia tego zagad-
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nienia na pr~ykładzie rozwiązania jedaego pola dla 2~ = 1, 
~ = .30~ i ~. >f'~ 1 zaczerpniętego z wcześniejszej pra-

cy f5J • · · · · . 
Ze względu na przyjęcie znacznego tarcia na podsta- · 

. . . 

wach rozwiąZaiue slia-cyczne ~ zarazem siatka ćha.rakterystyk · 
prędkości ma postać prżedstawioną na rys~ ·1~ ~ 

z ~D 
~------------------~~ 

. l 
~z1 
'e D 3()0 

r-~ 0.2057 

e· 

Rvs. 10 

Założono, że plastyczne płynięcie mater~ału odbywa 
się w .obszarze ograniczaay.m polem charakterystyk OABCE. 
Obszar. ·OECD przyjęto za sztyvmy i poruszający się razem z· 
płytami· z prędkością . Vo ~ Jak wykazano w pracy C 5 .l, dla 
rozpatr.ywanego typu siatki charakterystyk w zagadnieniu osio
wo-s,y.metryc~1 linia OEC ~dzielająca oba obszary może być .. 
linią t;ylko słabej nieciągłości, tzn~ skoku doznawać mogą je
~e pierwsze po.chodne prędkości~ · Stąd też punkty znajdują.:. . 
ce się na linii OEO mają prędkości pionowe i równe V0 ~ 

. Z wa.runku sy:znetrii zadania wynika ponadto, że kierunki wek
torów. prędkości Da linii CBA · muszą być. poziome~ Powyższe wa
runki-brzegowe wystarczają do wyznaczenia pola wektorów pręd
kośei~· W obszarze CES istnieje zagadnienie !!d.esza.ue, w o baza-
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rze OEB zagadnienie charakterystyczne, a w ob;;s-:u-ze OAB za
gadnienie mieszane i ch8:I'akterystyczne~ Numerycz::e wyznaczenie 
wektorów prędkości w węzłach siatki. charakterystyk moż~a wy
konać stosując analogiczną, jak w przypadlm J;'Ozw·iązania sta

tycznego, aproksymację układu /2.·r?;l ró~nicami skończonymi~ 
W pracy wykorzystano inną metodę polegającą na graficznym 
skonstruowaniu hodografu. Zasfda h9dografu opiera się o związ
ki zachodzące wzdłuż charakterystyk /2~13/. Określają one jak 
zmieniają się ·składowe U i W wektora prędkości przy po
ruszaniu się wzdłuż odpowiedniej charakterystyki~ Rozważmy 
wpierw przypadek płaskiego stanu odkształcenia, dla którego 
w równaniach 12~131 prawe strony równe są zeru~ Otrzymane 
związki oznaczają, że charakterystyki są liniami zerowych 
wydłużeń. · W szczególnym .przypadku,. gdy obie charakterystyki 
są liniami prostymi, przyrost składowej U·. wzdłuż S i. mus_ i 
być rówey zeru i analogicznie składowej W wzdłuż 52. • .. 
Rozpatrzmy dwa punkty A i B znajdujące się w węzłach charak
terystyk, w których znane są wektory prędkości VA ·i V 8 
l rys~ 11a/~ Na_płaszczyźnie hodografu l rys~ 11b/ wielkości 
~i v8 .reprezentowane są przez dwa "wektory wychodz~ce 

z dowolnie przyjętego bieguna O~ Warunek zerowych wydłużeń . 
charakte~styk oznacza geometrycznie~ że koniec wektora ~ 
musi leżeć na przecięciu dwóch linii ortogonaln:ych odpowied
nio do kierunków S1. i s2 l linie przerywane/. W przypadku 
osiowej symetrii charakterystyki nie są liniami zerowych wy

dłużeń, ale doznają skrócenia lub wydłużenia określonego 
_ ~wiązkami 12~14/~ Składowe · U i W wektora prędko·ści w pun
kcie C w stosunku do składowych w pUhktach A i B doznają 
przyrostów 

6. ą = ~~ · ( 1 + ~ 5~n<e)ds~ , 

L\Wc=~ ~~ (1+~5i.n~)dsa. /5.1/ 

Na płaszczyźnie hodografu odcinki /J, lfc i Ó We wykreślone są 
wzdłuz kierunków s1. i 52 • Prowadząc z końców odcinków 
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linie ortogoDB.l.Jle do kierunków chara1."'terystyk, w punid;aeh 

A i B otreymuje się pierwsze położenie końca wektora \'c • 
Drugie prz,yblizenie można otrzymać przyjmując zamiast stycz.-

nych sieczne pomiędzy A. 1 C oraz B· i C • W rozpatrywa.JQ'lll za

daniu, u. ). O ;. a więc charaktecystyki doznają sk:róceua. 
Opierając się na powyższej konstrukcji hodogratu, 

wychodząc ze ~ch wielkoaci na OEC i kierunków wektorów 
D.a ABO , wyznaczono graficznie wektory prędkości w całym po

lu charak:ter;rs'tyk. otrzyman;y hodograf przedstawia rys. 12~ 
·r;1a sprawdzenia poprawności koutrukcji w pobliżu punktu C 

wartości wektora prędkości porownano z obliczonymi analitycz-

nie, wg. noru f 1 .7 ~ . . A 

~ - ;.. ( ~2'+'- tg2,t) ~ 
~'o 

w - _b_ Q,Tt cos (- t9 )'_ ) 
TI. ~'ł' ' /5.2/ . 

gdzie X Jest nachyleniem do osi r wektora promienia 'ftY'

chodzącego z punktu c do rozpatrywanego . pu_~. i oparciu 

o pole wektorów prędk:ośc~ wyk+eśloną na rys. 13 zcieformoWSJilą 

·Rys. 13 
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oriiogonalną siatl~ę pola płynięcJ.o .• 'Ol.atka ta informuje o zmia
nach geometrii walca w chwili I?oczątkowego płynięcia. 

Wyznaczone pole prędkości pozvioliło sprawdzić, czy 
spełnione są warunki zapewniające kinematyczną dopuszczalność 
pola statycznego. Warur!ek pier~szy jest spełniony z samej 
postaci pola prędkości - nie ma obszarów izolorvanych, ograni
czonych obszarem sztywnym ani linii nieciągłości kończących 
się na granicy obszarów. :Ula sprawdzenia pozos ·liałych dv1óch. · 
warunków obliczono w szeregu punktach siatki, korzystając 
z hodografu i zvliązków /2.11/, wartości prędkości odkszta~
ceń t~, 69 ~ Ez. i ~z.;· a następnie prędkości głór:ne E.~ iC2.. 
Stwierdzono, że warunek dodatniości mocy dysypacji, mający 
postać 

' 
/5.3/ 

jest spełniony w całym obszarze płynięcia. Niespełnione są 
natomiast w obszarze OAB niermv.ności /2~17/, gdyż obie prąd
kości €

1 
.i E2. są w tym obszarze mniejsze od zera~ Óznacza · 

to, że pole prędkości w OAB odpowiada innemu narożu warunku 
pl~styczności, gdzie oba naprężenia 6., i. s2 są sobie rów
ne. Prowadzi to do wniosku, że otrzymane pole statyczne jest 
jedynie statycznie dopuszczalne i obliczona z niego nośność 
stanowi ocenę dolną~ Należy przypuszczać, że nierówności 

/2~1?/ będą w obszarze OAB niespełnione i dla innych wartości 
. \R i '€, ~Przedstawione w punktach 3 i 4 rozwiązania s"t;ą...:. 

tyczne i otrzymane z n~ch nośności stanowią wobec tego jedy
nie oceny dolne. Oceną górną można obliczyć z otrzymanego · 
pola prędkości przyjmując je jako jedno z pól tylko kinema
tycznie dopuszczalnych l niespełniających równań statyki /~ 
Zagadnieni~ tego w pracy nie analizowano. Opierając się jed
nakże o wynik~ uzyskane w pracy C 4 J dla c.e, = O można spo- · 
dziewać się, że różnica pomiędzy dwiema ocenami nośności jest 
nieznaczna i przedstawione rozwiązania statyczne dają dobre 
przybliżenie rzeczyWistej nośności granicznej~ 
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6. Ana~iza. przybliżona 

W poprzednich punktach rozpatrzono ścisłe rozwiąza
nie zagadnienia ściskania walców z materiału Coulomba, z pun
ktu widzeniateorii ciała szty\vJ:lO idealnie- plastycznego~ 
Poniżej przedstawiono rozwiązanie przybliżone, ·. oparte na . za~ 

· łożeniach przyjętych przez W. Schroedera i D .A. Webstera 
[ 11 J .dla opisu procesu tłoczenia kołowych płyt z materiału 
Misesa. Schroeder i Webster założyli, że stan naprężenia w 
cienkim walcu ściskanym ~omiędzy dwiema sztywnymi płytami 
jest zależny jed.ynię od odległości od osi symetrii walca, tzll. 
jest funkcją jedynie promienia ~ ~ Naprężenie w kierunku osi 
z}Gz, jest n~ ca!e;j . wysokości w:;lce. stałe i ~ó~e naciskowi· 
:płyt. Pomi-"1_~ęte są również napręże~ie styczne, 1:-rz. = O, co 
rótt'l10\'lażne jest z ·pokrywaniem się kierunków głównych z osiami 
1Jk:ładu 'ł ," G , z • Na skutek istnie!?-ia tarcia .. na· obu 
:po\łrierzchniach ściskanych działają na nich jednostkowe siły 
S~Jczne f • Przyjęty uproszczony stan naprężenia przedstawio
no na rys. 14a • Stan ten opisaey jest jednym równaniem rów
nowagi 

+ 2f :: o 
t ' 

/6.1/ 

• 
ktore przy przyjęciu hipotezy Haara- :Karmha, <5". =be, 
redukuje się do następującej postaci 

d6~ - - 2f /6 •. •2/ 
cVr - -t 

Warunek plastyczności CoUlo:q1ba - Mohra dla kierunków głów
nych 1" , ·Z ma postać 
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Równanie /6~2/ i równanie /6~3/ Z!a:p2sane w postaci przyros
towej wra~ z warunkami brzegowymi pozwalają określić stan 
naprężenia w walcu w granic~ stanie materiału. Istotnym 
warunkiem brzegowym, określającym podobnie jak w metodzie 
charakterystyk rozwiązanie, ·są warunki tarcia ~ powierz~ 
chniach kontaktowych materiału z płytami. Warunki tarcia 
wpływają . bezpośrednio na wartość siły f występującej w rów
naniu równowagi /6~2/~ Rozpatrzmy ~o. zagadnienie w oparciu 
o wykres Mohra przedstawiony na rys. 14b ~ Stan naprężenia 
na kontakcie reprezentowany jest przez wektor naprężenia 
o składowej normalnej G z i składowej stycznej f ~ Wektor 
ten o nachyleniu do normalnej pod kątem .9 ma początek w 
punkcie O , a koniec na płaszczyźnie l ~, 6 ./ ograniczonej 
obwiedniami kół Mohra. Jeżeli koniec wektora .znajduje ~ię 
wewnątrz obszaru ograniczonego obwiedniami, z ich wyłącze
niem, to składowa styczna wyraża się związkiem 

/6~1!/ . 

gdzie (L =. tg ~ jest współczynnikiem tarcia. Jeżeli nato
miast koniec wektora znajduje się na obwiedai, to składowa 
styczna jest równa wytrzymałości materiału na · ścinanie 

f= 'Gaur= ~z"t9~ +C • /6.5/ 

Z rys. 14b widać, że o tym który z powyższych przypadków za
chodzi decyduje wartość ~· • Przypadek opisany zależnością 
/6~4/ oznacza, że poślizg materiału po sz~ch płytach 
odbywa się przy istnieniu tarcia suchego. Odpowiada on dys
kutowanemu w pur-kcie 4 przypadkowi a/~ Warunek /6~5/ oznacza, 
że poślizg następuje przez ścięcie warstw przylegających do 
płyt~ Przypadek ten jest szczególną postacią przypadku b/. 
/Występuje on na odcinku EF rozwiązania z rys~ 6/~ W zależ
nośc~ od przyjęcia wyrażenia /6~4/ lub /6.5/ postać rozwią
z.ania będzie różna~ 
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Pl'zypadek I 

Z rys~' 14b widać, że dla małych wartości fV < tg ~ 
((]<<€-)składowa styczna f jest zawsze mniejsza od \vytrzy- · 
małości materiału na ścinanie, niezależnie od wartości sła
dowej normalnej. Wstawiając /6~1!./ do /6.21 i wykorzystuj~ 
16/~1 wyrażenie na bężwymiarowe średnie naprężenie ściska
jące przybiera postać 

6 2·(c · ) e;~ = cz e -C - 1 ., 16.61 
% 

gdzie C = ~R f' ig2(~ + ~}. Rozwiązanie. to jest ważne 
przy ~ <tg"e dla dowo~ej geometrii walca. 

Przypadek II 

Jeżeli współczynnik(~ osiągnie nieco Większą war
tość, ~:>tgce(~ .><e), ale składowa normalna d z, na całej 
powierzchni walca ~ędzie mniejsza od pewnej granicznej war
tości, przy której f= 't' !Gr" l punkt B na rys •. 14b l, to ą dal

sz,ym ciągu obowiązuje wyrazenie l 6~41, a rozwią~aniem jest 
/6~'61 ~· Decyduje o tym geometria walca, która musi spełniać 
warunek 

16.?1 

Przypadek III 
2R Dla większych warto.ści stosunku ~ od określo:nych 

wyrażeniem /6.?1, przy ~>tg<e, składowa normalna 6z na pew
nej. powierzchni walca ok:re ślone j promieniem O < 'l < 'Ie 

osiąga wartości, przy których składowa styczna wyraźona jest 
przez /6.5/. Na ·pozostałej powierzchni dla 'Te <T< 'R nadal 

· ważny jest . związek.l6.4l oraz 16.6/. łromień '~c wyraża się 

zależnością A L A_ ..sVn..~ 

'T"c = R- i tt tg2(.%.,. 'efz) n 2eoc><€.0-tg<e,) 16.8/ 
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Dla przedziału O < Ił' < 'Ie z /6~2/, /6~3/ i /6.5/ otrzy-

mui~ ~ 2C~C[ i(K-r{}-e-(C+1~+ ~a(B+e'):[Ą-tH(*1~-B(~"1: 
gdzie 

c= 2t tt~O~r +~) ) 
1- s~n<e B== 2 s~n <e, J 

D=; f Rtg<etq2(~+~)) 

/6.9/ 

F= ~ (R-1Q)f~(~ +'%); 

H=~ tq~~(lh! +~); 
K = 2{c f tqa(l}ą +~) ~ 

Przypadek III zachodzi do momentu, aż promień 1C osiągnie 
wartość R ~ Z /6~8/ wynika, że ma to miejsce, gdy 

,;f + s Vn <.e, 
A.L = z ' /6;)10/ ( -- cos ~ A+s~n'e 

a z2.tom przypadek III obowiązuje dla tg<.e. <{J."< 2cos~ • 
Dla 1C. = 1~ . wektor naprężenia kontaktowego w skrajnym włóknie 

l = R reprezentuje na i:ys ~ 14b odcinek OD. 

Przypadek IV 

Dla f-)~+~~ składowa styczna f osiąga na całej 
powierzchni walca wartośc vkreśloną przez /6.5/e Naprężenie 
średnie wynosi 

~z 2A ( D ) 
0~ =- D2. e - D - 1 - B , 

gdzie B i D wyrażają się, jak poprzednio,natomiast 

1 +si-n"e 
A ~-= 2 st,n~ · • 

/6~1.1/ 

Vl przYJ!adkach I i II na całej powierzchni walca zachodzi poś
lizg przy istnieniu tarcia suchego, w przypadku.III tarcie su
che vzystępuje na części zewnętrznej, a prześlizg materiału 

przez ścię0ie warstw przylegających na części we\vnętrznej~ 
Ten ostatni mechanizm obov1iązuje na ~ałej powierzchni walca 

w przypadku IV. 
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7~ Porównanie metody charaktecystyk i przybliżonej 

Do porównania rozwiązań obu przedyskutowanych me
tod wybrano przypadek występowania na powierzchni kontakto
wej znacznego współczynnika tarcia. Przyjęto, że współczyn

nik ten jest tak duzy, że rozwiązanie metodą charakterystyk 
odpowiada siatkom przedstawionym na rysunkach 5 i 6 , a roz
wiązanie metodą przybliżoną IV przypadkovd. Przy spe4:nienl.u 
tego warunku nośność graniczna ściskanego walc~ nie zależy 
w obu· rozwiązania~ od wartości~ ~Na rys. 15 ·przedsta
wiono zależność i..:>z od 2 R dla roznych k}.OI ·t;ow tarcia we-0-*0 t . ~1: 

wnętrznego. Rozwiązaniom ścisłym odpowiadają linie ciągłe, 
rozwiązaniom przybliżonym linie prze~vane. Z rY-ęunku widocz~ 
Jla jest ~aźnie różnica pomiędzy wartościami *'\ uzyska-

~z 
nymi obiema metodami • Dl~ danego kąta 1.€, metoda przybliżo-
na daje wyższe wartości gz.o niż metoda cb.arakterystyL-:, 
przy czym· rozbieżność jest ?c:rzn większa im Większą wartość 
osiąga kąt le_ • Z,asadnicza różnica pomiędzy obu rozwiązania..; 
mi wystąpuje ·dla małych _ wartości \"R:.. • \~ metodzie C}';L..::ak-
terystyk przy stosunku 2.tR < tg (~-:- !€;~) rozwiązanie Jest 
niezależne ~ar6wno od geometrii walca., jak i wartości /-V ; 
w wa~cu panuje wtedy jednoosiowy stan naprężeń ściskających 
i g'!\ = const. w metodzie przybliżonej rozwiązanie zawsze 
za,leż~e jest od wartości 2tR • Niezgodność z·ozwiązań obier.o.a 
metodami widoczna jest także na rys. 16. 

Różnice jakościowe pomiędzy obu roz~7~ązaniami vzyst;ą-· 
pują ponadto przy anlizie mechanizmu i stref płynięcia ma
t-eriału. llozpatrzmy przykładowo przypadek 2~B: = 2, ~ = 20°. 
Według ~etody ścisłej. mogą wystąpić dwa typy rozv;iązall. zależ
ne :;d wartości ~.Dlafl>0,4318 otrzymujemy siatkę charakte
rystyk przedstawioną na rys. 5. Zakładając, że pole kinema
tyczne nieznacznie odbiega od pola statycznego. płynięcie ma
teriału zachodzi w obszarze zbliżonym do OECA; materiał przy
legający do płyt jest sztywny. Dla .(Jv < 014318 rozwiązanie, 
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ma postać zależną od ('t , przykładowo przedstawioną na rys~a. 
Obs~ar sztywny nadal występuje, jest teraz jednak mniejszy~ · 
Na części powierzchni EO następuje prześlizg przy istnieniu 
tarcia suchego. Zgodnie z rozwiązaniami metody przybliżonej 
mogą zachodzić cztery przypa~ki. Dla f' < 0,4258 obowiązu
je przypadek II róvmoważny I. l~a całej po\vierzchni walca wy

stępuje prześlizg przez pokonanie oporów tarcia~ DlafL)0,4258 
pojawiają się dwa obszary.: suchego tarcia i prześlizgu przez 
ścięcie materiału - przypadek III~ Przy wzroście f' powyżej 
f-' =· o, ?18 o b s z ar prze ślizgu prze z ścięcie . o bE .. ::nu je całą 

por.ierzchnię kontaktową walca- przypadek IV. Graniczna war-
. teść współczynnika tarcia (t , powyżej której rozwiązanie 
przestaje być oą niego zależne jest wedłUg metody przybliż~ 
nej znacznie większa od wartości uzyskanej z rozwiązania ści
słego l fvp = 0,?18 ~ ;tch= 0~4318 /~ .Według metody przy~ 
bliżonej, .niezależnie od rodzaju rozwiązania, cały materiał 
walca znajduje się w stanie granicznym w przeciwieństwie do 
rozwiązań metodą charakterystyk, kiedy zawsze część wewnę
trzna materiału pozostaje sztywna~ Na słuszność występowania 
mechanizmu płynięcia, przewidywanego przez rozwiązanie ści
słe, wskazują wyniki badań doświadczalnych, omówione w pun
kcie 9. Zniszczenie materiału obejmuje strefy zewnętrzne; 
wewnątrz próbki pozostaje niezniszczony obszar mający kSztałt 
dwóch przenikających się stożków• 
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. 8 • . Możliwość wykorzystania rozwiązań do określenia " 

parametrew wytrzymałościowych materiałów ~uchych 

Przytoczone w punktach 3 i 4 wyniki rozwiązań mogą 
posłużyć do wytłumaczenia obserwowanej doświadczalnie przez 
wielu autorów zależności nośności walca od jego geometrii 
i warunków tarcia~ W przypadku stwierdzenia zgodności pomię
dzy wynikami badań a rozwiązaniami teoretycznymi, te ostat
nie mogą stanowić podstawę pewnej metody wyznaczania para
metrów wytrzymałościowych materiałów kruchych: · ~ i c e 

·Rozpatrzmy w tym celu zależności przedstawione na rys" 7 od
powiadające nośności walców przy znacznych wartościach ~ ~· 
Zauważmy, że dla określonej geometrii walca gtR wartość 
średniego naprężenia ściskającego, odniesionego do wytrzy~ 
małości jednoosiowej, jest zależna jedynj.e od kąta tarcj.a 
wewnętrznego materiału~ ~ównocześnie w przypadku stałego ką
ta tarcia.~ wartość G~ zależy tylko od stosunku ;R ~ 
Każda z uzyskanych krzy~~ zajmuje inne położenie; krzywe 
te ponadto. nigdzie się nie przecinają. Dla każdej pary war
tości 2.tR i . ~ istnieje zatem tylko jedna wartość .9-J-.- ~ 

2R ( '"\ (.) 
Wykonując doświadczenie dla określonego stosunku _t_··-'; zna-

, jąc przy tym z innego badania wytrzyma~ść materiału na jeu
noosiowe · ściskanie; otrzymana wartość ()z podzielona przez 

o r5z. powinna leżeć na jed..11ej tylko krzyv:eJ oCt.powiadającej 
poszukiwanej wartości te • Mając do d~·spozycji rryk:r:esy przed
stawione na rys o 7 można vzyinterpolować poszukiwaną krzywą, 
a tym samym wartość ~ • ·Proponowana zatem procedura postę
powania jest następująca: Należy v;ykonać jedno doświadczenie 
przy małym stosnnku 1_R , takim,. by panujący v1 próbce stan. 
naprężenia był jednoosim·ry l-~~ < tg ~ -~)/ ~ Z doświad
czenia tego otrzymujemy wartiość (5; . Drugie doświadczenie 
należy wykonać przy dużym stosunkU 2R , a uzyskaną wartość 

- t · 6'z po podzielt::niu przez Grz.0 przenieść na wykres. Celem 
uzyskania większej pewności o poszuk2wanej wartości ~ można 
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wykonać szereg badan przy różnych stosunkach 2~ i otrzy
mane punkty połączyć . krzywą. Znając wartość 6~ i odczytu
jąc· z wykresu te wartaść poszukivranej kohezji określa wzór 
/3~4 /. Warunkiem koniecznym jest zapewnienie znacznego tar
~ia na podstawach badanych próbek, co z praktycznego punktu 
widzenia nie przedstawia trudności. 

Proponowana metoda ogranicza się do wykonania je
~ie badań jednokierunkowego ściskan~a, które w porównaniu 
do stosowanychmetod trójosiowego ściskania są znacznie pro
stsze. Badania trójosiowe materiałów· kruchych wymagają spe
cjalnej, trudnej do vzykonania aparatury ze względu na konie
czność wytwarzania z~acznych ćiśnień hydrostatycznych. 

Rozumowanie przytoczone powyżej oparte jest· o uzys
kane na drodze teoretycznej rozwiązania ściskania krótkich 
walców z materiału charakteryzującego się warunkiem znisz
czenia Coulomba - Mohra·. ~iarunek ten, aczkolwiek dwuparam.e
trowy, ma postać liniową,· co jak zaznaczono we wpnowadzeniu 
jest uproszczeniem rzeczywistego zachowal.J.ia się szeregu ma·4 

teriał6w kruchych. ~logiczne rozumowanie można przeprowa
dzić, jeżel-i warunek zniszczenia na płaszczyżnie 't' = 't{6') 
będzie miał postać a~ruparametrowej krzywej np. cykloidy lub 
paraboli symetrycznych względem osi E> • W tym celu koniecz
ne jest jedn~ zbudowanie nowych rozwiązań i nowych wykresów 
zależności ~z o od wielkości 2f . 

O sł~zności proponowanej metody muszą zadecydować 
badania doświadczalne i porównanie z badaniami trójosiowymi~ 
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1/ 
9. Badania doświadczalne 

Zagadnienie wpływu geometrii walca oraz warunków 
tarcia na jego ściskanych powierzchniach na wielkość siły 
ściskającej było przedmiotem szeregu prac eksperymentalnych. 
Szczególnie wiele prac dotyczyło zagadnienia ściskania wal
ców betonowych. Badania takie omówione są np. w pracy 
J ~ MurdoCka i c. Keslera f 9 J. M. Livneh i E. Shklarsky 

'C 10 l badali .trójosiowe ściskanie krótl9-ch walców stosując 
do analizy wyników analogię z płaskim stanem odksz"Całcenia. 

Celem uzyskania· wstępnych informacji,czy przedsta
wione. w poprzeci.nich punktach rozwiązania oraz proponowana 

· metoda wyznaczanie. l€.··· i C znaj-dują potwiarlizenie w . bada
niach doświadczalnych,przeprowadzono serię eksperymentów 
o'oejmującą jednokierUilKowe ściskanie walców bet.onovrych. Uzys
kane wyniki porównano takż~ z danymi innych autorów. Ograniczo
no się. do 1>rzebadania. w:Pływu stosunku· ~ . na nośność walców 
przy dużych współczynnikach tarcia, (L >f.-~· Dla zapewnienia 
znacznego tarcia, gwarantującego słuszność rozwiązań przed~ 
stawi ~~ych w punkcie 3, użyto żłobkowanych płyt ściskających~ 
Wykonan~e doświadczeń przy określonej · małej wartości współ

czynnika tarcia napotyka na znac.zne trudności doś\viadczalne. 
Wszystkie walce miały stałą średnicę 2 R = 150 mm 

i zmienną wysokość, odpowiadającą stosul;lkom 2_: = 1/4 , 1/2, 
1 , 2 , 3 , 7 · ~ Próbki wykonano z jędnej marki. ·betonu i prze
chowywano w warunkach stałej wilgotności przez czas ea 9o dni, 
WytrzY'ln8ołość kontrollly~h walców. o stosunku 2: = 1/2 wyno
siła Gz = ~80 kG/cm2 • Dla każdej wartości ~: przebadano 
sześć próbek. W przypadku ~ = 7 stwierdzono znaczny roz
rzut wyników spowodo~any pra~dopodobnie wpływem wielkości 

1/ Autorz,y pracy pragną wyrazić podziękowanie prof. dr $~Kajfa
szowi za cenne uwagi odnośnie strony doświadczalnej pracy, 
j·ak również za pomoc w przygotowaniu badań~ 
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ziaren kruszywa. Dla tych próbek wymiar ziarna był poró_wny
wallly z wysokością próbek. ·z tego względu do porównani.a uży
to je~ie walców o~~ 3~ Uzyskane z doświadczeń wartoś
ci g} w funkcji 2.tR przedstawiono na rys~ 1? linią .. 
kreska - kropka. Na rysunku tym wykreślono także grubymi 
liniami ciągłymi wyniki uzyskane metodą charakterystyk, a 
liniami przerywanymi - metodą przybliżoną. Cienkie linie 
ciągłe i przerywane przedstawiają dane eksperymentalne róż
nych autorów , uzyskane dla betonów różnych .marek~ 

. Położenie krzywej doświadczalnej badanych próbek 
i jej kształt wskazują na dobrą zgodność rozwiązan ścis~ych 
z eksperymentami. Krzywa doświadczalna zawarta jest pqmiędz,y 

. krzJWYIIli teoretycznymi dla l€, = 14° i .te, = 18°, co zgodnie 
z rozważaniami w punkcie 8 pozwala przypuszczać, że kąt tar
cia wewnętrznego badanego betonu waha się pomiędzy tymi war
tościami. Z drugiej jednak strony większość wykresów innych 
autoróvr l krzywe 2 i 6 ·l odbiega od krzywych teoretycznych. 
Wyjaśnienie tych rozbieżności jest trudne z uwagi na brak 
danych o warunkach tarcia w tych eksperymentach. W przypadku 
małych współczynników tarcia przestają obowiązywać rozwiąza
nia zamieszczone w punkc"ie ', a tym samym krzywe przedstawio
ne na rys. ? • DrUgą przyczyną rozbieżności może być odstęp
stwo od liniowości warunku plastyczności. Rysunek wskazuje 
jednak, że wszystkie krzywe doświadczalne odbiegają znacznie 
od krzywych otrzymanych z rozwiązań przybliżonych. Aczkol
wiek przeprowadzone doświadczenia wydają się potwierdzać po
prawność rozwiązań teoretyczzzych, dla pełnej ich weryfikacji 
niezbędne są dalsze jadania obejmujące znacznie szerszą kl~
sę materiałów, większą liczbę badań i różne warunki tarcia. 
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Rys. 17 
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10. Wnioski 

Rozpatrzony w pracy problem początkowego plastycz
nego płynięcia osiowo-symetrycznego walca z materiału Coulom
ba, ściskanego pomiędzy sztywnymi płytami, wskazuje, że 

istnieje możliwość wytłumaczenia w oparciu o teorię plastycz
ności przyczyn obserwowanego doświadczalnie wpływu geometrii, 
wrunków brzegowych i własności materiału na nośność walców. 
Uzyskane rozwiązania przewidują wzrost nośności ze wzrostem 
stosunku ~R i tarc~a na podstawach, którego przyczyną 
jest przejście od prostego, jednoosiowego s~anu naprężenia 
do stanu złożonego. W pracy ograniczono się ó.o liniowego 
warunku zniszczenia, jednakże analogiczne rozwiązania można 
zbudować dla. bardziej złożonej je.go postaci. Należy przypusz- · 
czać, ~e wyniki ich wpłyną jedynie na·ilościową zależność noś
ności od paramet~6w zadania. 

Porównanie wyników teoretycznych z wynikami wstęp
nej serii doświadczeń \VSkazuje na dobrą ilościową . ich zgod
ność~ Nie potwierdza tego wniosku część badań innych autorów, 
co może wskazywać, że badane prze~ nich materiały charaktery
zowały się wyraźnym odstępstwem warunku zniszczenia od prawa 
Coulomba - Mohra~ Dla pełnej weryfikacji uzyskanych rozwią
zań konieczne są dalsze obszerne badania doświadczalne. 
W przypadku potwierdzenia przez badania dof,wiadczalne roz
wiązań opartych o teorię plastyczności istnieje możliwość 
wykorzyr.:";ania ich w prostej metodzie doświadczalnej wyznacza
nia parametrów wytrzymałościowych materiałów kruchych. Meto
da ta, polegająca na jednokierunkowym ściskaniu walców o 
różnej geometrii, może w wielu przypadkach zastąpić bardziej 
złożone badania trójosiowe~ 
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