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Joanna Majerczyk-Gémutka, Kerol Makowski

WYZNACZANIE OPTYMALNEGO STEROWANTA PROCESAMI DYNAMICZNTMI
METOD) FUNKCJONALOW LAGRANGE A

¥ precy oméwiono podeng przez L. Hurwicze /1/ metode znejdowa-
nia punktu ekstremalnego funkcjons*u, okredlonego na przestrzeni
funkcyjnej, przy operatorowych ograniczeniech nieréwnosciowych.Me-
tode t2 jest unogdlnieniem metody mnoZnikéw Lagrange’a. W oparciun o
wprowadzone pojgcla podstawowe podsje sle uproszczone dowody zasa~-
dniczych twierdzenl orez proste warunki, uZatwiajgce sprawdzanie
stosowalnodci metody. Nastepnie wyprowedze sie réwnanie wynikajgce
2z tej metody dla przestrzeni C 1 P y 1 \< P (e , oraz omawia
ich zastosowanie na przykadzie wyznaeczania optymelnego rozdziaiu
obeiazed elektrowni cieplnej i wodnej /2-4/. Dle znejdywenia tych
réwned w konkretnych zadeniach wystarczy w zasedzie znejomodé omé-
wlonyeh w pracy pojeé rézniczki Frecheta i ogélnej posteci linio-
wych funkcjoneXéw nieujemnych, okredlonych ne odpowiednich  prze-
strzeniach funkeyjnych.

1. Postawienie zegadnienia 1 pojecie podstawowe

Wyznaczanie optymalnego sterowania proceseml dynamicznymi w wie-
lu zegadnieniach technicznych i ekonomicznych polega na  znalezie-
niu tekiej funkeji czasu xo(t], 0t (T, ktéra nadeje nejwig~
ksza (elbo nejmniejszg) wartodé tzw. funkeji celu (kryterium jako-
§ci) 1 speinia pewne ograniczenia nieréwnosciowe (ra. przykied:

t
a(t) ¢ x,(t) < B(t), e(t)g joxo('b')d‘t' g alt), eg §x (tlatg 1,

O3
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gdzie @&, b, ¢, & sg zadenyml funkcjami czasu, e, f za§ zadanymi
liczbami itp.). Interesujgce praktycznie przyktedy tekich zaged-
nief byZy rozpatrywane m. in. w pracach /2-6/. Funkcja celu jest
wiec pewnym funkcjonsXem (tj. jej wartodciemi sa liczby rzeczywi-
ste), okreslonym na jariej$ przestrzeni funkcyjnej (bowiem jej ar-
gumentami s3 funkeje czzsu). iWolec tego omawlany problem sformuko-
waé mozna nuzstepujzeco:

Dany Jjest funkejonar £(x)} , okreslony na pewne}j przestrzeni
funkeyjnej I . Nalezy znaleié¢ takl punkt 1 x, ‘te] przestrzeni
w ktérym funkcjonakt osisge r2 przyktad maksimum, to jest

f(xo) = mex f£(x)), (1)
IEeT

gdzie U (podzbiér przestrzeni X ) jesz zbilorem rozwigzed dopusz-
czalnych, tzn. zblorem funkcji czasu, okreélonych na odcinku @,T]
1 speiniajgcych zadane ograniczenis. Ogreniczenia te zepiszemy w

postaci

g(x) 3 0, (2)

gdzie g Jest operatorem , tj. funkejg, ktdére] argumentami sg ele-
menty przestrzenli X , a wartodclaml - elementy innej (lub tej sa-

mej) przeatrzeni funkcyjne] Z , co zapiszemy symbolicznie wzorem

g : L— Z .Element z =g(x), z €2, jest wiec xréwniez pewns

funkcjg czasu, a nieréwnoéé (2) oznacza, ze nieujemne sg wertodei

funkeji z(t): z 0, jesli z(t)) O 2],

1) Elementy przestrzeni funkeyjnej (funkeje) tworzg przestrzed
liriowg .(mozne Je dodawaé i mnozyé przez liczby) . Przez analogig
do wektorowej przestrzeni skoriczenie-wymierowe] nazywamy je tez
punktami lub wektorami.

) Piszeny tekte 5,y 7, , Jedli 2, - 2,3 0. Tek zdefimiows-

ne nierdéwnodcl dla funkc]li mejg wszystkie wZasnodci nierdéwnodel
liczbowych (mozna je dodawaé,mnozyé przez liczby nieujemne i prze-
chn%zié po obu stronach do granicy), co usprawiedliwia usycie zna-
ka "y "
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Na przyk¥sd ograniczenie a(t) ¢ x(t){ b(t) moine sapisad =
postaci (2) wprowadzajac operstor g(x) = {g.[(x), 52{1:)> s glzle
31(:(} =x=~a 1 ge(x) = b ~ xz . Przyjmijemy przy tym, Ze dla pa-
ry uporzedkowanej z = <z1, z2> rieréwnedé 2 » 0 Jest réwnowesi-
na dwu nierdwnodcliom Z4 > 0 i Zy > 0 ; podobaie d2la n-tki upe-
ragékowane j

2= KZqs Bps eeey EpY i 2% 0 ocnacza, Zze 233 0, (3}

dla 1= 1, 2, seey .

Przestrzed par uporzadkowanych <Bqs 25> gdzie Z4 & 31 s 2
2, & 52 s nazywamy iloczynem karitezjaviskim przestrzeni z1 przezi,
1 oznaczemy 21 X 32 . W podanym przykXadzle argumenty i wartodei
operatordw g i 85 nalezg do przestrzeni I , 84 t X —> X,
gy ¢ X —> X, za§ operator g prrv’ aje wertodel w karteszjad -
skim iloczynie przestrzeni X przez siebie: Z =X Xx X .

% podenych okredlen wyniks, 2Ze Jesli jaoked§ funkeje x  speinis
jednoczeénle dwa ogranicszenia nierdéwnodclowe postscl &4 {x) 70 i
g1(x) > 0 , to cpeinie one ogreniczenie réwnogelowe £q {x) =0,
zatem to ostetnie jest szczegélnym przypadkiem ograaicszsnis {2) ,
gizie g(x) = <g1{x), -51(::)} i

W delszym ciggu zekXedamy, 26 X 1 2 sg prsestrzeniem! Bena-
cha, tj. przestrzeniemi unormowasnymi zupeinymi 3J. W wighkszosdel
prektycznych zestosowed to zeXoiZenle jest speinione,w szczegblnod-
c¢l dla przestrzmeni funkejl cizgiyech & fO,T} , Ograniczonych,mie-
rzalnych i [o, T\, catkowalnych w p-te] potedze IF [0, T], 1£
£ P< oo orez dla iloczynéw kertegjedskich tych przestrzeni. Po-
nadto zakiadamy. e funkejonsk f 1 operator 2z 84 riéznlezkowel-

3) Dzigki nermis okredlons jest pojecie gramicy: méwimy . Ze
x, =» %, Jesli clgg liczbowy ]ixn - i Jest zbiezny do zera.
Przestrzeniz szupeins nagzyweny przesirzed, w\i:'i:érej kazdy cigg

Cauchy’ego (tj. teki. ze N, = 0 —> 0 ; jest zblssny.
DI - OO
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ne w sensie Frecheta. Podstawowe dla przedstawlane] ponizej metody
pojecie rézniczki Frecheta omawliamy obszernlej - wraz z przykiada-
ai obliczeniowynl - w dodatku., Zekozsnie, i2 I 1 2 s8g prze -
strzeniaml unormowanymi, jest potrzebne gibéwnle dla zdsfiniowania
tej rézniczki, bezposrednio zaé pojecle normy nie bgdzie wykorzys-
tywane.

W rozdzieXsch 2 1 3 omdwimy, nadajge dowedy podstawowych twier-
dezeri, metode rozwigzywania postuwionego zagednienia wariecyjnego,
ktéra stenowi uogbélnienie znane] metody mnoznikéw Lagrange’ a.W roz-
dsziasle 4 podamy przykied zastosowanla tej metody dla wyznaczania
optymelnego programu prscy dwu elektrowpi (wodnej i cieplnej).

Dle umlejetnodci stosowania omawianej metody potrzebne jest w
zassizie tylko znajomodé tresel twierdzer 1 1 2 (rozdz. 2.2) oraz
réwnari wyprowadzonych w rozdz. 3. Do rozpisenis tych réwnai w kon-
kretnych zadaniach niezbedna jest poze umiejetnodcig obliczania
rézniczkl Frecheta jedynle znajomod§é ogélnej postecl FfunkcjoneXdw
linjowych (tj. eddytywnyeh jednorodnyeh i ciggiych) nieujemnych,o-
kre§lonych na rozpatrywenych przestrzeniach funkeyjnych (dls prze=-
strzeni C i IP , 1 p £ <o podajemy jg W néatqpnym podrozdzie-
le). Przy posiugiweniu sig¢ warunkemi koniecznymi uzyteczne byé mo-.
gg tekze twlerdzenis podane w rozdz. 2.6.

2, Metoda funkcjonatéw Lagrange’a

2.1, Metoda mnoznikéw Legrange’a
Metoda mnoznikéw Lagrange’a w klasycznym zsdaniu wyznaczanie
ekstremum warunkowego funkeji wielu zmiennych £(x) (gdzie x =<x,,

Xgy eeey Xp> s tie X Jest przestrzenig n-wymiarows) przy k og -
raniczeniach postaci

51(x)"or i-1p 2. ey k} k(n, (4)
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(gdzie 8 =& funkcjami rgecgzywistymi n szmiennych) polega, jak
wiadomo, na gnajdowaniu uktsdu k licgb )\?, )\g, e )\: (mpo-

snikéw Legrange’s) i n skadowych xJ wektora x, , speiniaja-
cych réwnanie (4) i réwnanie ' .
k
af(xy; x) + Z, Af . dgy(xyp x) = 0 (5)
i=1 -
: = (af(zo)
dle keidego x , gdzie df(xoi x) = m——

x, 3 dgy(xys x) =
=IO °

2 (asi(ro) )
= — % (te réinicaki supelne odpowiadajs réénicskon Fre-
= %% |
cheta). Poniewss réwnanie (5) musi byé speXnione dla kazdego x ,

jest ono réwnowazne n rdéwneniom

k
tlx) Y, gy (x,)

=0'J=1’2,co-pn, (58)
"bxj 11 "bxj ' -

ktére razem z k réwnaniami gi(xo) = 0 pozwelajs wyznaczyé n+k
niewiadomych )\2 i xg « Jesll ograniczenia majg postaé 51(1))/0
1i=1, 2y esey £ (tu jus nie musi byé k < n), to zgodnie =z tzw.
résniczkowymi werunkemi Ruhns-Tuckera /7, 8/, obok réwnafi (5a8) ma-
my do dyspozycji zemisst réwneh (4), ktére nie musza jusz byé oczy-

wifole speinione w punkcie x, , nestgpujgce warunki:

230 (6)
i= 1' 2, seey k.
AS gy(x) = 0 (1)

‘ﬂprowﬁdzajqc tzw. funkecje Lagrange’as w posteci @(x, A) =
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k
= f(x) + Z )\1 31{1), mozemy réwnenie (5) zepisaé krétko w posta~

i=1
ci d @[‘(xo, A3 ] 0 dla ketdego x a Podobnie mozne zapl-
saé réwnaenie ’7) )\@ [(xo, )L )3 )\o] =0% ., Przez )\ (odpowied-
nio )\o ) ozneczylidmy tu we‘-'tor A= <.A1, "\2’ T )‘k’ s ktd-
ry wyznzeza funkejonet liniowy , okredlony na k-wymiarowe]j prze -
strzenl 2 wartodol ajarctors giz) = <g.l(x), gz(x)....,sk(xb

k
wzorem A\ (z) = Z ’\i zy
1=1

T pracy /1/ T. Hurwicz udowodniZ, ze werunki typu (5), (6) oraz
(7) mogg byé ucgbélnione nz przypedek nieskorczenie wielowymiaro -
wych przestrzeni funkeyjnyeh X 1 Z .

2.2, Funkcja Lagrangs’e 1 funkcjonaly nieujemne

Aby podaé dwa podstawowe twilerdzenia L. Hurwlcza, wprowadzimy

nastgpujgce pojgcia:
Definicja 1. Funkcja Lagrange’e nazywamy wyrazenle

Glx, A) = 2(x) + J\[s{xJ-_\, (8)

gdzis A jest funkcjonaiem liniowym, okreslonym na przestrzeni Z
wartodcl operatora g (sama funkcja Lagrange’s jest funkcjonatem
lipiowym tylko wéwezas, gdy f 1 g 38 liniowe).

W dalszym elggu bgds nas interescwaly Jadynia nieujemns funkejo-
naty A

Definicja 2. FunkcjoneXem nieujemnym A > 0 nezywamy funkejo-
nat liniowy, ktéry na wezystkich argumentech nileujemnych przyjm:je

4) Symbol dx@ [(zo,}\ );x] (1 odpowiednio d\é [{xu, A o)} _}\ol)
oznecza réiniczke funkeji w punkeie (x A ) wzgledem pvzyrostu
<x, 0> (odpowiednio < 0, Ay > ).
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nieujemne wartodci: jesli z > 0, to Ale) >0 (oczywiscie & ) ©
w sensie oméwionym przy nieréwnodei (2), bowiem 2z jest tu ele-
mentem dowolnej przestrzemi).

Aby méc rozpisaé wyrasenie (8) przy danych £ i g ,nalesy zneé
ogblng postaé funkcjonaéw liniowych nieujemnych, okredlonych ns
rogpetrywanych przestrzeniach.

Funkcjonety nieujemne, okreélone na przestrzenl funkeJi catko-
walnych w p-tej potgdze, 1 { p { ©© , majg postaé ceXki

v i
A(s) =] 5(t) A(t) at, (9)
0

gizie A(t) jest funkecjg o wartodciach niau;agnﬁch prawle wsze-
dzie ( A(t) > 0 dla prawie kazdego t € [0, T] ), catkowalng w
potedze g , q = p/(p = 1).
Funkcjonaty nieujemne okreélone na przestrzeni funkcji ciggiych
majg postaé catki Stieltjesa:
T
A(z) = | 2(t) ad(s), (10)
0

gdzie A (t) Jest niemplejgcs funkcjg prawostronnie ciggis o wa~
heniu ograniczonym /9/ 8l .

5) Oznacze to, 2e funkcjg nalefgcg do I.p uwazamy z& nieujem-
ng, nawet jedli przyjmje ona ujemne warto$ci mpa zbiorze miery
Lebesgue’a zero, bowiem w tych przestrzeniach dwie funkcje przyj-
mujgce rézne wartodel na zbiorze miary zero uwazamy za jedng i te
sang funkcjg. .

Funkecjonery postaci (9) 1 (1C) =g oczywidcie nieujemne. 2
druglej strony kezdy funkcjonal nieujemny (na odpowiedniej prze=-
strzenl) daje sig przedstawié w tej wiesnie postaci, a zatem jest
wyznaczony przez odpowlednig funkcje A(t) (podobnie jak w prze-
strzenl n-wymierowe) przez n lieczb ,\1= -(x.‘. Xoy evey Lo =

n
= Z’)\ j_x:'_}. Stgd pochodzl nazwa ogélne] postaci !ancjonalu. Bez

i=1
zaXozenia, 26 A(t) 84 nieujemne lud niemalejgce wzory (9) oresz
(10) stanowig ogélng postaé funkcjonetdéw liniowych /10/.
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2.3.' Przypedek wielu ogranicszef

W prektycznych zagadnieniach mamy zwykle kilka ograniczed nie-
réwnodciowych si(x) >0, 8y t X =22y 1 =1, 2 sosy ke Dzigki
umowile okreélonej wzorem (3) mozemy, snalogicznie do uprzedniego,
zapisaé je w posteel (2) przy pomocy operatora g wyznaczonege

wzorem

8(x) = <gy(x), 8y(x)s eaey g (x)>, (11)

ktérego wartodci lezg w iloczynie kartezjmiskim przestrzeni Zy 3
s:I-—)Z;Z-z.lx 32 ves X Zp o
W zwigzku z tym musimy znaé postaé funkcaonatdt liniowyeh oras
funkcjonaléw nieujemnych, okredlonych na takim iloczynie. Dowolny
funkcjonar liniowy 1 , okreélony na ilocgynie kartesjafiskim X do-
wolnych przestrzeni Banacha xd y I = L% Xy X eee X XL Jost wy-
snacgony przez n-tke funkojonazéw liniowych ].J y 1 = ¢ 11,12,...
eesy 1, > prostyn wzorem
n ;
1x) = D), 1yx))s T = <20 Xy wenn 7)), (12)
J=1 ;

gdzie 1, oznacza funkcjona liniowy okredlony na przestrseni Xj.
Zbi6r wsszystkich funkcjonaléw liniowych, okre§lonych na przestrze-
ni Banacha I nazywamy przestrgenig aprzgtdg_g do X 1 oznasczamy
x* . Pisgenmy satem 1€ x* 1 1.€ X¥ . Na przyktad we wszorze
(8) A\ e z* , & dla operator'a (11) funkcjs Legrange’s’ ma postad

@(xi A) = f(!) + E /\1[81(&)] ’ sd‘ie A G zi .
1=1
Jeéli okreslony wzorem (12) funkcjonak 1 jest nieujemny, to
nieujemne sg wszystkie funkejonay 13 » zatem wzér (3) obowigzu-
je réuniez dla funkcjonaXdw.
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2.4. Twierdzenie o werunkach dostatecznych

Podamy obecnie proste i bardzo wazne dla zastosowald twierdzenie
o warunkech dostatecznych, wprowadzajge dla sformitowania jego za~-
Yozenia nastepujgce okreslenis:

Definicje 3. Funkcjs wklesig nazywamy funkcjg¢ speiniajgcg zale-
£nodé

dla dowolnych x,, X,

Qletz, + (1=%)x,) » Xglx)) + (1 =) Plxy), (13)
0 X <1

gdzie O jest liczbg rzeczywistg. Oznacza to, %e wykres funkcji
 lezy nie nizej niz cigeiwa Xgezgea punkty x, 1 x, (rys.1a).

g

.

a) b)

dy(x.

Eq“t}‘("" __1_ Gt

Lt 1%

X1 G-z Xa

P f———

Rys. 1

Funkcje L|0 moze tu byé zaréwno funkcjonsem, jak i operatorem - w
tym ostetnim przypedku znak " » " rozumlemy w takim sensie jek w
nieréwnosel (2). FunkcjoneX nazywamy gcisle wklestym, jedli nieréw-
no§é (13) jest spetniona ze gnakiem " > ".
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Funkejg nazywamy wypukXs, jedli we wzorze (13) nisrdwnoéé ma
zwrot przeciwny (zatem jedli. '\0'(-::} jest wklgska, to -»(]0{:) jest
wypukZa) 1 .

Latwo sprawdzié na podstawle definicji rézniczki 1 wzoru (13),
ze dla funkeji wklgstych 1 rézniczkowalnych zachodzi oszecowanie

Plxy) € Plxy) + Q@ (xg3 %, = xq), (14)

ktére méwi, 2e jedli argument doznaje przyrostu Ax = X, = X4, B0
22386 liniows prazyrostu funkeji d§(xyj x, - x4) jest nie mniejsza
nis przyrost wirtodel funkeji (xy) = ¢P(xy) (rys. 1b).

. Twierdzenie 1. Zatézmy, Ze funkejona* f 1 operator g (wzory
(1) £ (2)) sg wklesie _8) i résniczkowalne (w sensie Frecheta na
przestrzeni X ). Wéwezas, je§li istnieje taki punkt x, 1 funk-
cjonat liniowy A € 2¥, 4e spetnione sg werunki:

dla kezdego x€ X .
4, 8[(xgs Ag)s x| = af(xsx) + A [ae(xyix)] =0,  (15)

A0 - (16)
)\0 [5(10)] =0, ; {11)
8(xy) » 0 ,. - ~(18)

to zachddzi zalesnodé (1) przy ograniczeniach (2).
Dowéd. Wobec (18) x € U . Dzigkl zaozenmiu wklgsiodel f 1 g
ggodnie z (14) zachodza oszacowania:

2(3)  £(x,) + a2(x3 X - x,)

) Jedynymi funkecjami zarazem wklgs!:jmi i wypuk_lsﬁi 8g oézywi—'
écie funkcje liniowe,.

) Jesli o '
perator. est wklesZ to zblér U jJest uick
- (t3. wraz z kazdymi dwgmajpunkt : zi\'niera tgezacy je cdcinaﬁ: je-
§11 x,,x,€ U, to [Nx, + (1 -A)x,] €0, 0. ol K1)
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)\O[S(E)] £ )\O[S(IO)] + )\o[dg(xo; X - 10)]!

gdzgie X jest dowolnym elementem przestrzeni X . Dodajgc te nie-
réwnodci stronami otrzymujemy

£3) + N [sE)] € £(x)) + Mfelxy)] *+ 4, [(x50 A)iZ - x,).

Korzystajgc z (15) przy podstawieniu x = X - x, otrzymjemy

stgd
203 + N [eE)] € £(x,) + )\o[g(xo)], )

e korzystajge z (17)

£(x,) Y 23 + A[e@)]-

Ale dla kazdego X € U wobec (2) i (16) %[g(f)_]}O, zatem
odrzucejgc ten skadnik po prawej stronie powyiszej nieréwnodci mo-
zemy jg tylko wzmocnié, czyli dle wszystkich X speXniajgcych og-
raniczenia (2) jest f(xy) ) £(¥) , c.budude O

FNieujemny funkcjona% ,\0 € 7%, dle ktérego zachodza zaleznodel
(15) = (18), nazywemy funkcjonstem Legrange’a. Stgd tez pochodzi
proronowana nazwa omawianej metody 11).

9) Nieréwnosé ta méwi,ze @(x, A € Q(xo, Ay)» ti. w punk-
cle (x,, )\3] funkcja Lagrange e ma bezwzgledne meksimum po x .

Réwnie Xatwo mozne pokazaé,ze w tym punkeie funkcja (8) ma minimum
po nieujemnych J , dlatego nezywa sie on nieujemnym punktem sio-

dlo%m.
1 =
Twierdzenie to zosteXo udowodnione w pracy /1/ w ogélniej-
5268 ?nstaci, Jjednak przy niedcidle sformuiowanych zaXoseniach.

11

Nazwa ta jest usprewiedliwione tym, 2Ze warunki (15) - (17)
stanowig bezpodrednie uogblnienie werunkéw (5) - (7), w ktéryck

funkcjonat Lagrange’s wyznaczal wektor mnoznikéw Lagrange’a /\g ‘
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2.5. Twierdzenis o warunkach koniecznych

Przy konstruowaniu rozwigzenia optymalnego w prakiycznych obli-
czeniach wygodnie jest takze wledzieé, Ze funkeje x(t) nie spex-
niajgce warunkéw (15) = (18) nie mogg byé optymelnymi, tj. korzy-
staé 2 tych warunkéw jako koniecznych. Ponizej w twierdzeniu 2 udo-
wodnimy, Ze warunki {15) = (18) sg warunkami koniecznymi bez zeio-
zenia wklestod§ci f 1 g ., Jedoauk pewne zatoZenla odnoénie do wia-
snofel f 1 g w punkeie ekstremelnym x, (ktérych sens oméwimy.
doktadniej w podrozdz. 2.6) muszg byé speinione. iprowadzimy obe-
cnis pojecia pozwalajgce na sformutowanie tych zatoZed oraz podamy
trzy lematy. ' .

Definicja 4. Wariacjg dopuszczalng ze wzglgdu na  ograniczenie
(2) w punkcie x° nazywamy taki wektor x , ktéry speinia ograni-
cgenia w liniowym przyblizeniu, tj. dla ktérego zachodzi zaleznodé

8(x%) +ag(x% x) Y 0. (19)

. Definicje 5. Element x°¢ I nazywemy punktem regularnym ope-
ratora & » Jeéll dle kezdej wariac]i dopuszczalnsj x w - punkele
x° istnieje krzywa wychodzgca =z x° y styczna do x w tym punk-
cie 1 lesgce w zbiorze rozwigza¥ dopuszczalnych.

Poniewas krzywa w przestrzeni Banacha jest wyznaczona przez pe-
wng funkeje zmiennej rzecsywistej s (0 { s { 8.), 8,» 0 ) o
wartodelach w te] przestrzeni, za,damy tu istnienia ta.kiaj funke ji
o s) = 1, @y 12

() €T, (0)=x°, a (031)-.::-_ (20)
¢ 4’ ¥

Operator g nazwiemy regularnym , Jeéli kazdy punkt zbioru roz-
¥igzad dopuszezalnych x€ U jest punktem regulernym tego opers -

12)
Jarunki (20) sg réwnawazne podanym w /1 i majg postaé nie-
co dogodniejszg w obl?czenﬁ.wh. / 52
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tora. Definicje t¢ ombéwimy szerzej w podrozdz. 2.6, obecnie zad na
Jjej podstawie udowodnimy nesigpujgcy

Lemat 1. Zaxézmy, Ze x, Jest punktem maksymelnym funkcjoneiu
f 1 regulernym operatora g . Wéczaes zachodzi zaleinodé

Jedli g(x,) + dg(x,s x) » 0, to -df(z ; x) ) 0, (21)

tj, jedli ergument funkcjonaiu doznaje przyrostu o wielkosé warie-
¢ji dopuszczelnej x , to liniowa czgdé przyrodtu funkecjonaiu jet
niedodatnia (E_iégiowym przyblizenin funkecjona* nie zwieksza swej
wartodei).

Dowéd, Z definicji 5 wobec zaXozenia regularnodci wynike  ist-
nienie funkeji rzeczywistej F(s) = f [+(s)] . Poniewez z zaXoze~
nia w punkcie X, funkcjonax osigga swe maksimum na gblorze U, s

(0) = x_ (wzér (20)), to funkecja F(s) osigge meksimum w punk-
cie 8 = 0 . Wobec tego AF(0; 1) £ O (rézniczka ta jest liczbowo
réwne wartodcl prawostronnej pochodnej fumkcji F w zerze) & zgo=-
dnie 2 regutg réiniczkowanie funkeji zXoZonej

ar(os 1) = az [{P(0)s ad(os 1)] = aztzys 2,

Cobaededs
Zelesnodé (21) méwi, ze funkcjonak liniowy

1,(x) = -af(x,; x) (22)

przyjmaje nleujemne wartodei dla tyeh =z , dle ktérych nieujemne
wartodcl przyjmije operator

&(x) = s(x,;) + ag(xy; x), (23)
to jest

Jesli G(x) 30, to 1,(x)» 0, (24)
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Ne podstawie zaleznodci (21) dla uzyskania wzoréw (15)-(17) na-
lezy teraz wywnloskowaé istnlenle takiego funkcjonatu Lagrange’a
Ao > 0 (wzér (16)), Ze speXnione bedzie réwnenie (15), tj. xéw-
no$§é

1,(x) = Aj[z,(x)]- (25)

Przeprowadzeniu takiego wnloskowania przesgkedza fakt, Ze ope -
rator G (wzér (23)) nle jest liniowy; jest on sumg operacji li-
niowe]

L,(x) = dg(xy; x) (26)

i przeksztaicenia statego g(xo) « W zwigzku z tym okreélimy prze-
kssztacenie
L<s, x> = (s, sg(x)) +dglxy x)>, (27)

gizie s jest liczbg rzeczywistg. Przeksztatcenie L Jest jui
przeksztatceniem liniowym przestrzeni R X I w przestrzed BRXx 2
(gdzie R oznacza zbiér liczb rzeczywistych). Funkejona (22) mo-
&na oczywldcie uwasaé za okredlony réwnieZ na przestrzeni RX I
wzorem

1<s, x> = -af(x; x)- (28)

Okazuje sie, %e dla operatora I gzachodzl zaleZnodé analogicz-
na do (24), o czym méwi '
Iemat 2. Przy zatoZenlach lematu 1 zachodzl zaleZnodé

Jeéli L<s, x> 3 0, to 1¢s, x> 0. (29)

Dowéd tego lematu podajemy w dodatku.
Wprowadémy osznacszenia:

(8, x> =%, RxXI = W,

prsy usyciu ktérych zaleznodé (29) przepissemy w postaci
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Jefli IL(w) » 0, to 1(w)) 0, (30)

gizie Wl €& W . Dzieki temu, %e w zaleinosci (30) wystgpuje juz 1li-
niowy operator L , moZna na je] podstewie prey pewnym dodatkowym
gzatozeniu wnioskowaé istnienie odpowiedniego funkcjonetu Lagrenge’s.
Sprecyzujmy obecnie to zaXoZenle.

Definicja 6. Cigg funkcjonaXéw ‘l’: e v¥ negywamy sisbo zbiez-
nym do funkcjonaiu wrew » Jeéll dla kazdego wWE€ ¥ cigg li-
czbowy wartodecl wn(w) Jjest zblezny do w¥(w):

': '_1,. w , jesli uz(w) — w¥(w) dla ketdego w. (31)

Definicje 7. Zbiér funkcjonstéw QC WY negywamy siebo domknie-
tym, Jedli wraz g kazdym siabo zbiesnym cigglem funkcjonaXéw zewle-
ra on grenice tego ciggu, tj.

¥, t0 w¥eaq. (32)

24
jedll w:eq i wf—o«
Definicjg te omdéwimy szerzej] w podrozdz. 2.6.2, obecnie za§ na
Jej podstawie sformuiujemy podestawowy dla omawianej teorii
Lemat 3 (Minkowskiego-Farkasa). Oznaczmy przez Q, zbidr wszyst-
kich funkcjonatéw w¥ , ktére dajg sig przedstawié nastgpujgco:

viw) = v¥w)], v¥ 3o, (33)

gdzie vk jest funkcjonalem: liniowym nieujemnym, okredlonym na
przestrzeni wartodecl operatora L , tj. na R X Z :
vev¥, verxz.
Jedli zbidr Qp Jest sigbo domknigty, to nalezy do niego kazdy
funicjonsx w¥ o wiesnosei (30) 17/,istnieje zatem tekie v¥ o0,

13) gozywiscie funkcjonsky nalezace do Q, mejs wiasnosé (30).
Zetem jesli zbiér jest ssbo domkniety,” to zaleznodci (30) 1
(33) wyznaczajg po p¥ostu te same funkcjonaiy.
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te w szczegélnodcl funkcjonet (28) mozna przedstawié w postaci

1(w) = vz'[L(w)] 5 (34)

Dowéd tego lemetu podajemy w dodatku..

Cbecnie mozemy juz sformulowaé i udqiodnié twierdzenie o werun-
kach koniecznych. '

‘Twierdzenie 2. Zax6zmy, %e i

1) w punkcle x, funkcjonaz f osigge meksimum warunkowe (za-_'
chodzi ss.leznoﬁé (1) przy ograniczeniu (2));

2) punkt x_  jest punktem resula.rnym operatora g (definicja
5) ; ' '
L3 zbiér Sy (wzér (33)_} jest skebo domknigty (definicja T),
przy cezym przeksztatcenie liniowe L ¢+ W=V, i =R X X, V=R X 12
jest okredlone wzorem

0

I.(s,'z> = <s; sg(x,) +.ds(x°; x)>. -~ (35)

wéwezas istnieje taki funkejonax Lagranga 3 )\0 y Ze speln:l.ona
=8 warunki (15) - (18).

Dowéd. Warunek (18) musi ocgywiscie byé speiniony wobec (2).
Dzigkl zstozeniu 1 1 2 z lematéw 1 1 2 wiemy, Ze zachodzl salez—
noéé (30). Wobec tego zgodnie z lematam 3 istnteje takie vi € V¥,
Ze _ o

1¢s, xSy -vﬁ(]ﬁ(s. x>), (36)

_ pray csym
Va3 0. oo (37)

Zgodnie ze wzorem (12) mamy
vi¢s, 2> = Pt A, (2),

gdsis I jest liosbq, )\o € Z* 3 warunek (37) daje - zgodnie =
(3) - S



B0 » A0, (38)
sked (16)., Przepisujemy (36) korzystejac z okredled (28) 1 (35):
-df(xo; x) = }.\s + )\o[sg(xa) + dglx,s x}]. (36a)
Podstawliajac s = 0 otrzymujemy
at(xg x) = A [as(xgs 0],

czyli (15), a podstewiajge x =0, s = 1 otrzymuijemy

0= }1 + .Xo[g(xo)] "

Zgodinie ze wzoremi (38) i (18) oba sk*adniki po prewej stronie
tej ostetniej réwnosci sg nieujemne, a zetem oba muszg byé rdwne
zeru, co daje zaleznodé (17) i kodfczy dowdd 14).

W pracach /1/, /3/ L /4/ wyr6iniano dodetkowo, poza ogrenicze-
niem typu (2): Z(x) > 0 E:X—> % wystgpujace czesto w prak-
tyce ograniczenie

x) 0, (39)

(ktére oznaczae, ze rozwigzania szukamy wsrdd funkeji o wartoiciech
nieujemnych), & warunki typu (15) - (18) formuZoweni dle funkcji
Lagrange’s

d(x, A) = £(x) + A [E(x)], (40)

tj. nie uwzgledniejgcej tego ograniczenie, w nastgpujgeej postaci

14) Przytoczony dowéd jest prostszy niz podeny w /1/ gZéwnie
dzieki uproszezeniu dowodu lematu 2 (tj. przejdcie ou zaleznodel
(21? do zeleinodei (29) - por. dodetek). Dlz przypadku cgraniczey
réwnodciowych g(x) = 0 (kieay oczywiscie nie zachodzg werunki
(16} i (18)) +twierdzenie to na innej drodze (ne podstawie tzw,
twierdzenie o funkcji uwikZenej) udowodnikt L.A. Iusternik /1C/.
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ad [(xg M)t 35 = 0, (41)
dla kasdego x >0 a 5[{:0. ')'\u); 1 o, | (42)
aﬁi [(xgr A 31_0] =0, (43)
als kasdego A Y O aﬁa[(xo. 30); 3] 0. - (44)

Zaréwno werunki Kuhne-Tuckera, jak i warunki Hurwioza sg gwykle
gapisywane wiaénie w postaci (41) .= (44) (z dodatkowym  2gdaniem
‘X, % 0., S;b Y ¢ )2/, Varunki (15) = (18) stanowig prostszg, sle
) réwnowazng ich postaé. Réwnowaznodel tej dowodzimy w dodatku.
R Pozostak jeszoze do rozpatrzenia przypadek Edsznkiwania minimum
e ple meksimum funkcjonatu £(x) . Sprowadza si¢ on Xatwo do poprze~
-dn_iegé dzieki temu, ze jedli funkcjonat £(x) osigga w punkeie 5
‘minimum, to funkcjonat f(x) = -f(x) osigga w tym punkcie msksi -
 Nie zmienisjgc okredlenia funkcji Lagrange’s (8) i funkejonaiu
Lagrange’a (nieréwno§é (16)) ograniczenia zapisujemy w tym prazype~-
dku przy pomocy funkcji g(x) = -g(x) w postaci '

E(x').{; 0  (2a)

Warunki (15) = (17) 1 warunek (18) 3 przeciwnym zwrotem nieréw=
‘noéed 8g wéwczas warunkaml koniecznymi 1 dostatecznymi, jedli funk-
cjonax £ 1 operator g sa wypukle. : _

W podrozdz. 2.6 oméwimy sposcby sprawdzania, czy zetozenis 2 1
3 twierdzenis 2 sg speinione (sprawdzanie bezpoérednio na podsta -

+15) Warunki (41)-(44) oznaczajg, ze liniowe przyblijenie funk-
‘¢j1 Lagrange & ma w punkeile _(J:o, )\o) “maksimum po nieujemnych x
i minimom po nieujemnyoh A . Dlatego punkt ten.nasywa sis nieujem-
nym punktem gquasisiodXowym. Twierdzenie 1 méwi, ze Jedli f 1 g
-8 wklesie, %o punkt qnas?aiodlow jest zarazem punktem siodzowym
(por. odnodnik po dowodzie twierdszenis 1).
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wie okredler (20) lub (30) 1 (35) moze okazaé sig kopotliwe).

2.6, Zarozenia twierdgenia o warunkach koniecsnych

2.6.1. ZaXozenle regularnodci punktu x,

Dzigkl zaXozeniu, Ze punkt X, jest punktem regulernym opera-
tora g (definicja 5) dla rozwigzanias rozpatrywanego =zagadnienis,
mogliémy poélugiwaé sie -~ w mydl lemetu 1 = liniowym przybliZeniem
funkeji f 1 g . Zatozenie to bowiem zapewnlia odpowlednlic regu-
larny kszta*t zbioru rozwigzai dopuszczalnych U w poblizu punktu
X, s CO dla dwuwymiarowej przestrzeni I ilustruje rys. 2.

F00= £ (x)

grad §(xo)

\k;(g’; (M =g;(x) =0)

k1(q:(x)=0)

Ka rys. 2 zblorem U jest elbo zbiér U1 » albo zbldér U,.Zbio-
ry te sg ograniczone odpowiednimi czg¢dclami krzywej k.] (o xéw-
neniun 51(x} = 0) 1 krzywej k, (0 réwneniu sé(x) =gi(x) = 0,
&1 gé i g5 ~- funkcje rzeczywiste dwu zmiennych g3(x) = -gé(x)) i
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Przy ogreniczeniu g'(x) ) 0, g'(x) = (g,(x), gé(x)) gbidér U = U,
(pojedynczo zakreskowany), & przy ogreniczeniu g"(x) > 0, g"(x) =
= <s1(x). 55(:}) U=T7, (podwé jnie zakreskowany), bowiem funk-
cje 849 gé i 5'2' rosng w klerunkach wskszanych przez ich grs -
dienty. W obu przypadkach wektor h (leZacy ne stycznej do k, 1
X, ¥ punkele x, ) jest wariecjg dopuszezalng (definicje 4), po-
niewaz dg’(x,; h) = dg"(xy3 k) = 0 ( h jest prostopedZe do
gr'ad‘s.‘(on i grad gé(xo)hgrad 85(x,)),zaten g’ (x,) +‘dg'(xa;h} =
= g"(xo) + dg"(xo; h) = 0. Ale w pierwszym przypedku istniejg krzy-
we styczne do h leZgce w U1 y zatem x, Jest punktem reguler-
nym cperastora g , & w drugim przypadku styczne do h muszg le -
teé poza U, , ezyli x, nie jest punktem regularnym operstora g".

Jesli w punkcie X, funkecjonat f osigga maksimum  warunkowe
przy obu ograniczeniach (na rys. 2 przedstawiono ksztatt poziomicy
£(x) = £(x,) 1 klerunek wektora grad £(x,)), to w pierwszym przy-
padku w punkcie x, speinione jest oczywidcie réwnanie grad 2(x,)
+ _)\2 grad 51(10} + )\g grad gé(xo) = 0 przy nieujemnych liczbach
)\? i J\g,a w drugim przypadku wspéiczynnik ).g przy gred g§{x°)
musiatby w tym réwnaniu byé ujemny 1),

Oméwiona 1interpretacja geometryczna nasuwe dwa nastepujgce
twierdzenia, ktére znacznie utatwiajg sprawdzenie, czy zaXozenis 2

twierdzenia 2 jest speZnione.
Twierdzenie 3. Operator postaci g(x) = A(x) +b , gizie A -
operator liniowy, jest regularny.

16) Jak pokazano w /8/ (a dla przypedku nieskoriczenie-wielowy-
miarowego w /11/) bez zaXozenie regularnodci warunek konieczny ma
postaé o grad f(zn) + Agrad g(x,) = 0 ¥ > 0 . Dla operatora

g" ol = 0 4 rozwigzaniem réwnania (15) jest punkt x; niezales-

nie od funkcjonatu f . Podany przyk*ad ilustruje réwniez rdznice
migdzy omawlianym werunkiem a warunkiem regularnodci dla ograniczen
réwnosciowych /4/. Ten ostatni wymaga, eby w punkcie x, zbiér T

byt gtadki (co nle zachodzi, jesli erujg obe ograniczenia) oras

by wektory grad g,(x,) 1 grad ) x,) byy liniowo niezalez-

ne (co nie zachodzi takie dla g = gé).
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Dowéd tego twierdzenia polegea po prostu ne sprawdzeniu, ze dla
kezdego x € U werunki (20) sg spetnione dla funkeji [P(H) = x+sh,
gdzie h jest dowolna wariecjs dopuszezalng (tj. krzywg sgdang w
iefinicji 4 jest linie prosta) przy 0 <s, 1.

Operatory tej postacli wystg¢pujs na przykied przy ograniczeriun

amplitudy badZ ceiki sterowania:
t
a(t)  x(t) ¢ b(t) 5 e(t) & | x(7)aT ¢ a(v),
0

gizie &, b, ¢, @& = zadene funkcje czasu 1tp. Twierdzenie 3 mozina
réwniez wykorzystaé w przypedku kilku ograniczed nieréwnodciowych,
spodrdéd ktdérych tylko niektdére majg podobng posteé. lioze si¢ mia-
nowicie okazaeé, ze ta sama funkcja L"(5} = x + sh bedzie spe-
nisé warunki (20) dle pozostatych (nieliniowych) ograniczed - tak
jest w przykiedzie rozpetrywenym w ostatnim rozdziamle tej precy.

Gdy operetor g jest nleliniowy, ale jego wertodcl lezsz w pew-
nych specjalnych przestrzeniach funkcyjnych, znaczne uproszczenie
warunku regularnoicl podaje nastepujgce:

Twierdzenie 4. Zetézmy, Ze przestrzefi Z (wartodcl opratora g)
jest przestrzenig funkcji ciggiyech (Z = CED, T]) lub ograniczonych
mierzelnych (Z = IFW@, T]). d6wezes punkt x € U Jjest punktem re-
galernym operatora g , jedli w punkcie X, istnieje taka weria~
cje Gopuszezelna h,  , dla ktérej nieréwnodei (19) jest speXriona
w sposéb ostry, tj.

z = g(x,) + dg(xgs b)) > 0, (45)

gdzie znek " > " oznacza w przypadku funkcji ciggtej, ze

min zl(tJ >0
0gtgT



-

(tj. 2y(t) Jjest funkcjg dodatnig), a w przypedku funkcji ograni-
czonej mierztlnej, ze

ess inf 2z,(t) % 0,
t efo, 1]

Symbol essinf oznacza tzw. istotny kres dolny, tJj. kres gérny
po wszystkleh podzbiorach przedziaiu [O,T] miary zero z wartodcl
xreséw dolnych 17}.

Dowéd twierdzenia 4 zostal podany w pracy /4/ (nie przytaczamy
go ze wzgledu na to, iZ wymega dodé drugich rachunkéw).

Stosowanie tz:o0 kryterium ogranicza sie prektycznie do przypad-
ku funkcji ciggiych, bowiem dla funkcji mierzelnych (nawet ograni-
czonych) zak*ademy na ogék, iz Z = 12 » ze wzgledu na niedogodng
do obliczerd posteé funkcjonatéw liniowych okredlonych na przestrze-
ot 1. przypadku Z = C sprawdzenie warunku (45) (sprowedze-
jgce sig do znajdowania tekiej funkeji h (t) , na ktérej liniowe
przyblizenie operatora g przyjmuje wartodei dodatnie) jest bar-
dzo proste, co ilustruje nastegpujgey przykiad:

Przykiad 1. Rozpatrzmy ograniczenie

1

| ¢[x(v)]ar  at) , ogtgT, (46)
0

1) Rozréznienie to bierze sig stgd, 12 funkcje mierzelna nie
musi osiggaé swego minimum na przedziale [O,T] y zgdanie zad, saby
ta funkeja przybierasia wertodcl dodatnie prawle wszgdzlie, nie wy-
starcza,bowiem i wéwczas jej kres dolny mdégiby byé réwny zeru.Pod-
kredlamy,Ze nieréwnodé =z > O definiuje sig tez nlekiedy jako dwa
warunki: 2z >0 1 z # O. Speiniajgce te warunki funkcja moze byé
oczywidcie réwna zeru na jekimé zbiorze miery dodatniej, czego de-
finicja podana w tek§cie nie dopuszeza. Ogélnie warunek (45) mozna
sformutowaé jeko zadanie, by 2z, nalezata do wnetrze zbloru ele-
mentéw nieujemnych przestrzenl ~ Z (wnetrze zbloru skiade sig =z
tych punktéw, ktdre nalezg do zbloru wrez z pewnym otoczeniem, tj.
kulg o 4rodku w danym punkcie).Twierdzeniem 4 mozna postugiwaé sig,
Jedli zbidér funkeji nleujemnych posiada wngtrze, a tak nie jest we

wszystkich przestrzeniach P przy 1 p<eco .



to jest, jedli = = g(x) , to
t
2(6) « 6] (1) = a() - | P[x() a¥, 0gtgr,  (46n)
0

d
gizle (x) Jjest funkejg rosngeg o cigglej pochodnej ’(x)= &:;
za§ a(t) - nieujemng funkcjg ciggig. Wartodciami opratora g sg tu
funkcje ciagte, czyli Z = C[0,T] . Pokazemy, e operator tenm jest

regularny. W tym celu obliczamy jego résniczke. Poniewez () jest
t

rézniczkowalne, to dg(x; h) = -S tP'Ex('E)J h(T )aT . Z zaZoie -
0

nia, ze x(t) Jest funkcjgq dopuszczelng ze wzgledu na ogranicze-
t

nie (46), wynika nieréwnoéé [g(x)] (t) = a(t) - J l.?[x('t) av y o
0

dla kazdego 0§t T . Znajdsémy wariascje dopuszczalne.Zgodnie z
(19) begds nimi w szezegbélnobei tekie funkeje h(t) , dla ktérych

t
5 j (F'[x('f)]h{'b’)d'ﬁ 2 0, a wigec - ponlewaz z zaozenia If"(x)}o
0

- funkcje niedodatnie. Zgodnie ze wzorem (45) mamy znalesé takie
t
]
hy(t) , eby -j ¢'[x(T)]n,(T)aT > 0, ale tekimi funkcjemi sg
0
wszystkie funkcje ujemne, na przykiad ho(tJ = =1, ¢,b.d.d.

2,6.2. Zatosenle, ze zblér Q Jjest stabo domkniety

Zatozenie siaebej domknietodei zbioru QL byXo niezbedne po to,
by uzyskaé zaleznodé (25), tj. wzbr
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-df(xo; x) = )\o[ﬂg(xo; ::)].

W przypadku ckoficzenle wymlarowe] przestrzeni I wzér ten, tak
jak lemat 3, ma prostg interpretacje geometryczng /8, 4/. Oznacza
on bowiem, Ze gradient funkcjonatu £ jest kombinacjg liniowg o
w3pbiczynnikach niedodatnich gradientéw funkeji, wyznaczajgcych o-
graniczenie, tj. gradienty te muszg byé usytuowane wzgledem siebie
tak, jak to przedstawlono na rys. 2 dla przypadku U = '0'1 .

7 odréznieniu od warunku regularnodcl zatozenie 3 twierdzenia 2
nie ma jednak odpowiednika w metodzie mnoznikéw Lagrange’a (ani pro-
ste] interpretacjl geometrycznej), poniewaz w przestrzeni o skori-
czone] 1lodci wymieréw zbidr Qp (wzér (33)) Jest zawsze stebo
domknigty 18) « W przestrzeniach funkeyjnych tak jednak byé nie mu~-
si. Sprawdzaenie ozy zaXozenie 3 jest speinione w przypadku tych
przestrzeni, dla ktérych sformutowaliémy twierdzenie 4, sznacznie
utatwia nastg¢pujgce:

Twierdzenie 5. Jeéli 2 =C 1lub L* , to zatozenie 3 twierdze-
nia 2 mozna zastgplé warunkiem istnienia tekiego W € W = Rx X, aby

L(w) >0, (47)

gdzle przekszteicenie liniowe L : W=V, V=R x Z, Jest okre=-
§lone wzorem (35), a znak " > " oznacga , 1% dla pary <8, > =V
v = L(¥) szachodzg nieréwnodei 8> 0 1 % >0 (ta ostatnia w
sensie oméwionym po twierdzeniu 4) 19),

Dowéd tego twierdzenia podejemy w dodatku, natomiest korzysta -
nie z warunku (47) (réwnle proste jak z warunku (45)) zilustrujemy

18) 0gélniej,w refleksywnych przestrzeniach Banacha (tj.takich,

e (X¥)* = X ) w zaXozeniu lematu 2 wyma;anie stabej domknigtodci
‘mo2na zastgplé wymaganiem domknigtosci [/«

19) Ogdinie biorge, warunek (47) oznacza, 12 V ma nalezeé do
wngtrza gbioru elementéw nieujemnych przestrzeni V = pordwnaj
odnodnik przy twierdzeniu 4.
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réwniez ne przyktsizie operstora okres§lonege wzorem (46s).
Przyklad 2. Obliczamy wartodei IL(w) . Zgodnie z okredleniem
(35) i obliczeniami przykZadu 1

t 5
[Lw)] (8) = <oy | @ [ro(T ] x(T)aT + s{a(t) - § o) Em}%
0 0
otgT., (48)

Jak w przyktadzie 1 zekladamy, e q)'(x) jest ciagke 1 dodat-
nie, zeé x (t) oznecze rozwigzenie optymelne, ilamy znelefé teksg
pere ¢S, x> = W , aby wyrazenie (48) byto dodatnie dla kazdego
t € ]:0,’1‘] (tu Xx(%) nie mwusi byé funkejg dopuszczelng).Przyjmijmy

t
s = 1., Poniewaz a(t) -j I.P[xo('u )_]d'ﬁ = [g(xo,ﬂ(ﬂ jest nieunje-
Q

mne z zatozenia, wyra.zez_lia (48) bedzie dedetnie, je§li dodatnia be-
t '

dzie funkcje j ¥ [xo('tf J} x(T )aT . Z zalozenia LP' (x) > 0, za-
0

tem wystarczy wziaé X(t) > 0 dla O & é T , e teka funkcja o-
czywiécie zawsze istnieje (¥ tym prezypedku =x
punktem zbioru rozwigzai dopuszczalnych).

Przyktedy 1 1 2 dowodzg, Zze dla ograniczenia postaci (46) moZna
stosowaé twierdzenie 2.

W przypedku Z = LP \:O,T » 1 pg e, sprewigenie zatozenia
3 twierdzenis 2 mozna prowedzié na podstawie definicji sisbej dom=
knistodci w sposéb, ktdry ombéwimy dle przypedku Xk ograniczerd nie-
réwnodclovych, tj. operators g o postaci (11).

iWprowadZmy ozneczenie

o ToZe byé dowelnym

2t =5, gy(x,) + dgylxys x). (49)

Zgodnie z okreé$leniami (33) 1 (35) oraz reguts (12) dle funkejo-
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zazu v kezdy funkcjonax 1€ QI. Jjest réwny
k
1(w) = v*[L(w)] = sr + Z )\i(zi} (50)
i=1
gdzie /\15 Z: y T € R, & poniewaz v*} 0, to wobecokreslenia (3)
A120,1'1| 2‘ cany k’ {51)
ry 0, (51a)

DPodstawiajgc do wzoru (50) wyrazenie (49) na e grupujse

wyrazy tak, aby doprowedzié funkecjonex 1 zgodnie z regua (12)
do ogbélnej postaci 1l(w) = y(x) + Js , gdzle y € x"‘, < € R, mamy

k k
1(w) = 'G’F[L(w)] . Z A [og (x5 x)] + s{z )\i[si(xo) + r},(BOE)
i=1

i=1
a to znaczy, ze k
V= Z Ai[gi(xo)] T, (52)
1=1
k
(@ =S X fasy(x 1) . (53)
1=1

Aby dowiedé, ze zbidr Qp Jest stgbo domknigty, nalezy zgodnie
gz definicjg 7 pokazaeé, 1z, jedli 1n€ QI. y 1= <Y U, > i clag

st
1, — 1 (definicja 6), to 1€ Gy, « Ale zbiezno§é w iloczynie
kartezjafiskim jest zblezZnodclg po wspéirzednyech, tj. cigg par

st
<¥pr Op> — <3 U> =1 wtedy 1 tylko wtedy, kiedy

s
Jop—> ¥ tde yu(x) = y(z) dle kezdego x (54)
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orez
v, =V, (55)
Dlz denych operatordw 8y funkcjonar y jest wyznaczony wzo-
rem (53) i zelezy od J\i (0d ktérych wymagemy zgodnie z (51) tylko
eby byiy nieujemre), przy czym cczywideie kombinacje réznych Ai mo=-
gz wyznaczaé ten sem funkcjonax y . Zaiéizmy, Ze operestory g; me-
Ja t§ wizsnodé, iz ze wzoréw (51) i (53) wynika, ze funkecjonet y
moze byé dowolnym funkcjonetem nieujemnym (tj. przyjmijgcym nieuje-
mne wertoéci ns funkejach x(t) o wertodciech nieujemnych). ZaZo-
zenie to mozne dle danych 8y sprawdzié, korzystajgec z ogélnej po-
steci nieujemnych funkecjonexéw )\1 y okredlonych ne zedanych prze-
strzeniach funkeyjnyeh 2, (wzory (9) 1 (10)).
Jesli podane zaZoZenle Jest speinione, to zbldr {; Jjest siabo
domkniety w nastepujgcych trzech przypadkech:
2. Jesli liczra ¥ (wzér (52)) dle dowolnego ustelonego  funk=-
cjona¥u y nie gelezy od )\1 «» Tak jest ne przykZad dle 1linio3
k
wych operatoréw g, , bowlem wéwczas ylx) = Z )\i[dgi{xo; x)] =
i=1

k k
= A lgs(x)| 5 za8 U= As(x)-ﬁrr-y{x}i-r.
o bk 4 itc1it o (¢]

i=1 i=1

b. Jesli liczbe ¥ dle doweclnego ustslonego y moze byé dowol-
nie meig przy odpowiednim doborse Ai y Wyznecsejacych ten sem
furkejonex y (ze wzgledu na (51a) 1 zawsze moze dyé  dowolnie
wielka). Istotnie, oznaczz to, %e pe U rie sz neXozone Jakiekol-
wiek cgrenicsenis, a getem jekie by nie byio ¥ = liz l?'r__, pars
< ¥y o> e Qg 0 bo y Jest nieunjemny jeko granice clagu nieujem-
nych wobec przyjetege zelozenie funkcjonaldw y,.  (wzér (54)).

c. Je$li liczbe 7 jest ograniczone od Gou, minlmum to  jest
osizsane przy odpowisednim Goborze }\i (okraslejscyck cowolny p=
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stalony funkcjonaX y (1 wertodé tego minimum zalezy od y w spo-
560 _ciggry. Aby udowodnié to, oznaczmy te minimalng wartodé liczd

U dla funkcjona*u y takich, ze <y, ¥> € Qr» Przez \9} :

k
S Afe(x,)] . (56)

¥ = min {13': <:I,13">€QL}= min
g Ayo 1o

¥ '\i>

Uznacza to, Ze dla ustalonego nieujemnego y do zbioru QL ne~
lezs wszystkie pery <y, U> takie, dla ktérych & P U7 . Ponie-
wez zatozylidmy, 2e . IJ} zzlezy od y w sposéb ciggry, tj. za -
choazl zaleznodc '

x
jesll y, —> y, to % - o, (57)
n

a z definicji ¥ dle kazdego n jest ﬁn e 3 ‘7;; ( bo pary
< ¥y ﬁ'n> € g ), to przechodzgc w tej nieréwnodct do granicy
przy n —>» ©° memy ) >/ ﬁ'y y ato oznacza, Ze para <y, 1.9’>€QL '
c.b.d.d.

Zatem w ogélnym przypadku sprawdzenie zatozenia 3 twierdzenia 2
sprowadza sie do obliczenia ¥ zgodnie ze wzorem (56) 1  ewen-
tualnego sprawdzenie, czy zachodzi zaleznodé (57).

Koriczgc omawianie strony teoretyczne] metody funkcjonatéw  La~-
grange’ a wyprowadzimy w nastgpnym rozdziale réwnania, ktére wyni-
kajg z warunkéw (15) - (18) dla przestrzeni funkeyjnych C [0,7] 1
LP[O,T] y» 1§ p{ oo . Idee oméwionego ponizej sposobu wykorzysta-
nia warunkéw (15) - (18) do optymalizacji proceséw dynemicznych
zostata zaproponowana w pracy /3/.

3. Zastosowanie metody funkecjonatéw Legrange’a
w przestrzenliach funkeyjnych
3.1. Réwnania odpowlsdajgce warunkowi (15)

dystepujaca w réwnaniu (15) rézniczka funkcji Legrange’a
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ad [(x;o N)s x]

jest funkcjonatem liniowym y, , okre§lonym na przestrzemi X (tj.
¥ € x*) wzorem

Yo(x) = d@f{xo, }«o); ::] . (58)

Funkcjonal ten jest zawsze wyznaczony przez pewng funkejg y,(t)
(por. odnodnik po definicji 2), przy czym jedll X jest przestrze-
nia funkeji catkowalnych w potedze p , to

T
vo(x) = § x(t) y, (¢) at , (59)
]
gdzie y,(t) Jest funkcjg calkowalng w potedze gq = p/(p - 1).
Je§lli X jest przestrzenig funkejl ciggiyech, to
T
vo(x) = [ x(8) ay (v) , (60)
0
gdzie yo(t) jest prawostronnie ciggs funkcjg o wehaniu ograni -
czonym.

Poniewaz réwnenie (15) musi byé spetnione dla kazdego x € X,to

Yo ™ 0 20) s zatem w przypedku wzoru (59) memy réwnenie

¥o(t) = 0 dla prawie kazdego t € fo, T], (15a)

e w przypedku wzoru vy musi byé steta ne ceym przedzie~
aedk (60) O(t} i byé stax ¥

le |0, T czyli
[’ ] ’ Y d.‘ioft)

dt

=0 dla t€ (0, T) . (15b)

20) gzgoanie z definicjs gredientu funkejonetu /12/ ¥, =
= gred @(xo, )\0). Prezy uzyciu tego oznaczenia warunki (41)=(44)
zostaty podane w /3/.
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3,2, Réwnaenia odpowiadajgce werunkom (16)-(18)

ilarunki (16)=(18) przeksztaicimy zakladajgc od razu, Ze mamy k
ograniczed nieréwnodciowych, tJ. operator g postecl (11).Kazdy z
warunkéw (16)-(18) daje wéwezes, zgodnie z (3) i (12), k warun-
kéw;

)\i >0, (16a)
M) = 0, 1=1,2 .k, (170)

8(xy) 2 0, (18a)

gdzie <)\?. X2y seey Ap> = A 1 katdy funkcjonek A, jest
okredlony na odpowiedniej przestrzeni Zi ’ )\z & Z1 » Réwnania

k
(17a) pochodzg stad, ze wobec (12) /\o[s(xo,‘a = Z Ai [51("0)]
i=1

a suma ta réwna sig zeru zgodnle z (17) 1 kazdy jej skXadnik jest
liczbg nieujemns wobec (18a) 1 (16e).
Jeéli 2, = I¥ , to analogicznie do poprzedniego
T
2 9[es(xp)] 'é, [ey(x)] (®) « A3(®) at , (61)
gdzie wobec (16a) 1 (9) |

A2(t) 3 0 dla prawie kazdego t € [0,7]. (16b)

Zatem zgodnie z (188) obie funkcje pod caXkgq (61) s nieujemne,
czyll réwnania (17s) dajg réwnania

[si(xo)] () » )\g(t) = 0 dla prawie kazdego t€ [0,T] (1)

Réwnania (17b) wobec (16b) i (18a) sg réwnowazne dwu warunkom :
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jesli [g,(x )] (t) > 0 dla prewie kazdego t€ i, to Ad(t)= 0
dla prawie kazdego t € M ,
jedli .n\i(t) > 0 dla prawie kazdego t€ N, to [gi(xo)] (t) = ©
dla prawie kazdego t € § ,
gdzie ¥ 1 N sg dowolnymi podzblorami miary dodatniej (na przy-
kad podprzedzistami) odcinke [O,T_] (tu znak " > " ma oczywidcie
zwykly sens, poniewaz odnosi sig do liczb). Verunki te majg naste-
pujgey Jasny sens: tam, gdzie 1-te ogreniczenie nie ingeruje, tam
funkcja wyznaczajgca odpowiedni funkcjonal Lagrange’a znika; jedli
zad jest ona réZna od zera, to ogreniczenia muszg byé speinione ze
znaklem réwnodeci.
Jedli Zy Jjest przestrzenls funkcjl ciggiych, to zgodnie ze
wzorami (16a) 1 (10)
T
Aleg(xg)] = | [es(x)] (8) adie) (62)
0
gdzie }\g{t} jest niemalejgcea, co mozna symbolicznie zapisaé w

postaci
aA(t) 20, (16¢)

gdzie symbol d)\g(t) oznacza przyrost funkcji Ag{t) w dowol-
nie maeiym otoczemiu punktu ¢t 21 .

Jak poprzednio, na to, sby réwnanie (17a) byXo speinione, musi
wobec (16c¢) i (188) znikaé wyrazenle podcatkowe w catce (62),zatem

21) Gdyby symbol d Af(t) oznaczel przyrost w punkcie, to wa-

runek (15) speinis¥by malejgce funkcje ciggie, ktére wyznaczaja
funke jonaly ujemne a majg zerowe przyrosty w kazdym punkcie. Joze-

11 )\;(t) jest rézniczkowalna, to warunek (16c) oznacza oczywi-

arf(e)
dcie po prostu , ze - > 0 + Te ostatnia nieréwno§é jest
dt
réwnowazna (16¢), jedli rézniczkowanie rozumieé w sensie uogélnio-

arf(z)
nym (tj. jedli funkcje —3i— WoER byé S-funkcjami Diraca).
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dla kaszdego t € [0,T] [gy(x,)] (+) aA(t) = 0. (17c)

Anglogicznie do (17b) réwnenie powyzsze prowadzl do wniosku, iz
jedli odpowiednie ograniczenie nie ingeruje, tj. [gi(xo)] (t) > 0
ne jekimé§ przedziale lub w jakimé punkecie (e zatem wobec ciggZodel
g; 1 w pewnym otoczeniu tego punktu), to istnieje teki przedziex
bads otoczenie punktu t , na ktérym funkejae Ag(t) jest stala,
to jest dJ\g(t) = 0 . Je$li za§ na jekimé§ przedziele lub w punk-
cie przyrost )\i(t) jest dodetni, to na tym przedziele ludb w tym
punkcie ograniczenie musi byé speinione ze znakiem réwnodei (oczy-
miscie moze zderzyé sie , Ze oba czynniki w réwnaniach (1Tb) bgds
(17c) sg réwne zeru).

W praktycznych obliczeniach korzystenie z warunkéw (15) - (18)
sprowedza sig do korzystsnia z réwned (15a) albo (15b) orez (17b)
i (17¢). Te dwa ostatnie réwnania powoduja przy tym, dzieki zwizz-
kom (18a) i (16b) badZ (16c), znikanie pewnych czXonéw w réwnanisch
(152) lub (15b), znacznie je upraszczajge.

Oczywidcle w przypadku poszukiwania minimum funkcjonaiu zmianie
ulege jedynie gwrot nieréwnodei we wzorach (18a).

Przy wyréznieniu ogreniczenia X » 0, tj. korzystanin z wa-
runkéw (41) - (44), réwnenia (1Tb) lub (17c) nie ulegejg ouvzywid-
cie zmianie, bo - jek juz pokezalidmy - warunek (43) stanowi tylko
inny zepis werunku (17), podobnie korzystemy nadel z warunkéw (16b)
bgds (16¢) 1 (18a) (réwnowaznego warunkowi (44)) z dodatkowym we-
runkiem x (t)» O . Zmianie ulegaja natomiast réwnania (15a) 1lud
(15b). Warunki (41) 1 (42) ozneczejg bowiem, ze funkcjonek Yor O
kredlony wzorem (58), jest funkcjonatem niedodatnim, réwnym zZeru
éla x = x_ . Zatem w przypedku X = P [O,T] (wzér (59)) memy za-
miast réwnanis (154) nieréwnodé

Jo(t) 0 dle prawie kazdego 1 € [0, 'I']) (42a)
T

ze$ warunek (41), tj. yo(xn) =S ¥o(t) ::O(t) dt = 0 deje wobec
0
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tego réwnanie
yo(t) . zo(t) =(Q dla prewie kazdego t € [O,ﬁ] (41z)

Sted wynika, Ze jesli ograniczenie (39) nie ingeruje, tj.na je-
kim§ zbilorze miary dodatnie] xo(t) > 0, to prawle wszedzie no
tyn sbiorze y (t) = O . Analogioznie, dla X =C [0,7]  funkeje
yo(t) nie musi byé statms, a tylko nierosnsca, tj. tam, gdzle jest

dyo
ona rdézniczkowalna, E;— ég 0 , a réwnanie (15b) musi byé speinio-
tam, gdzie xa(t) >0.

Oczywidcie, ze wzgledu ne stoplen ogélnoscl rozweienego zagsed-
nienie wariacyjnego nle mozZna podaé ogdlnej metody rozwizzywania
wyprowadzonych réwnafi. Hatomiest wykorzystanie ich zilustrujemy na
przykzedzie wyznaczania optymalnego rozdziziu obeigzerd elektrowni
wodnej i cieplnej /13-17/. Dla prostego przypadku liniowego mono-
tonicznego przebiegu zapotrzebowesnia mocy i nisogreniczone]j pojem-
nodcl zblornika elektrownl wodnej zagadnlenie to przy uzyciu roz-
petrywanej metody byto oméwione w pracy /3/.

4, ilyznaczanie optymalnego rozdziaiu obelgzerd
elektrowni wodnej i elektrownl cieplne}j

4.1, SformuZowanie problemu

Rozpatrujemy dwle wspdipracujace ze sobg elektrownie.Zakladamy,
ze koszty pracy jednej z nich - cieplnej =~ zalsig tylko od zuzycia
wqgla, a praca druglej elektrowni - wodnej - nic nie kosztuje.Jed-
nostkowe koszty pracy elektrownl cieplnej sg zetem wyznaczone przez
funkeje F(Pc) » gdzie P, Jest mocg tej elektrowni w danej chawi-
11 czasu, Zaniedbujac wszystkie pozostsie czynnikl napiszemy, ze
datkowite koszty K pracy catego systemu w rozpatrywanym okresie
cgasu wynoszg
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r[E (t)]at (63)

P4
n
O =g

lakZedamy, ze funkcja F(P,) Jest rosngce, dodatnia, §cifle wy-
pukZa i posieda ciggta pochoéng 7’ = %E; y F(0) > 0 (rys. 3a).Po-
Q.

nadto zezktadamy, Ze moc Pc wystercza z:asze do pokrycia zepotrze-
bowania.
Charakterystyks elektrowni wodnej stanowi funkcja P, (q), gdzie
Ph jest moecg elektrcwni wodnej, & ¢ = przepZywem wody przez jej
turbiny. Zakledamy, Ze Ph(q} jest funkcjg rosngea o ciggiej po=-
3P
chodne} PL = E;E » DTZy CZYE Ehic} = 0, PLEO) >0 (rys. 3b).

Oznaczmy zapotrzebowanie mocy przez Pr « Zekraiemy, ze funkcje
Pr{t) jest zneng w rozpatrywznya DXresie czasu [O,TJ ’ ciggks
(niekoniecznie rézniczkowslna, i prrzecziefemi gcifle monotoniczng
funkejg czasu.

harunek pokrycia zepotrzebowsnis mocy « systemie ma pestad réw-
nania

PC + Ph = PI‘ . (64]
dyznaczajge z tego rdéwnenia Pc i podstawiejgc do wyrezenim
(63), otrzymujemy ostateczny wzér ne kosziy precy systemu

m

K@) = § #{e,(0) - 7, [ace)]fer . (65)
0

Zadanie polega ne minimalizecji tych kosztéw poprzez dobér op-
t-melnego przepXywu qo(t) ”

Eafkadamy, ze koszly jednostkowe pracy catego systemu, tj.funk-
cje Flqg) = F[Pr - Ph(q)] Jjest wypukia dla kazdego P, (rys.3c),
azigki czemu funkcjonaX {65) jest wypukiy (definicjs 3).
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Przeptyw wody przez turbiny elektrownli wodnej musi speniaé og-
raniczenia

0¢ a4, (66)

gdzie g jest stats maksymalng dopuszczalng wartodcig przeprywu.
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Ponedto zuaktademy, Ze elextrownla wodna posiada zbiornik wody o
pojemnodei V , do ktdérego dopiywa stary strumied wody p ,0<{p<{ Q.
Poniewez gbiornik nie moze zostaé przepeiniony, a 'zuzycie wody nie
no0ze przekroczyé Jje] zapasu, przepiyw q musi speiniaé dodatkowo
¢la kazdego t£ [0, T] ogreniczenia

t
v,+p.t-VE | a(T)aT € vy +p.t, (67)
0
gazie v, > O oznacze zapas wody w zblorniku w chwili poczgtkowe]
t = 0 . Ograniczenia (67) stenowlg o dynamicznym charskterze roz-
petrywenego problemu.
Wreszcie przepiyw o musi byé teki, aby moc elektrowni wodnej

nie przekroczyie zapotrzebowania
Pla) B, (68)

4.2, Funkcja Lagrange’e i réwnania wynikejgce z warunkéw
(152), (16b) i (16e), (170} i (17c) orez (18a)

iprowsdZmy operator g(g) o posteei (11), przy pomocy ktérego
zgodnie z umowg (3) wszystkie podane ozraniczenis (66) - (68) ze-
piszemy w stendertowej formie (2a) E(q) §0:

8(q) = <51(Q): 52(51)! 83(‘1)1 54(‘-1)3 85(Q.)> ’ (69)
guzie
[s,[q}]t ==-q(t) £ 0, (70)
(o)) (£) = qlt) =53¢0, (71)
t
[e5(0)](t) = § a(T)at - (v, + 5. 8)g 0, (12)

0
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t

[54(q}](tJ-vo+p-t-V-jq('UJd'F £ 0, (73)
0

85(‘1) » Ph(q} - Prs 0. (74)

Nierdéwnodcl powyzsze przy q = q, cdpowiadajg warunkom (18a)
(rozdz. 3) dla przypedku poszukiwania minimum. Aby wyznaczyé funk-
cjonat y, (wzér (58)), nalezy znalefé rézniczke funkeji La-
grange’'a (8) w punkeie (aqgs A o) + Funkeja ta zgodnia z (12) ma w
rozpatrywanym
rozpatrywanym przypedku posted & (q, A) = K(q) + Z Ai[gi(q)]

i=1
Poniewas nie znamy z g6ry funkcjonatu Lagrange’s
J\o = <l\$s giAgI :IA;:)]
busimy przy tym korzystaé z ogélne] postaci funkcjonatéw nieujem-
aych (9) lub (10), e zatem okre§lié przestrzenie Z; warto§ci ope-
ratordéw 8y Wbwezas bedziemy mogli takze napisaé warunki (16a) w
postaci (16b) lub (16¢), a (17a) - w postaci (1Tb) lub (17e¢).Warto-
$ci operetoréw g, 8, 1 g; nalezg do tej samej przestrzemi co
argumenty, nalezy wigc tez okre§lié przestrzer rozwigzai X 9 q, co

pozwoli réwniez napisaé réwnanie (15) w postaci (15a) lubd (15b).
Rozwigzania szukamy w klasie funkeji catkowalnych w kwadracie za-

Xisdajac, se q € L°[0,7] (poniewas wszystkie funkcje rozpetrujemy
na odcinku [O,'I'] y W dalszym ciggu pomijamy ten indeks przy ozna-
dgeniach przestrzenl). Zatem w naszym przypadku X = L2, 84 :Lz—b L2,
8y : 12—y L2. g3 ¢ 2 — Cy g ¢ 12— (bowiem wartodéci operato-
rdw g 1 g 58 oczywiécie funke jami ciqglymi). 8 : *—T® 4
F:2572,gazste 2=1%x 12x ¢ x ¢ x T2 . TWobec tego zgodnie z
{70) - (74)

T T
) =) F{?,(t) = Ph[q(‘cl]}dt + [Fa) A (t)at +

o] 0
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T T t
+§ fae) = 3 Mpwdas + § [ aldar = (v, + pet)]adg(e) +
¢/ 0 0
T 1] T
¢ | forg + pet =) = f atmiar] adg(e) + | {Byfas)] «
0 0 0
- Pr(t)} Ag(t)at (75)

i przyréwnujgc do zers odpowiednis wyraienia podcatkowe W tym wzo-
rze przy podstawieniu gq = Q¢ )\1 = .\2 otrzymujemy od resu réw-
nanie (17a), ktére wobec powyzszego dla operatordw B1» Bp i 85
mejs postaé (17b% e dla operatoréw 83 i g4 postaé (17c):

“a(£) AS(t) = 0, (76)
[a,(t) - TIA3(t) = 0, (1M
t
[§ apteiar = vy + p.t)]d N(t) =0, (78)
0
t
[(7 ¢ bt =W = fay(z)at] aXd®) = 0,  (19)
0
{Zale®)] - B8] A%8) = 0 -

Funkcja (75) jest rézniczkowalna dzigki zaXozeniu rézniczkowal-
nogel F 1 P, . Obliczajgc je] rézniczke w punkcie (qo, o) 280~
dnie ze wzoraml podenymi w dodatku otrzymujemy

4 [(agr Ap)s Q] = yolQ) =
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T
:{Pr(t) - Ph[qo(tﬂ} P [, (e)] altdat = | AQ(t)a(t)at +
0

T
Awaae + §[§ acmiar] aAde) +
0

O Yt

t T
f Q(‘l:)d'li'] adg(t) + | Ppfa (¢)] AS(t)a(tdat
0 0

+
O H Ot+—H O3

L |

Aby doprowedzié to wyrazenie do postacl (59), nalezy jeszcze do
anelogiczne]j postaci doprowedzlé czwartg i platsz catke, tj. wyod -
rebnlé wystepujacy god carkami podwéjnymi "przyrost" q(t). Catku-
jac przez czgscil 22 y otrzymujemy po prostych  przeksztaiceniach
ostatecznie

T
vola) = E{){-p’{rr(t) - Bulao(0]] Bplag(e)] - Af(e) + A(e) +

T
+{arg(r) - aAJ(T) + By [a,(t)] )\;;t)}q(t)at,
t

& ——i3

wobec czego réwnanie (15a) me w naszym przypadku postaé
P
#{2,(8) - Byfag(t]] Bfag(t)] - AS(E) + AZ(6) + faAg(w)

t

L
- fargem) + e (0] ASw) =0 (81)
t
T T
22) 1
Wediug wzoru 5 x(t) dy(t) = x(t) y{t)\o - 5 y(t) dx(t) .
0 0
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Cztony te; samej posteci tylko o przeciwnych znakach w tym réw-
naniu odapowiadajg ogreniczeniom dwustronnym: drugi i trzeci - og-
venicgeniu emplitudy (66), & czwarty i piaty - ce¥ki (67). FPostaé
+ h ostatnich powoduje przy tym, ze gby wyznactiyl roswigzanie w
punkcie t , musimy znaé jego "przyszly" przebieg 2z do T w zwig-
zku z globalnym w czasie cherakterewm ograniczeh (67).

Jedll funkcja Ph(q} jest wypukia 231, to wypukly jest opere-
tor & (wzér (75)), a zetem i § (wzdér (69)), poniewa: opereto=-
Ty &1 - & (wzory (70)=(74)) sg liniowe niejednorodne. licbec tego
jedli dobierzemy nieujemne prawle wszedzie funkecje .A?(t},)\;(t) i
.\g(t) i niemelejgce funkcje Ag(t} i /\g{t} oraz  speiniajgey
ogreniczenia (7C) - (74) przepZyw qo(t} tek, aby byty speinione
réwnenie (76) - (81) , to a,(t) Dbedzle rozwigzeniem optymalnym
na mocy twierdzenis 1. Jedli funkeje Ph{q} jest liniowe,to funk-

cjona (65) jest gcisle wypukly i rozwizzanie to jest jednoznaczne.

Z drugie] strony moina pokazad /f4/, ie w rozpatrywenym przyped-
ku sg spefnione zatozenis twierdzenis 2 "/, wobec czego dla kas-
dego rozwligzanis optyselnege musi istried tski nieujemny funkejo-
nat ,ko , aby byXy speinione réwnania (76) - (81) .

23) Zetozenis tego mozna pozbyé sig /18/,wymaga to jednek uzy -
cis percziej zozonych i mecaiejszych metod warlachnych! aag np.
rozwinicte w pracy /11/.4 szczegélnosci polgczenie ograniczen (71)

i (74) w jedno: gq ¢ min [ﬁ, P;1(Ir)] prowadzi do operstora nie-
rézniczkowelnego w sersie Trechets.

24) Regularnodéé operatore g Zetwo jest udowodnié metodg omé-
wione po twierdzenmiu 3. Okezuje sig przy tym, 2e dle Ifunkcjl

¢ (s) = q+sh Jest s = PL(O)JPE{E) . Stebg domknietodé zbloru
°1 mosne udowodnié ogblna metods oméwiong pod koniec rozdz. 2.3.

Okazuje siz przy tym, ze rozpatrywany tes przypedek b zachodzi dla
v,> 0, za$ przypedek ¢ dla v, =0 (1ub Yy = Yk b jesli mini-

malny dopuszczelny poziom wody w zblornmilu v, > 0).



-41—
4.3.Rozwlzzanie dla zapotrzebowania z dwouwa szczyteami dobowymi

Bedziemy starali sig przewldzieé¢ najpierw kszteit rozwigzania
qo(t) speiniajacego ograniczenie (7C)-(74) 1 dla tego rozwigzenis
wyzneczaé °(t) tak, sby byly speinione rdwnania (76)-(81).Réw-
nenia te dadzq zarezem zwigzki pozwalajgce na $ciste  wyznaczenie
q4(t).

Zatxézmy w tym celu, ze okres czesu T cdpowiada jednej dobie i
przebieg zapotrzebowania dobowego Pr(t} ma dwa szezyty dobowe -
rys. 4e. Z uwegi na to, Ze funkcje F rodnie szybko w zakresle du-
zych wexrtosci Pc » elektrownie wodna powinna prescowaé z meksymal-
ng mocg Ph(E) wiadnie w okresie szezytdw. Ogreniczenie (71) Te-
dzle przy tym ingerowazo, jesll ta moc nle wystarczy na pokrycie
zapotrzebowenla. Ograniczenle (72) bgcdzie ingerowako,jesli w okre-
sile szezytu zostanie wyczerpany zblornik. Skoro zbiornik zostanie
wyczerpany, to przed szczytem op¥eca sig go napeinié,przy czym mo-
ga 1ngeroweé ogreniczenia (7C) 1 (73).Wreszeie pod koniec doby,
gdy zapotrzebowsnie opadnie na tyle,ze bedzie je mogta pokryé sama
elektrownia wodna, powinna precowaé tylko omna, w zwigzku 2z czym
ingerowaé bedzie ograniczenie (T74).

Przeprowadzone rozumowanie, ogdlnie biorge, cdpowieda temu, ze
cheielibyémy dle minimelizacji warto§ci caiki (65) minimalizowad
po prostu wartodci funkeji F w kasdej chwili czasu przy ogreni -
czeniach (66) i (68)v To moze jednak nie udaé sig ze wzgledu ns o-
greniczenia (67) i taki wradnie przypadek przewidujemy.

Przewldywany przebieg roswigzenia qo(t) przedstawla rys. 4b .
Gdy zbilornik jest napeXniony, caka dopiywajaca woda musi byé od -
prowadzana, a gdy zbiornik jest wyczerpany, dysponujemy CO D&jWy=
%e] dopiywem p , dlatego 4,(t) = p na odeinkach B2’ tEI ’
[ty00 t11] [tgr t7] 1 [tq40 t15] ;oW szczytach z  zakozenia
g (t) = q , a w okresie akumlacji wody g (t) =
Nie znamy zaé przeprywéw ql - qg i czaséw przelaczeﬁ t -th.
Przepiyw qo(t) mozemy wyznaczyé od razu, poniewaz z zelozeniea
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ne odeinku [t15, T] zachodzi réwnanie Ph[qo(t)] = Pr(tJ, zatem
aS(t) = B[R (4)] , tis gt (82)
i czas t15 jest nejwiekszym pierwiastkiem réwnania
P (t) = By(p) . (83)

Wszystkie wymegene werunki sg przy tym speinione. Istotnie, dla
t € {t 15° T] nie ingerujs Zzedne ogram.czen:l.a poza (T4), wobec cze=-
go 2z réwner (76)=-(79) mamy tu /\ ./\D = 0; )\o = const,
)\o(tJ = const i zgodnie z (82) rér‘nanie (81) upraszcza siq do po-
steci ¥ (O)Ph[qn{t)] = P}'l[qg(t)l A2(t) , astad AZ(t) = F(0)>
>0.
Znajomodé q_g(t} da;je wygodna ze wzgledu na postaé calek
T 7
Sd)\g('ﬂ) oraz j d)\:(‘l:')
t t
mozliwodé rozwiazywania uk}edu réwned (76)=(81) "od kofica".iprowa=
Gimy dla uproszczenia zapisu réwnenie (81) oznaczenie

¢las #) = F{E,(t) - B, e} 2 Tat)] (84)
A

Dla kazdego t funkeje Ll?(q, t) = - ax i zgodnie ¢  zeloze-
dq

riemi o charskterystyce ekonomicznej catego systemu (iya.Sc) funk-
cja ta jest nierosngcg funkcjs q (malejgeg, jesli F jest 4Seci-

$le wypukZa).
La odcinku “14’ tys ) ze znakiem ostrej nieréwnodel sz spei-

nione wszystkie ograniczenia poza (T72). Zatem tak jak  poprzednio
réwnenie (81) upraszcza sig tu do postaci

(o, t) = j aA3(T) = AY(T) - AS(t) . (85)
t
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Ze wzgledu na monotonicznoéé F funkcja Q(q, t) dla q = const
ma przebleg taki jak P.(t) . Stad wobec (16¢) wynika podstawowy
wnlosek, Ze ograniczenie catkowe (T72) moze ingerowaé jedynie tam,
gdzie zapotrzebowanie P, (t) nie rognie. Z zalozenia §ciskej mo-
notonicznodeci P (t} w'ynika, %e ne rozpatrywanym odcinku /\3(t;
roénie.

Réwnanie (81) musi byé speXnione tylko prewie wszedzie, dla wy-
znaeczeniae punktdéw przekgczenia tT - t14 zad niezbedne sg zwigz -
ki, ktére muszg zachoazié wiasnie w tych punktach. Aby uzyskaé te=-
go rodzaju zsleznodel, postuiymy sig¢ nastepujges ogélng metoda:

Dzigkl zaXozeniu clggie] rdznlczkowalnodel F 1 P, oraz cig-
grodei Pr(t) funkcja (g, t) Jjest clagig funkeja czasu.Bgdzie-
my pisali réwnanie (81) dle przedzialéw lezgcych po obu stronach
punktdéw przekgezenia 1 korzystajac z clagXodel ¢{q, t) przecho-
dzili w tych rdéwnaniech do granicy dla t dazacego do odpowiednie-
go punktu przeXgczenia z jednej lub drugiej strony. Na przyktad
przechodzge w réwnaniu (85) do granicy dla t dazacego lewostron-
nie do tyg otrzymujemy ¥’ {OJPh(p) = .?\o(t15) & )\g(tﬁ -0)> 0,
to jest wielkosé przyrostu A3 3(t) w punkeie t,5 ( z definicji
A2(t) jest prawostronnie ciqgla, zatem wobec poprzedniego)\ofm)—
= A3(ty5))e

Na odcinku (t13, t14) 2z zeXozenia nie ingerujg zadne ograni-
czenie, ne nim wigec réwnanie (81) upreszcza sig do postaci

Pl ) = X, (86)

45
gdzie Cx1 = j d Ao(t) » tjs. na tym odeinku system pracuje przy
ts
aXej pochodnej kosztdw jednostkowych.
Poniswaz ?(q, t) = F'(PC)EL[q) , to warunek statodci tej fun-
kecji moze byé speiniony przy malejgcym zepotrzebowaniu tylko, jesli
q maleje, za§ moc elektrowni cieplnej rodnle (rys. 4a). dJest to




"

uzesednione faktem, %e elektrownia wodna powinns odcigzaé cieplng
szezegblnie w zekresie dusych mocy. Dla liniowe] nha.ra_kterystyki
Ph(q) réwnenie (86) oznacza po prostu, ze P, = const (rys. 4c).

Punkt 1‘.14 mozna wyzneczyé z warunku wyczerpanie zbiornika
%14
0

Poniewaz w otoczeniu punktu t,, Jjest speinione réwnanie (81)
w postacl )Lg(t) = (P(qo, t) - .)\3(1‘.15) , to )\g(t) jest w tym
punkcie ciggie 1 staig o{.l mozna wyznaczy¢ 2 réwneniae

t?(p! t-m) * u-‘ ] _ (BB)

bedgcego praewostronng granicg réwnenia (85) i lewostronng réwnanisa
(86). . '

Fe odcinku (ty5 ty3) ingeruje jedynie ogreniczenie (71) 1
réwnanie (81) przybiere postad LP{?;', t) - 0(1 = Ag(‘t). Poniewaz
z zaZozenie tu P (t) > P (), to @(T,t) > ¥, 1 AJ(t) >o,
za§ oba punkty przekgczenia t‘[2’ t13 otrzymuijemy jako pierwlast-
ki réwnania

@@ t) = X, (89)

wobec czego lezg one po dwu stronach szezytu.

Ha odeinku (t,y, t,,) obowigzuje oczywiécie identyczna jek dla
t € (t13, t.”) zalezno§é (86), za$§ odeinek (t.lc. t.”) y na kté-
ryn ingeruje drugie ograniczenie caXkowe (73), odpowieda (t14,t15),_
z tg tylko r6znicg,Ze w punkcie 4 funkeje )\z{t) jest ciggla,Is-
totnie,w ctcczeniu tego punktu z (81) mamy )\g(t) = LP(qo,tJ-tconst.
Broy zﬁ&:‘h&,‘iﬁm punkcie réwnenie U (p, 1:.11} = 0(.1, za§ w punkeie

%10
Tys Wgﬁ@ tiapeinienia zblornika S qo(fs)dt =V *DPetgg =V
0]
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oraz réwnanie

LF(P! t10J = 0(1 “'(5‘1 ’ (90)
%19
gdzie (51 = S d)\:(t) > 0 . Anelogicznie do poprzednisgo
t
10

wobec (81) dla t € (tw, tyq ) zachodzi réwnanie (p, t) =

)\o(t) - }\°(T) + X4 1 zgodnie z (16¢) odeinek (tw,tn)
msi znajdowars sig tem, gdzie P.(t) roénie. Na  odeinku
(tg, tw) znéw nie ingerujs zadne ogreniczenia i réwnenie
(81), & ktérego wyznaczamy prrepiyw qg(t), przyjmuje snalo-
giozng postaé do (86)

Qlag &) = Oy - B1 - (91)

Odeinek (t - ) odpowlieda odcinkowi (t 20 13).Him0l1-
‘cie dla t € (1: . t g) otrzymajemy = (81) AJ(e)= (X =(5)) +

¢(o, t) 1 Jeéli zapotrzebowanie P (t) cpada. ne tyle,ze
LP(o, t) < o, (51, to )\°(t)> 0 (1ngoruje ograniczenie
(70)), 8 1ezqca po obu stronach "doliny" punkty tg i ty se
plerwiestkami réwnenis

LP(0| t)‘ d1-@1 .

Ne odpowiednich odcinkach pierwszego szezytu 0 ¢t < tg
obowigzujg oczywidcie zeleznodci zupeinie analogiczne do omé-
wionych. Wszystkie uzyskane réwnania wras : niewiedomymi po-

1 g
dano w tebl. 1, w ktére] oznaczomo X, -S d)\g(t), (52 =
t3 : t'G
= S adg(t).
2
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Tablica 1
Niewladome Réwnania
t Ll’“’*”"‘("ﬁ“’”"(?1 f-l’a
12
%, Vo * Pty - S gn(t)dt = v
0
4% Q@) =, + XL, - (B,
6
tg j qo(t)d‘b =V + p(tg - t3)
ts
ta ] tg '-?(01 t) - 0(1 - (51
Y40
o= i) = | nelat =¥
¥
t4q Y(p, t) = &,
ty2 1 %y3 P@ ¢) = &,
b4
te4 j go(t)at =V + p(ty, - t,9)

(“1 * Nz) - ((51*@2)

Xq+ X =By

_(b"

®11

Qratp) = (oy + Ap) = ((4-2)
Plpr tg) = Xy + %5 = (34
P tyo) = %y = (3

c.d. na str. 48



- 48 =

c«@., Teblicy 1

Niewiadome Réwnenia
1 Ples ty) = X,
a2 (t) Plast) = (oly +0ly) = (g + ()
25(t)r gJ(t) Qlas ©) = oy + oty = oy
ot(t), (t) Plar ¥ = % - (5
(), ql(t) Pla, ) = o,

Ve rys. 4a przedstawiono przebleg optymelnej mocy elektrowni
wodne J ?E = Py(q,), & na rys. 4b przedbiegl q,(t). Rysunek 4c ilu-
strujs wyzneczanie punktéw prrzezaczanis ne podstawie przeblegu fun-~
keji (0, t), Y(p, t) 1J(q, t) orez przebieg pochodnej jedro-
stkowyeh kosztéw pracy systemu ?{q) przy optymalaym sterowaniu:
P (ayt) = F’{Pr(t) - Ph[qo(t}]} Pﬁfqo(t)] . -Zazneczony ne tym ry-
sunku linig grubg przebieg L[J{qo, t) jeat zerazem (w odpowiedniej
skell) wykresem opiymelnej mocy elektrowni cieplne] Pg =Py =~ Pg
przy liniowej charekterysiyce P,(q) . Na podstawie rys. 4c moina
wyznaczyé przedieg funkeji AQ(t) (rys. 4d) (wysnacsanie tych fun-
keji nile jest poirzebne dla uzyskanis rozwigzania).

4.4. Ogélne wiasnodcl rozwigzania

Nelezy podkredlié nestepujace wnieskl o charekterze  jekofclo-
Wy

1. Zatésmy, ze ograniczenie (73) nie ingeruje, tj.z\z{t)-const,
% = ef = 0 ( jek dla zbiornika o dostevecznie duzej pojemnod-
ci). Poniewas zapotrzebowanie moey musi wéwezes melaé wszedzie team,
gdzie ingeruje ogreniczenie catkowe (72) (bo réwnanis (85) msi
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byé speknione dla t € (ta.t7) i t €& (t14,t15)), musza zachodzis
nieréwnodci Pr(tﬁ) > Pr(t14) i Pr(tT) > Pr{tTB). ierdwnodei ie
méwig, Ze kolejne chwile wyczerpanie zbiornike odpowladajg coraz
mniejszesu zapotrzebowaniu mocy. Podobnie dlas C¥1 = 0(2 =0, zaj
By>0 1 (>0 byroby Po(ty)  Plty), Pu(ts) < Bi(tqy)
Stad wynika, Ze jesli funkeja Pr(t) Jest okresowa, to rozwiaza-
nie bedzie okresowe tylko, jesli nie ingerujs ogresniczenie cazlows
(72), tj. nie me odcinkdw (tg) t?) i (t14, t15). iniosek ten
jest wazny dla pordwnania optymalizacji diugofelowej z optymalize-
cja krétkofalows /4/.

2. Poniewa: musi zachodzid nieréwnodé o, > (1 (réwnenie (90))
to cetkowite nepeinienie zblornika przed szczytem ( @1j> Q) moze
opIzcié sie tylko, jesll péZniej zostanie on wyczerpany (0(1> o) .
Ale wéweczes moze zaj4é rozpatrywana sytuacjs, # ktérej opZace sie
porosié straty na odeinku (t10, t11) (i englogicznie dla t €
€(t2, tj)) w oczekiweniu na szezyt, tj. nie mozna zwigkszyd war-
todel t10.

3. Moze okazaé sie, e nie wszystkie réwnenia (tabl. 1) maja ro-
zwigzenie. Na przyktad "dolina" zapotrzeboweniz moze byé tak piyt-
ka, Ze przepiyw qo(t} nie speda do zeras na odcinku (ts,tg) (1ub
(0 t1J). \iéwezas na cetym przedzisle (tT’ t10} nie ingeruja Zzadne
cgraniczenia 1 na cakym tym przedziale przepiyw wyzneczamy z réw-
nenia (91): Y(a, £) = 0(1 - (51 (rys. 5).

Analogiczna sytuacja zachodzi, jesli ktéry3 ze szecezytéw jest na
tyle "ma¥y", Ze w czasie jego trwania nie ingeruje ograniczenie
(71) itp. Rozpatrzenie tego rodzaju przypadkdéw nie nastecza  zad-
nych trudnodci, a podany w tebl. 1 ukted réwnai odpowlednio  wéw-
czas upraszeza sie /4/.

4. Zachodzg nastgpujgce, upraszczajace obliczenia, réwnodei:

P,(t,) = B,(t5), Bo(tg) = B,(tg), Pp(ty) = Boltyq),
Pr{tyq) = Bp(tyy)y Br(typ) = Bp(ty5)

Dalsze wniloski oméwimy w oparciu o twierdzenile 2, tj. korzysta-

jge z faktu, ze ;dwnanie (81) stanowi warunek konieczny i nie za-



50

Rys«. 5

k¥edejac juz wypukogel funkcji Ph{q}. Zardézmy mianowicile, Ze g-
czna cherskterystyke systemu F(q) nie jest $cidle wypukta i zbe-
dejmy sytuecje na tych przedziszech, ne ktérych zachodzilo ciggze
przejécie od pracy przy Qe * 0 do 3 = P i TV q. Fe tych
przedzieZach nie ingerowaety zadne ogreniczenia, co réimi uzyskany
wynik od cdpowiedniego przypedku dla liniowego funkejonatu /5/.
dJefmy pod uwage nsjplerw przedziat [t13, t.”] i zetéimy, ze re-
culu;s sie on do punkiu: 1:13 = t14 (co moze zéerzyé sig ,  jezell
Yic, t) nie jest sciSle melejgeg funkejs g )y t3. zechodzi sko-
kowe zmiens sterowenia od g = g do G = P (rys. 6a). Réwnanie
{51;} ne prawo oé punktu t13 przyjmuje wéwczes postad (_P(p,th =
“15
d)\g(t}, e na lewo od tego punktu LP(‘_btr;,) = /\g(t13—0) +

t.z*0

13
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t
15
+ S d?\g(t). Odejmujac stronami te réwnania, otrzymuje sig
4320

Ale wyrazenie po lewej stronle tej ostatniej réwnodcli jest niedo -
datnie, a po prewej niesujemns wobec (16a) i (16c), obie strony mu-
sza wiec byé réune zeru, czyli lf’(a,ht.!-j) = @(p) t45) » 8 to ou-
nacza po prostu, ze charakterystyka F(q) Jjest liniowa wtasdnie #j
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odeinku p ¢ q q, bo tu dF/dq = const. Analogicznie,zekkadajgc
tg = %y, (dle uproszezenia zaktedamy, ze nie ingeruje tu ograni-
czenie catkowe (73) - rys. 6a), otrzymujemy po lewej stronie tg
Q(0, t) = F () PQ(O}J\ § X4, = po prewej )\g(t) = P(g,t)-4
> 0, zetem funkcja F(q) musi byé liniowa na calym przedziale
0 £ qe£ Q. Udowodniliémy w ten sposéb, Ze istnienie cherakterys -
tycznych przedzlieléw, ne ktérych nie ingerujg Zadne ograniczenia ,
wynika z nieliniowogei funkcjonaru (65) 25),

Sens figzyczny tego wyniku ilustruje rys. 6b, na ktérym przed-
stawiono przebleg mocy elektrownl cleplnej przy rozwigzeniu nie -
ciggZym, Przy tekiej samej werto$el enmergii slekirowni cleplne] (ze-
kreskowane pola na rys. 6b) mniejsze koszty uzyskuje sig, gdy moe
tej elektrownl nie zmienia sig skokowo.

Pokazemy jeszeze, ze Jedli tylko ingeruja ogreniczenia catkowe,
to w poczagtkowym, poprzedzejgeym szczyt okresie matego zapotrzebo-
wania, na przykted dla tT.{; t £ tyo (lub 0 ¢t £ t;) nie mozna
prowadzié procesu jek przy koficu dla t15.§ t£ T, tj.  wykgczaé
elektrowni cleplnej. Istotnie, przed wigczeniem te)] elektrowni
z réwnenia (81) mielibysmy F'(0)Bj(a) - (X, - (>,) = Phla)A5(t).
Ale w chwili wigczenia (dle t dgzacego lewostronnie do t10J ma-
my ¥ (0)Py(q) = X, - !’31, zetem dla t < t,o » 8dzle zapotrzebo-
vanie jest mniejsze, F’(0)Py(a) (X, - @1 i funkeje Ag(t) bdyla-
by ujemna. Fakt ten 4dwiadezy réwniez o réznicy miedzy optymeliza-
¢jg d¥ugo- i1 krétkofalows.

W sposéb catkowicie anelogiczny do przedstawionego mozna uwzglg-
drié Zgdanie, by przy kodeu procesu w zbiorniku pozostala okreslo=-
na iloéé wody, na przykted réwne poczgtkowej (tj. ograniczenie fun-
- T

25) Dle liniowego funkcjonatu f£(q) = j tp(t)q(t}dt plerwszy

0
czlon w réwnaniu (81) nie zalezy od q 1 (jedli tylko (t) nie
jest steXa) nie mogg byé speinione réwnanie typu (86) lub 591), 0=
bowlazujgce poze tymi wszystkimi podzbiorami odeinka [0,T],ne kté-
r,wé-cn J;tirekolwiek z ograniczer (66)-(68) jest speZnione ze znekiem
réwnodel,
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T
kcjonatowe j g(t)at 4 p.T, ktéremu w réwnaniu (81) odpowiadalaby
0

nisujemna liczba )\g ),rozpatrzyé przypedek zmiemnego doptywu wo-
dy p(t) 1 zsburzehd w przebilegu zapotrzebowania P_(t),precg elek-
trowni pompowej itp. /4/.

Oméwiony przykiad, przykiedy zestosowania metody funkcjonaréw
Lagrange’a do zagadnied sterowania czesowo optymalnego /5/, opty-
malnego plenowania inwestycji /6/ i inne /2, 3/ wskazujg, iz ta
prosta metoda pozwala efkytwnie rozwigzaé wiele interesujgeych 1
praktycznie wainych zaderi optymaligacyjnych.

Dodatek

' I. Résniczky Frecheta (mocng) operstora g : I =+ Z w danym
punkecie X, bazywamy operator ds(xo; x) , liniowy wegledem x 1
okreslony réwnodcig '

g(xy + x) - glx,) = dglxyy x) + W(xys 1),

przy czym “
’ HGJ(xos x)ll
im — = 0.
jx =0 Il

Zatem wartosé operatora dg(xop x) stanowl liniowe przyblizenie
przyrostu wartosel operatora g przy zmlanie argumentu o x ,a re-
szta @(x,, x) Jest mag wyzszego rsedu (oczywiscie podana defi-
nicjs obejmje réwniez funkcjonaty, tj. przypedek Z = R).
Bezpoirednio z definicji Zatwo jest oblicszyé réiniczke Frecheta
operatora g o postaci g(x) = A(x) + b , gdzle A jest operato-
rem liniowym. Istotnie, s(xo +x) - g(xo) = [A(xa + x) + b] +
- [J.(xo) + b] = A(x). Zatem w tym przypadku dg(x,; x) = A(x),réz-
niczka nie zalesy od punktu x, , & ressta C-J(:o, x) =0 jak w
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przypadku rzeczywistej, liniowej] funkcji zmiennej rzeczywistej (u-
zyskana zelezno§é daje mozliwo$6 od razu napisaé réiniczki opera-
toréw (70) = (73)).

Dle operatoréw o postaci bardziej zozonej na ogéX Xatwie] jest
obliezyé tzw. réiniczke staebg, tj. nastgpujgcg rézniczke funkeji
g(xo + o x) zmiennej rzeczywiste] of w punkcie X =0 :

* o il g(x, + X x) - g(x,) '
X=0 X-=»0 o

< gz, + Xx)
an [#] .

Obliczmy na przykiad stebg rézniczke operstors
t

[s(x)] (t) = j g[x(1),T]aT .
0
Iloraz réznicowy ma postaé

-61(-[?(:“ + & x) - 5(10)] {g[xo("tJ + Nx(':‘:),'t] +

O — ct

L]

0

=L
o

. ; "
-[s xo(fJ.TJ}d'c 3 —‘%f [x () +0(7) ax(T },’ﬂb{x(‘r )aT

O

t ) t
=J-‘§§(I°,T}x('¢')d‘f +jx('5)[:a—s (:0"'@0{:.’!7) +
0

’ Dx Dx
Ve
- ?a'"; (xog T )}d"'

(skorzystalidmy tu z twierdzenia o wartogel éredniej, 0 < ® < 1)
.1 skcro funkeja g(x,; t) jest rézmicskowalna wzglgdem x W Spo-
séb ciggly, to przy X —> O wyraesenie w nawiasie kwedratowym pod
uruge cal_‘ke‘ dgzy do zera jednost:jnia wzgledem - T , zatem sZaba réi-

niczke tego operatora ma postaé J g'Ezo('t: ],T] x(T )dT . Obliczenie
0
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to mozna wykorzystad dzlgkl twlerdzeniu, ktdére méwi, se ciggla w
punkeie X, réinlczks staba Jest zarazem réiniczks Frecheta /12/.
Na tej podstawie obliczylidmy np. xé2Zniczki funkcjona¥u (65) orez
operatoréw (46a) i (T4).

II, Dowéd lematu 2 (rozdz. 2.5). Zgodnie ze wzorem (27) warunek

L<s, x> > Q zoeczy, 28

820 i ss(:o) +aglz; x) 2 0. (a)

Jezell s > 0 , to drugg z powyiszych nierdwnodci mozna podzle-
116 przez s

glz,) + dg(xy; z/s) > 0 .

% (21) wynike wéweszas, 1z ~df(x; x/8) > 0, ¢o po  pomnoieniu
przez s daje -df(x; x) 20, czylli z (28) ;

1¢s, x> 2 0. (b)

Fankcjonatx 1 jest zetem nieujemny na zbioxze P tych par <s,x>
ktfre spernisjg warnnek (&) pray s> O . Pokaiemy,Ze kaidy punkt
<8, x> o0 wimsnofel (a), dle ktérege s = 0 , tzm. punkt <¢0,x>,
gdzie

dglz,3 ) » © {e)
jest granicg pewnege ciggn punkbdw ze zbloru 2 . Stad Jui oozywi-
Soie wynika, Ze miexéwncsdé (b) jest speiniona tekie dla tekiego
punktu 1 dowdd lemain zostenie zeakoficzony. Qbilerzmy w iym celu do~
wolny punkt X © wzasnodel

glx,) + dglxz,; X) » 0 . (a)

Deielae (d) przes n = i, 2, «.. i dodejge do (c) otrzymujemy
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1e(x) +ag(xy tT+x) 0,

+T>EDP . Ale lim(%,%§+x>=

. ” 1 L=

co dowodzi, e {= 4y = X
n'n

n =

= €0, x> , co koficzy dowdd.

III. Dowéd lematu 3 (rozdz. 2.5). Dowéd ten oprzemy ne twisrdze-
niu: wypuk?y i sZsbo domknigty zbidr funkecjonakdw w* yokreslonych
ne przestrzeni VW jest regulernie wypuky /19/. Zbiér funkcjone~
*éw § nazywaemy regularnie wypukiym, jeéli dla kezdego nis nele-
zgcego dof funkejonaXu wg‘ ¢ ¢ znejdziemy taki element w € W,
Ze

sup wi(w) < wX(w)
w¥eQ
to jest element ¥ pozwale Scidle oddzielié zbiér Q od nie ne-
lezgcego doX funkecjoneiu w: .

Zbior QL (wzér (33)), jek Xstwo sprewdzié, jest wypukly i =z
zatozenla lematu 3 stabo domknigty, jest zetem regularnie wypukiy.
Przypuéémy, ze jaki§ funkejone wg‘ ma wtasnodé (30) (tj. Jjezell
I{w) > 0, to wo(w) > 0), a nile nalezy do zbioru G 1 weifmy ist-
niejgey wobec tego element LA dla ktérego napiseng wyzej nle-
réwnodé przepiszemy w postaci: dla kazdego wX € G Jest w*(wo)\{
L£0o«L w:(w ) . Oznecamy w, = -w . 2 definicji z}:.:‘.cm%k S, memy
*{wi) = v*[L(w.l)] y zatem dla keidego v¥ >0 jest v[I.(w1)1 P
& t0 oznacza, iz I-[w1) > 0 ; uzyskalidmy wiec sprzecznoss,bo z za-
XcZenie powinno byé w*(w.‘}) 0y & wi[w,) = wz(-wo) £0.

W

(o]
Dla przypadku przestrzeni skoiczenie wymierowych prosts inter-

pretacje geometryczng tego lematu podano w /8/.

IV. Dowéd réwnowaznodel werunkéw (15)-(18) 1 (41)-(44). Aby mée
ograniczenie x ) 0 uwzglednié w  funkcjl ILagrange’e, nele-
¢y wprowadzié operator g(x) = <g(x), z> ,g:%X—2,2=2xX
(przy pomocy ktérego zgodnie z (3) nieréwnosei E(x) >0 1 (39)
zepisujg sig w postaci (2): g(x) > 0) i okreélié funkcje Lagrangée
dla tego operatora: § (x, N) = £(x) + )\[g(x)] . Zgodnie =z (12)




funkcjonat Lagrange’sa }\o Jest wyzneaczony przez dwa funkcjuna&y

{Xgr Ng>, 0 gizie nadel A€ Z¥ , za8 /\ € z¥. roniewss
Q(I, -\) = Q (xy A) + A(x) y» 3 zaleznodcl \15) mamy

—~ A
a,d [(xo, A x| = - Ao(3) (X)
A [S(I)] [g(x)] + );o(x)
xé L(xo, ->\ }' = dx@ [’(xo,,,\ ) x| o+ j\u(x) 5

bowlen

oraz

Ale zgodnie z (17) jest ﬂofxa) = 0, zatem dla x = z, otrzymu-
jemy wzér (41).

Poniewaz wobec (16) dla kazdego x ) 0 jest A (x) 2> 0,to ze-
leznodé (X ) daje nieréwnod¢ (42).

Ponlewss A[&.(x)] = LQ[{:O, A )3 .)\] , to wzér (17) mozna za-
piseé w postecl podobnej do (41), co daje (43}

% uwegi na to, ze (jak mozna pokazaé) =Lx ) 2 0 wtedy i tylko
wtedy, kiedy dla kazdego A > 0 memy A[g(: }J > 0,zaleznodé(18)
réwniez moZne przepiseé w postaci podobnej do (42), skad (44).

W ten sposdb wyprowadzilidmy wzory (41)-(44) ze wzoréw (15) do
(18). Odwrotnle, jedli nie wyrdzniemy ograniczenia (39),%tj.za do-
puszczalne (nleujemne) uznajemy wszystkie x € X (§ = @ ), to wee
runek (42) przechodzi ne (15), bowiem jedynym funkcjonaem linio-
wym niedodetnim na catej przestrzeni jest funkcjoner zerowy (réw-
ny zeru dla kazdego x & I ).

# przypedku wyréinienia ograniczenia (39), jedli wzér (19) orez
operator L (wzér (35)) chcemy nadsl zapisywaé w zaleznodci od o-
pereators 'E , anle g, to w okre§lenin wariecji dopuszczalnej =x
zjawl sie¢ dodatkowy warunek

X, +x20, (19a)

a operstor I bedzie przybierak wartodeci w przestrzeni RXIXZ
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zgodnie ze wxorem

L<s, x> = s, 8x, + X, s'g(xo) + d‘E(:o; D. (358)

V. Dowéd twierdszenia 5 (rozdz. 2.6.2). Jak w lemscie 3 chcemy, °
eby istnia? teki funkcjonsx v¥* , przy pomocy ktérego  funkejonak
w¥ o wtesnosci (30) moZna byo preedstawié w postaci w(w) =
= v*[L(w)] . Otéz v* jest jednoznmosnie okrelony dla v = L(w)
(tj. ne obrazie L(w) przestrzeni W prey przeksztatcenin L) wa-
runkiem : '

o) = ) = 1)

gizie I-'(v) osnscza dowolny przeciwobras eleméntu v , bez za=
¥ozenla istnienia prezeksztaXcenia odwrotnego do L fstotnia, je=
614 w, =I71(v) 1 w, =17'(v) , to podene okreslenie jest jed~
nognaczne, jezeli w*(1r1) = w*(tz), czyli I*(l’1 - 12) = 0.Ale po~-
niewas I'("l). = Lflz}, to I.(w1 - 12}_ = 0 , czyll zaregem L(W¥) > 0
1 L(-¥) 0, gdsle ¥ = w, - W, . Stad wobsc (30) w¥(¥) =0, to
jest waédnie I*(w.') = '*('2)" Nalezy wige tylko rosszerszyé tek o~
kreélony funkcjonaZ v* na caly przestrzed V (tJj. wyzneczyé jego
wertoéei dla wszystkich v € V ), a fakt, #e to mosne zrobié pray
warunku (47), wynika se znenyoh twierdzes matematyoznyeh, na pray-
ked wniosek 1 % twierdzenia 1 , prace /20/. W nieco siabszym sfor-
muXowaniu i bez dowodu twierdzenie 5 zostao podane w pracy /11/.
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