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Wstęp 

W rozwoju gazodynamiki relatywistycznej ·zainteresowane 
są głównie takie dziedziny nauki jak fizyka jądrowa, fizyka 
plaz~ i astrofizyka. Pierwsze kroki w teorii ośrodka rela­
tywistycznego dokonane zostały w termodynanice i hydrodyna­

mice cieczy idealnej. Trudności w sformułowaniu termod.yn.ami­
ki relatywistycznej związane były z brakiem równań, w któ­
rych czas, obok współrzędnych przestrzennych, występowałby -
w charakterze równouprawnionej współrzędnej. Zasadniczy pos­
tęp w tym kierunku przyniosła praca Eckarta . [a], która oprócz 
ogólnego sformułowania termodynamiki procesów nieodwracal.Dych 
w ramach fizyki klasycznej zawierała również jej uogólnienie 
w formaliźmie szczególne-j teorii względności. Zaskakującym 
rezultatem pracy był~ odkrycie nowego efektu - przyspiesza­
n.i.e materii powoduje dodatkowy przepływ ciepła. 

Rozwinięciem pracy Eckarta były obszerne prace Kluiten­
berga, De Groota, Mazura ~O, 11, 12] • Pokazali oni m.in. 
~e relacje Onsagera są niezmiennicze wobec transformacji 
Lorentza, zaś produkt entropii można zapisać w formie analo­
gicznej do klasycznej. Oprócz wspomnianego podejś·cia fenome­
nologicznego rozwijane były równolegle i kinetyczne metody 
analizy ośrodka relatywistycznego. Najbardziej istotny wkład 
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w rozwój teorii statystycznej wniósł Synge [20] , znalazł on 
relatywistycznie niezmienniczą funkcję rozkładu cząstek 
w przestrzeni fazowej dla stanu równowagi termodynamicznej 
/analog rozkładu Maxwella-Boltzmanna/. 

Dla rozwoju teorii kinetycznej najważniejszym krokiem 
było uzyskanie relatywistycznej formy równania Boltzmanna 
[1 , 2, 3, 4, 5, 6] • Formalne ~yprowad.zenie równań gazodyna­

miki relatywistycznej z uwzględnieniem procesów dyssypacyj­
nych z równania Boltzmanna, podobnie, jak swego czasu, w me­
chanice klasycznej, było potwierdzeniem relatywistycznej 
termodynamiki procesów nieodwracalnych [16, 23, 24]. Można 
było oczekiwać, że w ramach teorii kinetycznej zostaną roz~ 
wiązane . dalsze istotne problemy dotyczące ośrodka relatywis­
tycznego, w szczególności zaś, zostaną określone parametry 
dyssypacyjne ośrodka, a więc współczynniki lepkości i prze­
wodnictwa. Jakkolwiek problem ostatni był podejmowany w kil­
ku · pracach [16, 23, 24, 19 J , to nie·stety w żadnym przypadku 
nie doczekał· się pełnego efektywnego rozwiązania. Należy 
przypuszczać, że związane to było z trudnościami, jakie 
w konkretnych obliczeniach kryje w sobie zderzeniowy człon 
równania Boltzmanna. Uzupełnienie tej dość istotnej luki 
w teorii ośrodka relatywistycznego stało się celem niniej­
szej pracy. Podjęto w niej próbę określenia parametrów dyssy­
pacyjnych ośrodka przy założeniu możliwie najprostszego mo­
delu oddziaływań cząstek. W charakterze takiego modelu przy­
jęliśmy założenie o stałości różniczkowego przekroju czynne­
go. rozpraszania cząstek w układzie środka masyx/. 

W pracy rozważa się gaz elektrycznie obojętny, jedno­
składnikowy, niezbyt gęsty, bez zewnętrznego pola sił. bez 

.kreacji i anihilacji cząstek. Startując z relatywistycznej 

iTz~ł~;~; ·to je;t-fi;;~znie realne i tak np. dla nukleonów 
w obszarze energii 130 - 400 MeV całkowity przekrój roznr::t_­
szania cząstek w układzie środka masy jest w przybliżeniu 
stały i równy przekrojowi oddziaływań elastycznych l 6' z 23mb/. 
W przypadku klasycznym założenie powyższe odpowiada dokład­
nie modelowi kul sprężystych. 
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formy równania Boltzmanna i stosując metodę momentów znale­
ziono równania będące relatywistycznym odpowiednikiem rów­
nań Navier-Stokesa oraz określono efektywnie współczynniki . 
lepkości i przewodnictwa cieplnego. Problem rozwiązany jest 
od- początku do końca baz żadnych przybliżeń. Na uwagę zasłu­
guje fakt pojawienia się niezerowego śladu tensora naprężeń 
lepkich. Jest to efekt czysto relatywistyczny. Zbadano za­
chowanie graniczne współczynników transportu w obsz.arze kla­
sycznym i ultrarelatywistycznym. Stwierdzono przy tym zupeł­
ną zgodność ze znanymi wynikami dla przypadku klasycznego 
i z rezultatami uzyskanymi dla przypadku ultrarelatywistycz­
nego na innej drodze. 

Składam podziękowanie prof.dr W.Fiszdonowi, promotorowi 
niliiejszej pracy; za umożliwienie mi podjęcia tak interesu­
jącego tematu, w kierowanym przez niego Z~ładzie, jak rów­
nież za stWorzenie sprzyjających warunków i rzeczowej atmos­
fery do pracy. 

Chciałbym w tym miejscu serdecznie podziękować dr Ryszar­
dowi Eerczyńskiemu za stałą, troskliwą opiekę w czasie dokto­
rantury, częste dyskusje_, cenne uwagi i propozycje, szczegól­
nie zaś za bardzo wnikliwe przeczytanie rękopisu i zwrócenie 
uwagi na dostrzeżone błędy i niejasności. 
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I. Założenia i pojęcia podstawowe 

Zakładamy, że 

a/ gaz jest elektrycznie obojętny, niezbyt gęst-fAI, jedno-
składnikawy, złożony z cząstek . o masie spoczynkowej mo , 

b/ w gazie nie zacho~ą procesy kreacji i anihilacji cząstek, 
c/ zaniedbujmy zewnętrzne pole sił, 
~ ośrodek znajduje się w stanie bliskim lokalnej równowagi 

termodynamicznej, 
e/ rozważamy tylko postępowe stopnie swobody cząstek i te 

traktujemy klasycznie, 
f/ zderzenia cząstek uważallly za sprężyste. 

Z mikroskopowego punktuwidzenia stan ośrodka określa 
niezmiennicza funkcja rozkładu cząstek w przestrzeni fazowej. 
Definicję funkcji rozkładu i dowód jej niezmienniczości wo­
bec transformacji Lorentza podają w swych pracach Synge [2q , 
Czernikaw [3',4,6] , Masłowa [15] • Podkreślimy tu tylko, że 

f (p 
1 
X) ,.-podaje liczbę cząstek o pędzie p w punkcie cza­

~przestrzeni x = ( r,t J , przypadającą na jedn?stkę obję...; 
tości fa.zowej. Przy przejściu. od jednego inercjalnego układu 
odniesienia OCr, t J do innego Q0

( r~ tQJ, poruszającego. 
się względem O z prędkością q , obowiązującą następujące 
reguły transformacyjne: 

/1/ 
r· = r + riz 1 (q.r)ą - rqt 
t'=t(t-~) 

t= ( 1--t:r1 

x/ Prawdopodooien~cwo zderzeń potrójnyc~ jest znacznie mniej­
sze niż podwójnych. 
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c - prędkość światła. 

Ustalamy, że 

1/ wskaźniki łacińskie przebiegają wartości od 1 do 4, grec­
kie od 1 do .3; 

2/ obowiązuje reguła sumacyjna Einsteina; 
3/ wskaźniki charakteryzujące wielkości tensorowe pisać bę­

dziemy u dołu; . 

4/ symbol, określający układ odniesienia, w którym brane są 
wielkości, piszemy u góry; 

5/ stosujemy metrykę zespoloną /eliminując tym samym koniecz­
ność rozróżniania tensorów kowa - i kontra-wariantnych/; 

6/ całkę · wielokrotną oznadzać będziemy symbolem jednej całki 
uważając, że .jest on rozciągnięty na wszystkie występują- · 
ce w niej przyrosty elementarne; 

?l opuszczamy granice całkowania pamiętając, że obejmują one 
obszar danej zmiennej. 
W oparciu o funkcję rozkładu możemy zdefiniować makropara­

metry ośrodka: gęstość liczbową N, prędkość makroskopową q, 
tensor energii - pędu hk : 

/2/ 

/3/ 

/4/ 

gdzie: 

N= f f d~ 
· Jfvdf1 
ą = Jfdp 

Pt =(p, i ź J -czteropęd cząstki, f::s m., c~ f -energia cząstki 
-r ( z)·1/Z o=- 1- [: 

1 
p -pęd. cząstki, V - prędkość cząstki 

dJt - element objętości w przestrzeni pędów, 

i~:--1 1 P.tlł- gęstość tensora strumienia pędu, 
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Sri- gęstość strumienia energl.l., E- gęstość energii. 
Układ współrzędnych związany z elementem gazu, porusza­

jącym się z prędkością makroskopową, nazwiemy układem włas­
nym x/i oznaczać będziemy symbolem 0°. 

Rozważania :;arówno statystyczne IJ .L.Synge [20] l, jak i 

kinetyczne ICzernikow [5] l prowadzą do stwierdzenia, że 
ośrodek w stanie równowagi termodynamicznej jest opisany 
przez funkcję f~ , która jest relatywistycznym analogiem 
funkcji Maxwella-Boltzmanna: 

t"O A -:BEO ,., = e 
A_ N:x 

- 4Tf m~ c1 K2 (x) 
151 

N~= f f: dp· 
X= moe1B 

~ . . 

Kn (x) =I e-x ch X chnX dX 
o 

n= O 1 ·2 3· 
f ' f l ... 

.B - moduł rozkłQdu kanonicznego 
Temperaturę wprowadzamy wg następującej definicji: 

161 

i definicję tę rozciąga.lllY llB. S tany bliskie rÓWnOWagi termOT 
dynamicznej. Mamy więc natychmias~ związek T0 z . modułem 
rozkładu kanonicznego B : 

16'/ 
i7 __________ _ 

Istnieje również inny sposób określenia prędkości makros­
kopowej. Landau definiuje prędkość makroskopową żądając, 
aby w układzie własnym znikał średni pęd, a gęstość energii 
była taka, jak dla gazu idealnego. 
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Niektórzy autorzy [7] , [9] podejmują próbę uogólnienia de­
finicji temperatury przez formalne zastąpienie w /6/ funkcji 
f~ pełnąx/ f~~cją rozkładu f 0

• W konkretnych rozważaniach 
żąda się jednBJ: zawsze, by tak uogólniona temperatura pokry­
wała się z temperaturą określoną. w myśl /6/. Żądanie to, zna­
ne niekiedy w literaturze pod nazwą postulatu Enskoga - Chap­
mana, prowadzi do pevlilego ograniczenia na funkcję f 0 : 

17/ 

gdzie: 

Jak się okaże z dalszych rozważań, w przypadku relatywis­
tycznym ograniczenie takie prowadzi do sprzeczności. Definiu­
jąc temperaturę wprost przez funkcję rozkładu dla stanu rów­
nowagi unikamy tym samym konieczności narzucania warunku /7/. 

II. Relatywisvyczne równanie Boltzmanna 

Relatywistyczne równanie Boltzmanna ma postać następują-
cą: 

/1/ 

gdzie: 

/2/ 

jest rela~jwistyczny"""m członem zderzeniowym. Można dowieść, 
że równanie l li, 1 l jest równoważne równaniu wyprowadzone­
mu przez Czernikowa [5] • Dla przejrzystego określenia wiel­
kcś~i występujących w równaniu Boltzmanna podajemy poniżej 

x7T~-b;d;iemy-;;;ywać funkcję rozkładu opisującą dowolny 
stan ośrodka, a więc nie tylko stan równowagi. 
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dwa rysunki, które ilustrują akt zderzenia cząstek w labora­
toryjnym układzie odniesienia O i w ukła~ie środka masy 
O,. /układ, w którym znika całkowi ty pęd cząstek zderzających 
się/: 

-+ .. c c ..,, ... , ,, r' 
p/ p" l c l t.1 l p l p .. f t l C..4 - pędy i energie cząstek przed 

zderzeniem 1 po zderzeniu 
w układzie O, 

odpowiedni• wielkości ze znaczkiem " • n brane. są w układzie .... . . . . 
środka masy, V - prędkość cząstki w :układzie środka mas; 

d. C= dC~:r; d .. \1p,., - różniczkowy przekrój czynny rozpraszania 
d& r·' w. układzie środka masy cząstki o pędzie 

p,; na cząstce o pędzie p~ w element kąta bryłowego dQp•' 
o osi p•' 
f = f/p, x.;, f 1 = f/p' ,i; t 

Trudności, jakie napotyka się przy wyprowadzeniu relaty­
wistycznego równania Boltzmanna wiążą się głównie ze sprowa­
dzeniem członu zderzcniowego do postaci boltzmanowskiej. 
Równanie l l L 1 l jest jawnie relatywistycznie niezmiennicze. 
Formalnie rÓżni się ono od postaci. klasycznej jedynie czynni. 
kiem ~"t: występującym w członie zderzenioycym /należy po· 
za tym pB.m.i.ętać, że wszystlcie wielkości w tym równaniu są 
relatywistyczne/. Okazuje się, że podobnie jak klasYcznie 
[?] , człon zderzenimr,r zachowuje pewne charakterystyczne 
własno.ści. · Podajemy najważniejsze z nich: 

/3a/ 

http://rcin.org.pl



- 9-

/3b/ 

gdzie 

/3c/ 
,,h 

d~·_ ouv· d() 
() - ~ J!.f' 

d.fLr·' 

f, f są dowolnymi funkcjami pędu i czasoprzestrzeni, 
określenia 'P-: , Cf' , ~; - analogiczne do określeń f_, , 

f
1 

, f~ • Mnożąc l l/ 1 1 l przez 'f i całkując po przestrze­
ni pędów dostajemy relatywistyczne równanie transportu wiel-
kośc-i cp : 

/4/ 

relatywistycznej. 

Uzyskanie równoważnego Układu równań na ma.krowielko~ci 
wydaje się ważne· z dwu względów, · mianowicie ze w~ględu na 
większą komunikatywność równań na bezpośrednie wielkości 

. fj.;zyczne /obserwable/; jak również ze względu na 'trudności 
związane z rozwiązaniem równania Bo l tzma.nna. Formalnie 
układ taki zawarty jest w równaniu l l/, ~ l. Jak łatwo widać, 

własność członu zderzeniowego wyrażona w równaniu l i l, 3b l 
zabezpiecza spełnienie praw zachowania masy spoczynkowej 
/równanie ciągłości/, pędu i energii. Kładąc w równaniu 

l łl 1 ~ l kolejno 'P:1 , <f==Pl i korzystając z l ll 1 3b l · 
dostajemy odpowiednio r6wnanie ciągłości i równania zachowa­
nia tensora energii pędu: 

/1/ 
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/2/ 

gdzie 
Nk=NDuk - jest tzw. czterowektorem prądu cząstekx( 

Wielkości 01 ~ 1,. Pt , podobnie jak klasycznie, nazywać 

będ:;ie:1y in-;7ariantami zcierzeniouymi ~inv • Jeśli przyjąć, 
że . st=~ ośrodY~ jest jednoznacznie określony przez 5 makro­

pe.rametrćw /np. N° , T 0 
, q l, to tym S3I!lJlll układ /1/, /2/. 

stanowi zupełny układ równań. Problem sprowadza się więc do 

określenia tensera energii-pędu · T1.k przez makroparametry. 
Okazuje się, że tensor energii-pędu znajduje sięnajłatwiej 
w układzie właan:ym.. Zna;jąc T~k możemy w prosty sposób uzys-
kać TLk , stosując reg~y transformacyjne dla tensorów: 

/3/ hk = Otm akn T;n 
gdzie 

tĄ . L 

/4/ 0Lm = J.:~+ Ttt-q~ -t-r q. 
~{Lqp t· 

jest macierzą transformacji Lorentza, J:" symbolem.Kronee­
kera. Dla ośrodka w stanie lokalnej równowagi termodyna.micz-, 

nej /wtedy fł) = f~ l mam.y natychmiast: 

/5/ 

/6/ 

gdzie 

x/Definicja ~ - patrz poniżej wzór /6 'l 
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/6'/ jest czteroprędkością makroskopo-
wą, 

P"'' EM - relatywistyczne ma.xwellowskie ciśnienie i gęstość 
energii /tzn. obliczone w oparciu o funkcję rozkładu f~ /: 

p."' 4TIA m!c;~ 
X 

171 

/8/ t"= 4TI A m~c 5 [K~x) + 3~2~1 ] 
Wstawiając Tu: z /6/ do równania /2/ i dołączając r6wnanie 
/1/ uzyskujemy tym sam~~ pełny układ równań opisujący gaz 
idealny.· Dla naszych dalszych rozważań korzystniejszy będzie 
zapis tego układu w nieco innej formie. W tym celu zapiszemy 

~ ró~anie transportu l 11 1 ~ l z funkcją f,. i z ~inv w ukła­
dzie własnym: 

Obliczmy następnie w tym układzie pochodną funkcji f~ 

/10/ }f~ "f: (4-JĄ -f'~B. -B2f:) 
~Xm li "Jx", vXm uX"., 

Ponieważ 

/11/ Eo = rL(€-p·qJ 

lt ~ 1. yt3aJi _ J'p~.2t 
)Xm C2 -~ 'JX;t\ 'JXm 

więc: 

/12/ 

http://rcin.org.pl



- 12 -

Rel~~ja· /12/ jest słuszna w dowolnym laboratoryjnym układzie 
odnieslenia O , a więc również w układzie laboratoryjnym 
pokrywającym się lokalnie z 0°. Ale dla takiego układu 
q0 =O, [~

0

= 1. Uwzględniając to dostajemy natychmiast: 

/13/ :)f~ - ·fo (i JA -Ea.L_B +Bp&~) 
J X~ - M A JX~ JX~ ~ )X~ 

C!JO (J)" 
Kładąc w· /9/ kolejno lan11 = 1, 1 i;1V= Pl . .i wykorzystując 

/13/ c ~rzymujemy odpowiednio równania: ciągłości, zachowa­
nia :P ·- ~ .iu i energii w układzie własnym elementu gazowego dla. 
p~~ :~u idealnego w zmiennych .A., B, ·qo: 

/14/ 

./15/ 

/16/ 

gdzie 

/1?/ 

D B jq~ N~ )A . E JB -o 
l H . J X~ + A Jto - M Jf -

~ j_ 2A_ _ i No (p•?.) L_ B + J_ N: B rpo!J ~ =o 
cz A J X~ 3 M J X1 j cz \ )to . 

j
1 N~ B 111l + EH t~ ~ N: {M J- =o 

~=i f ~f:dJp· 
IV. .Metoda efektywnego określenia tensora energii -

pędu z :uwzględnieniem procesów dyssypacyjnych. 

Zakładamy, że ośrodek znajduje się w stanie bliskim lokal-
. nej równowagi termodynamicznej. Możemy uznać, że stan ten 
je-st '"1cyllikiem ewolucji stanu równowagi. Dla rozwiązania pos­
tawionego problemu zastosujemy metodę podobną do metody mo-
mentów Grada. {9]. W 't1IJl celu bierzemy f 0 w następującej 
postaci: 

111 f= f: +f; =f~ ( 1 t a.ph b.~p~~ t C.tflr]tp~ph ... ) 
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f; jest częścią funkcji rozkładu związaną z procesami dyssy­
pacyjny.mi. Konieczność uwzględnienia w rozwinięciu ~ów 
w 3. ~otędze względem p! związana jest z tym, że zapropono­
wany rozkład za\liera najmniejszą liczbę wyrazów, przy której 
jest możliwe przybliżone określenie tensera naprężeń lepkich 
i strumienia ciepła. Warto podkreślić, że klasycznie powyższe 
rozwinięcie równoważne jest metodzie 13 monentów Grada [9] • 

. Operowanie makroprędkością zdefiniowaną w l /1 J l prowadzi 
do znikania prędkości makroskopowej w układzie własnym. 

Mamy więc warunek: 

. 12/ 

Jak zwykle zakładać będziemy, że tensery bJn i C.:11r 
są symetryczne·. Są to w naSZYJZl przypadku jedyne ograniczania 
na wSpółozytmild. rozwinięcia~ Sens fiżyczny para!netrów rozwi­
nięcia można i1 prosty . sposób określić korzystając z definicji 
tensora energii-pędu w ulG..idzie wlaSDJlll T~~ • Jeśli równo­
cześnie uwzględnić warunęk /2/ i symetryczność tensorów b-'r> 

i C,;.pr , ·to po niezbyt skomplikowanych przeliczeniach dosta­
niemy: 

131 · . f' =f: [ 1,.( a+bP'2)S;p~ t (gT;p + hTillP)~p~] 
gdzie x/: 

/4a/ 'T0 df r o 
l;rJ = pMor.r- p r.r · 

/4b/ a = -S m!c2 ~; b 

/4c/ 6=----~~-x~3 ~[~_K~_+K~o] ______ _ 
20 1f A m:c' [ ( 1-~~)K: -(t,. ~)KoKi- i 1.-~) K.:] 

--~~----------------

xlw dalszych roz~ażaniach funkcje Mac Donalda ~x/ od po­
jedyńczego argumentu oznaczać będziemy ~· 
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/4d/ 
9 =- i1TAm~c1 K3 

/4e/ h=-~~ 
Mamy więc do określenia 9 wielkości: · ); /?;/, T;.r/6- gdyż 
tensor sy~etrycznyl w funkcji makroparam~trów N~ , T~ ... 
q • W tym celu postąpimy podotn.:e jak przy znajdywaniu rów-
nania ciągłości i równ.ań zachowania tensora energii-pędu. 

Mianowicie, kładąc w l l t 1 '; l ~, = pr . p~ i korzystając 
z niezmienniczości r~vnania Boltzmanna oraz niezmienniczości 

d1p l E dostaniemy na.tychniast ; 

/51 

Jest to poszukiwany układ dziewięciu ró•v.nań na określenie Sj 
i T;~J' lrór.'!lan.ie 10.dla ·l= 4, k = 4 jest liniowo zależne 
z ró~nwniami /5/ dla l= k = J = p i równaniem ciągło~ci 
l 111/1/. 
Dla określenia S~ i T~ • podobnie jak w meto~ie 13 
momentów GraQa, zastosujemy następujący schemat iteracyjny 

[21] 

/61 

gdzie: 

Poziom równe..ń Navier-Stokesa, czyli 1. przybliżenie dla S~ 

i 't;.r odpouiada przyjęciu po l ·e'\7ej stronie /6/ f*' = f~ t 

a po prawej stronie 161 przyjęciu f oi1l · ffł-1 1 w formie z linea­
ryzowanej ~1] l ponie\'.'aż interesu.~i e nas tylko 1. przybliżenie t 
w dalszych rozv,rażaniach indeks "/1/" oznaczający iterację bę­
dziemy opuszczać/: 
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Pierwsze przybliż·~nia uzyskamy zatem z układu: 

191 

gdzie 

/10/ 

J
-. "\ r o ,13;-~o f rTJ d! o D~p·~ pa ~ ~ = p'po li-~. r l k m '\ vil ("0 L k OL) Cll 

(/i\il1 l, (. 

V. Tensor energii-pędu w układzie własnym. 

PrzystąpiLiy obecnie r,"' efektywnego rozwiązania układu 

l IV
1
9 /. Fostępcwanie podziel~] na dwie części. W ~zęści 

1. określimy lewą stronę l IV,9 /, w części 2. prawą stronę 
l IV, 9 l . W każdej z tych części wyróżni..my z kolei dwa 

przypadki: a/ l= r l k = ,Y i b/ . l= 4 l k ·: .j . 
Rozróżnianie przypadków a/ i b/ wiąże się ideowo z charakte­
rem wiell{ości tensoro-..'7Jch. Jak się okaże z dalszych rozważań 
przyp~dek a/, który można by nazwać prz~strzennym povwoli 
określić tensor n~prężeń lepkich r;~ ' przypadek b/, 
któr~ można by nazwać . przestrzenno-czasowym pozwoli określić 
strumień ciepl~ s; 
1~ Określenie lewej strony l iV,9 l 
a/ Przypadek t:: r ' k:: J 
Kładąc w l lV,j l l~ r k::: .J i korzystając z 
l III, ·13 l dostaniemy: 

111 
f prp;p:.~ ~ "B N: ( p:;;:j (fr,J,~ +fr1~~+ Jnc11) ~~\ t 

1 N~ lpazl r JA 1 No ( alcol r 'dB 
+ 3c2 !f\ J iJrJ :no - 3c H P ' 1 drJ 7Jt0 
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Kierując się analogią do przypadku. klasycznego, chcemy uzys­
kać A l~..t) zależne tylko od pochodnych pręQ.kości. Pochod.ne 
~ i )f. możemy wyeliminować korzystając z rómlań ciąg­

łosci l 111 1 1~ l i równania energii l III, 1' l dla cieczy ideal­
hej. Do problemu eliminacji pochodnych z równań cieczy ideal­
nej powrócimy jeszcze w dyskusji •. Krok ten można traktować 
jako skorzystanie w danej iteracji .z rezultatów poprzedniej 
iteracji. Procedura ta, znana .Llasyeznie, stosowana jest 
również powszechnie w forma.liZmi-e ·:Te~atywistycz~. Rozwią­
zanie wskazanego układu rÓWDań ze w.tględ11 na 1 f, i · Jf. 
prowadzi do: J 

121 
Ą JA B N~ p. ~E'2)- f t" N~~ '\~0 

~ A :no= N~ f- N: ~e1 JX~ 

]B 1 E p czNo rJ 
łia Nr M M -J M p 

Jf=B ~ fz - Ne(p!J )X~ 
N" ~'~ Pf 

131 

Uwzględniając /2/, /"51 możemy zapisać lewą stronę l łV,3 ·/ 
dla l = r k = J w postaci: 

Dla poszczególnych wielkości średnich otrzymujemy: 

( 
n~ 2 p~2 

) ~- ·,:11A m.~lrs- K3 · [ K 3 K J 
r·E, ' - , N~ ~3 ffl=41TAm:cs T t yf 

/5/ 
f col) _ 4 TI A m! c 

1 
[ 3 K + i K J 

\c. . - N~ xr J x 2 
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Związki te dają.: 

161 

· gdzie 

i 

/81 

Ostatecznie więc lewa strona równania l .lV, ~ l dla l = ( , 
k = J ma postać następującą: . 

191 

f prp$p~ ~ ~ = 41TA mft~ B fdr.r~l+ J;~J;) +l~ cG1) ~ -t 
+ 1. rr1Am'cs- B _1_ r:.ę. ~ 

3 
11 

(J 7 T2 °1
"' ~X~ 

Przeprowadzając analogiczną procedurę w przypadku klasycznym 
otrzymamy: 

/10/ j .. Vo vo Dofo' d1 .. 0 _ -p,., :>a[ 
r J" M V - - .:::...i.i-. mo JX~ 

gdzie 
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/11/ 

Pamiętając, że w przypadku kla~ycz~~: 

/12/ . 

:1oże:my wynik /10/ zidentyfikować z rezultatem 1. przybliżenia 

w metodzie G-rada 13 momentów [21.} /p~str.28 lewa strona 
pierwszego wzoru 12-10 przy ·tr= O, . qi = 0/. 

. GI 

b. Przypadek t= 4, k = J • 

Przeprowadzając podobne obliczenia dla l= 4, k = J dosta-
niemy: 

/13!fpopopo Jt~ Qł -i..[ 1 JA . ~Jo (pozl_ j_.No (pglco)l JB ]+.i N~ (puZel ~. ~ . 
~ ~ m JX~ Eo - c 37\ Jx} l N l l 3 M . (. JX~ c 3c2 l l Jt' 

Pochodną ~ możemy wyeliminować korzystając z równania 
. ' l 

pędu gazu id~ealnego l i 11
1 
·15 l. Zauważmy, że 

możemy ostatecznie napisać 

Klasycznie procedura ta prowadzi do: 

/16/ f t mv•zv.: D'f:' dJV· =f~. P• ~r. 
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czyli znów uZyskujemy wynik identyczny z rezultatem pierv:sze­
go przybliżenia w metodzie 13 momentów Grada [21] /str. 28, 
lewa strona d.rugieg9 wzoru 12 - 1 O przy Uj = O, q i = 0/. 

2. Określenie prawej strony równania. l JVi9 /. 
Na podstawie praw zachowania pędu i energii przy zderzeniu 
cząstek maruy: 

1171 ' t·o fo = folfOl 
M M1 H l'f~ 

1181 

Stąd wynikają natychmiast równości: 

/191 

1201 

Równości te bardzo istotnie upraszczają oblicze=ia, gdyż 
w mieJsce prawej strony l IV, 3 l możemy napisać 

121/ 

gdzie: 

/22/ ~c~f : I w· [t n:·JlN -lff:JlNJ ~ 

/23/ (f'f:lN ::f: f:1 [ 65: ( tp:·p:~:.l +( 9 r~~ +n t;~rLr.J(p!p~+pr,~"~ 
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Z kolei · własność l 11, 3a l członu zderzeniowego pozwala Z2.;li­

se.ć prawą stronę l IV,9 l w formie bardzo dogodnej do obli­
czeń: 

/24/ 

Wielkości p~' , V ll , 
c 11 c .. 
.... , t.. ~ .. wyrażaiiJ.y przez pa.rameijry 

-;. ., o~: , . - . 
p" t p.~ ' t<1 ' ~ ~ t =-, ktore Jean.oznacznle 

lf1 . określają akt zderzenia 

_. l _. r- A ~ (- ....... ') f'~ ~·t po = p•' -t 'LV.i VI Vr·p- +~r. Vr (! 

~ -+ l 1/2 

/25/ t 01 = At €" 1(1+ v,CY") v-= ~· (cz-m:c4
) 

. ..,.. 
gdzie Vr jest prędkością układu środka masy: 

1261 
"""* \/ -vr-

Ponieważ w układzie środka masy: 

/271 
t / 

J 

więc kor~ystając ze związków transformacyjnych dla czterop~-
du, otrzymujemy p,1 

, Eo) 1 w poszukiwanej postaci jawnej 
' ' -+ ..... ...l"' zależnosoi od para.metrow zderzenia ·po p.t 

/28/ 
P''= p-T''+ r~~21 VI rvJ'')p· +frV,f 
t0
': h C( 1+ Yr ~;t.,} 

x7;ó~~ść-;~~ii zachodzi tylko w przypadku cząstek zderza ­
.~ ących się o równych masach. 
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1

.7;yl::orzystując związki /25/ po prostych przekształceniach 
do3tc .... "1ieny: 

/29/ 

/30/ 

V't' = c [f ( t'f:-py, c1T'T; -m;c~r12 

t~= [! (~·t:- p'p~ c2T'-T: t m:c~] 112 

.::_:· ;.:.:ie rJ , 1J, są jed..i"lOStko\·,7mi Wektorami odpowiednio 

~:: ~~i.::r:.·.~: ·::..ch -p~ , ·pt • Przyjmie-my jako hipotezę rotoczą, 

t ,:; ró~:r.Liczl:o7zy przekrój czynny w układzie środka masy jest 

/31/ :r../ 

Całkowanie po prz~strzeniach kątów i energii 
'f o/ a. Przypadęk l.= u , k = ..J 

lia podstawie /28/ mam:v: 

F~/ p~ l= P"2 l~~ l~ + ~v' ~1 v,~ p·Z( VJ'1l; + r.vr-7.1 Yrr p-2 (vr.Y•') l'; + Ór V;~ r~· r; t 
t r C 

-r' ~ rp·[~ + 
1\ 4

1Yv.rVr: p-1(M'1~ 2 [,l~: j) EJ Vrr v).,VJ/ t frl~2Vrr Vr: 

~a/ 

~'i wyrażeniu /24/ od l za}eży tylko p~'p~' • Całkując /32/ 
po przestrzeni kierunków t•' dostajemy: 

Dalej .mamy: 

x/R" można interpretować jako promień cząstki w jej ukła­
dzie własnym /promień własny/. 
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/34-a/ 

/34-b/ 

/}4-c/ 
c~ ( . o lo lo'o o olo l# zla !0) 

Vrr Vrs = (t' +E:Iz p'2lr 3 + P'Pl rlu t p P• 1L1r t p.: l1rl1J 

Elementarne przekształcenia z uwzględnieniem /29/, /30/, /33/, 
/34/ pozwalają /24/ zapisać w postaci: 

gdzie: 

A i{/ r jfi1/ FD Jn 
/36 'fJ =) 'fJ a.xro 

A(J) J I((JI FP . n 
f.j : rJ .L.!! JJLi" 

1 /1~ 'TI 21 o ,o 
. \~r ::- ~ .. P' lYLJ 

l 

Aiz! jJ< (t.J FAD l n 
~= n QJ~~ 

http://rcin.org.pl



- 23 -

Zauważmy, że K ~~ , K ~:j, są s;;'liletryczne względem zmien-
nych p11 p~ , zaś K;] nies~nn.etryczne. Obliczenie ca-
łek ArJ" w układzie ~~ispółrzędnych o dowolnie skierowa-
nych osiach byłoby zbyt uciążliwe. Znacznie prościej można 

. .-
je wykonać w specjalnym ul~adzie współrzędnych O , w któ-

rym. oś Z /l f; . ~ Całki Ar.r w układzie o dowolnie skie­
roWanych . osiach odzyskamy stosując reguły transformacji ten­
serów wobec obrotu układu współrzędnych. Mianowicie: 

/37/ 

gdzie d n · są elementami macierzy transformacyjnej, repre-,.., 
zentującej obrót układu 0° do pokrycia z O : 

l 

- wsl co~ Slrl~ ~rnl cos~ l 
drA~ - c.osl srn r-1 

j 

/38/ -cos~ rmJi srnf.f l 

rml o cosJ,. l 
l 

Ji , t są kątami biegunowym i azymutalnym kierunku 
T; w układzie 0°. Całki występujące przy całkowaniu A~ 

po przestrzeni kątów r: są elementarne, niemniej jednak 
ze względu na ich ilość obliczenią należą do wyjątkowo 
żmudnych. Rezultat jest następujący: 

/39/ 
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- ; ifm:c1
{ ( p•1 H+ZP'1>: I) U g(Zr:,+ r:~dr:)+h T~frJ ]+ 

+ potp:z [f g (H,-H,)( ~,d~+ Z'G.)+ [ 9 H, t h H )r:Jl]]} 

f A'~. dQr: =- ~ 1T
2p'1 EA [ fg(ZT~+ T~JrJ)+hTMr:]-

/41/ 

/42/ 

- lf tp-zp~2 [f 9 (E:-E~Jir;"JrJ +tr;,) +!q E:+ hE~ r~ rfrJ] 

J N;, dJ~r: =t rrz {t p·l E~+ zp·'p: rJ r f g (zr;). rwlr.!tnr~rr.r]+ 

+ P'2p:z [ fg(E;- E~!ltf,drJ+ZT~)+ (g e +h EA)r:~drJ]} 

C -J(,._,lo )2-Df11-D 'n ... 
L.' - 'J a .JL!" 
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Znaczek " ,_ " przy wielkościach przypomina, że są one bra-
-* - -ne w układzie O ; kąty .J , 'P określają kierunek 

~ 

w układzie O • Warto podkreślić, że podobnie jak klasycznie 
wsżystkie calld. związane ze strumieniem energii znikają. 
Zauważając, ·że: 

h= - ~ g , E1 • E2 j ~=H~ , E: = E~ 
po prostych przeliczeniach dostaniemy: 

ZfA~dJh: +f A~ d.flt: + 2 f A ~d~r; = 

= JlgH~t;.{-rr(c'fDD l7i ~p'1+4 P'l'4 coJ"' p;z + 3 pfearY )s,nJ d)+ 
/43/ . . . 

· + JD (-Zpt1 + Sp'p4cosJq:1
- 3~1cos:JJ rmJ dJ} + 

+ 4~2 tgP'1Tffd u f Z JDwDSJn1dJ-m~'pf~1 nn
1JdJ -pfczJ sm1J D aJ} 

Wyratelli§. zawarte w /43/ całkują się prosto prz_ez podstawie­
nie · 

; /44/ 
,..,· 

z= E' E~-p·p: r}wsJ 
Jeśli ponadto w miejsce p• , p:. Wprowadzić nowe zmienne: 

/45/ P"=_nurhX 
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gdzie 

~A= rh (X+X1J- sh lx-x~l 

N= shl(X+X~ -rh1IH1I N= ch(X+X1M~·X·J-c.h[H,)shl/X-X11 

A F: = X t x~ -ln [~h Ix-x,f t ch~t-x1] 
Przed przystąpieniem do całkowania po przestrzeniach energii 
/teraz po zmiennych X , 'X1 l przekształcamy prawą strone 

l IV, 9 l do postaci: 

/41~ j?}p~ft f'~'= R;Nm!0
t:

11 ~~Tf3g [T~ [X"-X')+ 'Lj1 {ił X"~ 
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gdzie: 

lt 

X'= jj e-xr.hX e-xc.h'X, sh~X sh'XJ[W~(2rh'X+~shX!hX,losJ-Jh'X,•Jsh'1cot~'inJJ~dyq~ 
o o vo 

42 , l X" = rr(xcltX excltX. sit X Jh'X, ~[)D!-z rh'X ,g mux,cJ.AtX,-3 sh'X, (Of:J)nnfdJ}~il~ 
tl l) '11'0 ff 'li 

x·· = TFxdtXrxdtx,s~X rh'X, [l~''f I DD 111nnJdJ-sh'X, fDD'~SJn '3 dJ- ~:[»n n 'Jd~dXJX, 

Aby pozbyć się modułu JX- A1 ·1 występującego w wyrażeniach 
/42Y rozbijamy całkowanie w następujący sposób: 

14:/1 jdxĄfjtx,x,)dX =JA+ Js JA=Fx.J](X;x.JdX Js= ~x,jJ~,x.JdX 
o o o o o ~1 

gdzie ] (X, X.1J reprezentuje funkcje podcałkowe w wyraże­
niach )( • Okazuje się, że we wszystkich całkach z indeksem 

"A"" rh X. zawsze występuje w potędze nieparzystej, zaś 
w całkach typu "B" w potędze nieparzystej zawsze występuje 

sh.X X/. w całkach typ~ "B" proste podstawienie 
ch. X::~ pozwala na elementarne wy całkowanie po X 

Drugie całkowanie po zmiennej X1 prowadzi do funkcji 
Bessela Kn(X} /n= O, 1, 2, 3, 4/. W całkach typu "A" 
dokonujemy zmiany granic · całkowania w myśl reguły: 

00 'X-. 00 -co 

.·. f dX, J ](X,X1)dX = fdX { J(XJ,)dX, 
. o o o X 

/44'/ 

co umożliwia efektywne wykonanie całkowań, podobnie jak 

w "B" • Zauważmy' że gdy J (X, x~J jest funkcją symetryczną 
• zmiennych r.. l X i to: 

x/Jest to konsekwencją występowania w wyrażeniach podcałko­
wych modułu . l 'X- 'X1 l 
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/45~ TTJrx,r1JdXdX1 =2~t fJrx,tJdX 
o o o x. 

P · ż · • DJ)w j) 'i\Dtz' · tunk "" · omewa wyrazema , , . .v są · . Cc.~am.1 s~e-
trycznytni w zmiennych X , X-t , fakt ten w przypaa..kach, 
kiedy całe . · wyrażenia podcałkowe. jest symetryczne , znacznie 
upraszcza obliczenia. Całki występujące w X 1 ·, ·X " , X 111 

w przeważającej ilości nie są sta.blicowane·. Wyniki obliczeń 

są następujące: · 

X u X t 9BO K (Zx) (l20 JO'O)K ~~~(1QQ.+1140 +_lliQ)K ~x)-
- . =r - x' " - xfj + i' l . . x~ . X' . xi 2 

. ·[· -15',_ 4010 ł 1410J.K {f]J -{·- 100 + Z'1' ł 1440JK (Zx) 
- x' +y: x' ,. LJ.J x~ 4x' x8 ~ . . 

/46~ 

X11 = 2 [ '"K~IZ~t( ;~t ~~)KJ[Zx}t(t~ ~f +.W)Kt!lld+ 

. .. ( ~ + lf1) K1 (lx)+{ -~ + fxf) ~.(lxJ] 
Fosługując się wzorem rekurencyjnym 

/47/ K (x) _ K (x) = 2n Kn(x} 
n•f n-1 X 

możemy uzyskane rezultaty wyrazić przez funkcje Bessela 
pierwszego i zerowego rzędu 

/48/ 
X n-X' =-( s:;+ H;io + 19~~o) K~ llx) -( ~ + 1~~o) Kp IZxJ 

X"'=Z[(~ + 
22~2 +.,)K1~~+(2Ę:i +3~!)K,[Z~] 
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Ostatecznie prawa strona równania transportu na określenie 
tensora naprężeń lepkich wyraża się następująco: 

gdzie 

/50/ 

b. Przypadek L= 4, k = j 
Na podstawie /28/ ~= 

daje: 

/52/ 

... 
Wykorzystując określenie prędkości . V1 i związki /29/, 
/30/, /34/, /52/ uzyskamy l IV, 9 l w postaci: 

/53/ -t ; rr ~ mi1 f ~;:g f:J~ tJlf [JB~ ~~JdrrdF -

-f~ Jf~f~P'1P12 [fB~d.llt]drdp4 
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gdzie 

/54/ 

Całki B.r , podobnie jak poprzednio, wykonujemy w specjal--nym kładzie O .Korzystając częściowo z uzyskanych poprzed-
nio rezultatów. otrzymamy: 

f B~ d .Ile ~ 1fp•1 bes~ + P'Jr: t TJb r~ 

t 55 t f B~ d.Qr. = t 1f 6 H r1 C + -}li b I p·lp: ); 

Tym razem znikają wszystkie wyrazy związane z tensorem ~prę­
żeń t;.., . Wykonując efektywnie całki po przestrzeni f 
możemy wyniki przedstawić w post~~i: 

tB-Hid n D ::11Tzbm'c8r [ 1 ( AB- AE)+ chXchX1 (A~_ AEJ-
JJ J JLt1 3 " :- ~ 1 \ 1 \ rh:XrhX1 ll 1\ 

- L A'] sh3X 
1561 3 rh1XshX1 

f B~ dnr:= ~ Tr
2b m;c~shJX l; [k (N-N)+ '~h~~;:i IN-NI-zrh'thY

1 
(A! A~ 

JB[lJd n -trr2b r 1(0 [Ih
2
X ( ~i_ Atl+ thXc:hX1sh1-1 (·hl_AE_I_ rhX~ A eJ 

.t LlL~- 3 l moc J.J Z fhA~ /l 1\ l 2sh2X f\ 1\ J JihzX l\ 
Jeśli postępować podobnie jak w p. A, dostaniemy: 

t57t fptp~~ f~· =t f TI1 ~; Nm:c12b s;y 
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gdzie: 

/58/ 

'f Korzystając z /47/ uzyskamy l w znacznie prostszej for.mie: 

/59/ 

Ostateczhie więc postać prawej strony równania transportu 
dla l= 4, k = .j jest następująca: 

J o • [,_f' d~· i z JTR!m. N~ X4 Y r• 
1601 N: l 7 =r?J C (1+frJK; +(f+ ~~)Kol(.,-(1- ~t}~/ J.t 

Tensor naprężeń lepkich, strumień ciepła i tensor energii­
pędu w układzie własnym. Porównując /9/ i /49/ stronami dosta­
jemy: 

1611 
J. A r;.r +pAr;, !r.r = - 4 ;~ Ką K1 ~;{ rr~I~ ·Ir,J.-,.~r,L~)t t ł tr. ~ J 

.Stą.d można wyli CZ'jĆ . 

/GZI 'G.r=J1~fxf tf1łJY, IW ~,=3)1·~ 
gd.zi4!t,: 

/64/ 

W ramach naszej teorii uzyskaliśmy więc niezerowy ślad tenso­
ra naprężeń lepkich. Tym samym warunek l l 1 ł l nie mo~e być 
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spełniony. Wynika stąd, że w przypadku relatywistycznym nie 
można skonstruować rozwiązań norm.alnych /rozwiązania normal­
ne są to takie rozwiązania, dla których polĆrywa;ją się makro­
parametry obliczone w oparciu o funkcje rozkładu ~ i f~ /. 

Z kolei przez porównanie /15/ 1 /60/ uzyskujemy: 

/65/ 

gdzie: 

k 1~~3x w .. r.~z k . 1SckX2 (J K1 )lhli 
N=- ~zgrrR;· T . ,=- 12STTR! +XK; ~ 

/66/ 1+ z -~)K~ -(i+!~JK,~~(1+ ł.)Ki 
~=~~~~~~~~~~~--

2(ł+ x 1K~1 +(~+~Kl1 +f Ki 

Wz ·(~+~)Ki +(f+ ~}K~ -(1- ~)K: 

~h= (1+ ;~ +J-]~(Jx)+(J~ +~K.(Zxi 
Strumień ciepła aożemy wyrazić również poprzez gradię.t 
aednej wielkości ter.modYnamiczne3 ~ : 

/67/ 

W~kresy zależności wsp6łcz7Jlililt6w transportu }J-t , · 
1 
U2 , 

k., , k. od temperatury zostały sporządzone w oparciu 
o obliczenia nume.rytzne i są przedstawione na rys. 1, 2, 3, 
4. W artości wsp6lczynnik6w podaje tabela 1 • • 

W oparciu o uzyskane rezultaty możemy ostatecznie ~rzedsta­
wić tensor energii-pędu w układzie własnym T~ • W tym 

celu rozbijmy T~ na część maxwellowską T(.' -i dyssypa-
cyjną T!: 
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gdzie 

/(:.0 l 
l ...., .11 

I?OI 

-33-

rro ·T Mo . Tllo 
llk = lk t lk 

o 11 

-EM~ 

Dla pełnego określenia tensora T~~ pozostała jeszcze do 
znalezienia WielkOŚĆ €)D e Jak jUŻ WSpOminaliŚmy t równanie 
transportu l l V , ~ l dla l = 4, k = 4 nie wnosi nic nowego 
l jest liniowo zależne z równaniami transportu dla l= k = j 
i z równaniem ciągłości l i li .. H l l. · Gęstość energii można 
jednak określić wprost z definicji: 

1?11 

Staje się UlOżliwe dzięki temu, że t,0 

jest zupełnie określo-
sa .-o 

na, jeśli znane są ~ i Lr.r • Bez trudu znajdujemy 

1?21 

gdzie 

1?31 " - _1.nłJx [.i+ la.] 
/lA- 5 r·,. x K3. 

Tym samym, na mocy 1681, tensor ehergii-pędu w układzie włas­
nym został w pełni efektywnie określony. 
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Tabela I 

f f'~ 
i l k,; X -/AJ; l K~ 

10-10 1.133255 X 1022 3. 637579 x 1 o42 
. ' .-.r-_' ... ~ 

7.869823 X 10 1 • 002220 X ~02G 
. 10-8 1.133255 X 1020 7.869823 X 1o' 3.637579 X 1040 . 1.002220 X 1020 

10-6 ~r.133255 x 1018 7.869823 X 105 3.637579 X 1o38 1 • 002220 x 1 o20 

10-5 1.1)3255 X 1017 7.869823 X 106 
3.637579 X 1o'7 1 • 002220 x 1 o20 

10-4 1.133254 X 1016 7.869820 X 107 3.637578 X 1o'6 1.002220 X 1020 

10-.5 1.133239 X 1015 7.869600 X 108 3.637555 z 1o'5 1.00221Ą. X 1020 

10-2 1.1,32263 X 1014 
?.855664 X 109 3.'636068 X 10}4 1.001820 :z: 102'

1 

2 X 10-2 5.666185 X 1013 1.567854 X 1010 1 • 81 E)4.91 x 1 o34 1.002122 X 102(! 

4 X 10-2 2.833360 X 1013 ).1098.51 :.: 1010 9.089280 X 1033 1.001972 X 102(' 
ó l: 10-2 1.889306 X . 1013 4.614012 X 1010 6.056}43 X 1033 1.001778 X 102( 
B 1: 10-2 · 1.417000 X 1013 6.072057 X 1010 4.537676 X 1033 1.001228 X 1020 

10-1 1.133748 X 1013 7.481308 X 1010 ·3.625881 X 1033 1.000642 X 1020 

2 X 10-1 
5.ó77338 X 1012 1.377025 X 1011 1.796666 X 1033 9.963958 .x 1019 

3 X 10-1 ).793520 X 1012 1. 888591 X 1011 1.180784 X 1o33 9.896987 X 1C19 
.:. l: 10-1 

2.853965 X 1012 2.3Q4627 .x 1011 8.692522 X 1o'2 9.811607 X 1019 
6 X 10-'1 1.917641 X 1012 2.926242 X 1011 

5.524553 X 1o'2 9 • 597~6 . X 101-9 
8 X 10-1 

1.452730 X 1012 3.369209 X 10
11 

3.912114 :.t 1o'2 9.351458 X 1019 
1 1.175622 X 1012 

3. 699426 X 1011 
2.936596 X 1o'2 9.089965 X 1019 

2 6.283695 X 1011 
4.532737 X 10

11 1.()ił.O~ X 1032 7 .84V6o4 X 1019 

. 3 4.48~d98 X 1011 4.58.3102 X 1011 5.04-5478 X 1o'1 6.892392 X 1019 
4 3.587372 X 1011 4.941134 x 1o11 

2.869472 X 1o'1 . 6.18?281 :X 1019 
6 2.675627 X 1011 

4.400978 X 1011 1. 231977 X 1031 5.2?1850 X 1019 
10 1. 9()8665 X 1011 3.604016 X 1011 

3. 99C>64-2 X 1 o-'0 4.276989 X 1019 
14 "1.552611 X 1011 

2. 709435 X 1011 1.8584-01 X 1c(0 13• 733399 X 10
19 

16 1.4_;4085 X 1011 2.561564 X 1011 1.423548 X 10~0 13.682992 X 1019 
102 5 • .512655 X 10

10 
2.155713 X 1010 1.761628 :X 102?. ' 1.619334 :X 1019 

103 1.fS6726 X 1010 6.816823 ~ 108 5.5706,1 X 1025 . 5.119411 X 1018 

10~ 5.231654 X 109 2.155782:; 107 1.762437 X 1023 1.619192 X 1018 

106 5.230943 X. 108 2.1557&+ .X 104 :1 o 762444 X 1018 . 1.619123 X 10.17 
108 

5.230835 X 107 2.155741 X 10 1.762311 X 1013 1.619113 X 10
16 

1010 5.230835 X 106 2.155741 :I: 10-2 1.762311 . :X: 108 1.619113 X 1015 
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VI. Zachowanie asymptotyczne. 

Wydaje się interesujące sprawdzić, czy jest zachowana ko­
respondencja ogólnychrezultatów z rezultatami dla przypad­
·ków. klasycznego i ultrarelatywistycznego. W tym celu zbada­
my zachowanie asymptotyczne pewnych wyrażeń i równań, wystę­

pujących w przedstawianej teorii• 

1. Przejście do przypadku klasycznego. 

W przypa~klasycznym mamy ··.X >) 1 • · Jednym z takich wyra­

żeń jest zaproponow~ posta:ć ·funkcji rozkładu f l IV 
1 
3 l. 

Dla X >> 1 odpowiednie współczynniki w rozwinięciu, a więc 
a, b, g, h powinny przejsć kl~sycznie. Korzystamy ze znanej 
postaci asymptotycznego rozwinięcia funkcji Mac Donalda dla 

X:>) 1 [22]: 

111 K {x)='Rr e·X[Ąt 4n'=-1\ 4nt-fJ14n!-3
2

) +···] · 
n VR 1! ix Z ! Rx} · 

· Można łatwo sprawdzić, żexl a 

Uwzględniając zac~owanie się ostatniego wyrażenia i_zanied­
bując małe wyższych rzędów dostajemy po prostych przeliCZ6-
niach: 

gdzie: R= k. - stała gazowa, mo 
co pokrywa się z wyrażeniami klasycznymi [21] • 

i7z;:~zek ~" p;;;-wielkoś~i przypom~, że jest to wartość . 
graniczna wielkości w obszarze klasycznym. 
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Dokonamy teraz granicznego przejścia z równaniem transportu 
1 JV, 9 1 na określenie tensera naprę żeń lepkich t;_, i stru­

. mienia ciepła s; l 

A. Przypadek l= f , k = J 
Lewa strona równania l IY,9 l. Proste rachunki dają: 

/4/ 

Zaniedbucjąc małe wyższych rzędów w rÓwnaniu l ·V; 9 l otrzy-
mamy: 

151 

Zauważając, że w przypadku klasycznym: 

możemy zn6w stwierdzić, że otrzymaliśmy rezultat klasyczny 
[21] /str.28, lewa strona pierwszego wzpru 12-10 przy r~ :0, 

q~ =o l 
Prawa strona równania l IV, 9 l. 

Mamy natychmiast: 
. 

/6/ ~~, = mVfx e-2x 

Podstawienie tycJl wielkości w równaniu l ~ 4 S l z równoczes­
nym zaniedbaniem małych wyższych rzędów daje: 

co pokrywa się z wynikiem klasycznym ~~ /str.28 , prawa 
.strona pierwszego wzoru 12 - 10 przy Lii =O l. :-_ . achowaliśmy 
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tu dla formalności wyraz z ~ft . Okazuje się, że w rozpa­
trywanym przybliżeniu, które . gwarantuje dokladnie przypadek 
klasyczny, ślad tensora naprężeń lepkich staje się nieokreś­
n:y. Mamy bowiem: 

/8/ 5k'1(x), + +~ =o 

co w myśl 1 V, G3 1 prowadzi do nieokreśloności śtadu r;~ 
/klasycznie żąda się t by r;v = 0/. 

Interesujące może się okazać znalezienie wyższych przy­
bliżeń dla tensera naprężeń lepkich i jego śladu w obszarze 
klasycznym. Zachowując w wyrażeniach K:;(X} t ~ , T2 , 

~ , J. t wyrU/3 o rząd wielkości mniejsze niż poprzednio 
otrzymamy: 

--
/9/ 

. /10/ 

Drugie przybliżenie w obszarze klasycznym przynosi więc ·ślad 

T.~ równy O. Okazuje się~ że dopiero w czwartym przybliż-e­
niu ślad tensera naprężeń lepkich staje się niezer_owy. Zs.­
chowujac mianowicie, w rozwinięciach asymptotycznych funkcji 
Mac Do~lda, wyrazy z dokładnością do 1/ X~ · otrzymamy: 

/11/ 

W pierwszym, drugim i trzecim przybliżeniu wyrażenie to było 
równe O. Uwzględniając /11/ dostajemy natychmiast: 

/12/ 
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Współcz~ arugiej lepkości w odniesieniu do współczynnika 
pierwszej lepkości dla X>.) 1 maleje jak 1 / x • Tym samym, 
wyraz w tensorze naprężeń lepkich związany z drugą lepkością 
możemy w obszarze klasycznym pomijać. 

B. Przypadek l= 4, k = .j • Lewa strona równania 
l IV, 9 l. Można sprawdzić, że: 

K
K1 = 1- l. + E - .1i + ... 
. z zx Sx2 Sx1 

KJ = 1 + i_ + ~ _ 1S + ... 
Kz 2X Kxz 9xJ 
1 ~f(:J 

/13/ . + XI(; = 1 + i t 35 - 35" t ... 
i + li 2x sxz gx1 

X . K'l 

1<; = 1- ł. t ~ - 1~ t ... K; X X' 9xl 

5x~/1 +i; ---'-'-'-=--~'-- = 1 t i + _i_ - .fi t ... 
i + 1. x 2x2 Sx1 

X Kz. 
Jeśli w l V, ~5' l zachować wyrazy z dokładnością do 1/.xt 
otrzymamy O. Zachowanie wyrazów z dokładnością o stopień 
wyższą daje: 

114/ 

Wynik ten pokryWa się z klasycznym [21)lstrona 28, lewa 

strona drugiego wzoru 12-10 przy lij = O, qi. = 0/. 
Jeśli zachować wyrazy z jeszcze wyższą dokładnością, otrzy-
.am.y: 

http://rcin.org.pl



-43-

/15/ fp~p~p~"ł& ~·=-l m~c' 5N'[(1-t i.)JX + .1. JN' ] . 
JX~ E c Y zx Z.X )Xj w JX~ 

Prawa strona równania l IV,9 /. 
Na podstawie l V, 59 l mamy: 

/16/ v = _ 192 ~nr e-zx 
Je xrvw 

Po wykorzystaniu /2/ równość l V1 b0 l daje natychmiast: 

/17/ 

co potwierdza zbieżność z przypadkiem klasycznym [21] /stro­
na 28, prawa strona d.I'ugiego wzoru 12-10/. 
W wyższym przybliż~niu znajdujemy: 

/18/ 

Związki te dają: 

/19/ 

Porównując /15/ i /19/ otrzymamy ostatecznie: . 

/20/ 

Okazuje się, że już w tym przybliżeniu str:t~mień ciepła jest 
proporcjonalny do kombinacji gradientów temperatury i gęstoś­

ci. Reasumując rezultaty zawarte w p.p. A i B możemy stwier-
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dzić, że równanie transportu l IV S l na określenie tensora 
l 

naprężeń lepkich i strumienia ciepła przechodzi w klasyczne. 
Tym samym przechodzą w klasyczne wyrażenia określające ten­
sor naprę żeń . lepkich l V, b2 l i strumień ciepła l V1 C5 l: 

/21/ 

/22./ 

gdzie: 

2~ Przejście do przypadku ultrarelatywistycznego. 
W obszarze ul trarelatywistycznym lJUUllY X<< 1. Przy 

przejściach granicznych korzystamy ze znanej postaci przed­
stawienia funkcji Mac Donalda dla X <<1 : 

/24/ K. [x) = t (n -1) !(i) "t ... 
Na współczynniki rozwinięcia funkcji ~ dostajemy:x/ 

'3ajmiemy się teraz asymptotycznym zachowaniem równania 

transportu l IV1 9 l · 
A. l= r ' k = J. Lewa strona równania l IV, 9 l 

Bez trud\1 moZD.a sprawdżić, że: 

--------------------
xlznaczek "u" przy wielkości przypomina, że jest to wartość 

wielkości w obszarze ultrarelatywistycznym. 
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/26/ 

W takim razie . w miejsce l V, 9 l otrzymamy: 

/27/ .. l fpo pa n' ~ Ql.oj _ ~ 1. 2,rpo2Na ~ 
J r l rm 'Jx:.. f. u- r K ! l H -;)Xj. 

Prawa strona równania l IV,~ l . . 
Zachowanie graniczne JA , pA jest następujące: 

/28/ n _1072 
jJAu-y 

Uwzględniając to w l V1 49 l dostaniemy natychmiast: . 

/29/ ~p~p~ch{'~i.= 1~ 1fRi~rN~ (Z5T;~- 91jl'fr:) 
B. l =4, k = j • Lewa strona równania l IV; ~ l 

Proste rachunki prowadzą do: 

130/ fp. 0 D' '0° }G~ =_i m:c1 [7N' ~ JNcJ] 
4 r 1 r n. J X~ f' c X 1 J " )~ + X~ 

Prawa strona równania l l V, ~ l 
Zaniedbując małe wyższych rzędów otrzymamy: 

/31/ 
v · = _ 'ł20 
}u xł1 

/32/ 
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Porównując /27/ i /29/ oraz dokonując zwężeni~ dostajemy 
natyc~ast: 

/33/ 

/}4/ 

Nietrudno sprawdzić~ że w następnym przybliżeniu uzyskamy: 

1351 

Podobnie z przyrównania /30/ i /32/ otrzymamy: 

/36/ 

Warto podkreślić, że przypadek ul trarelatywistyczny .liczony 
był oddzielnie inną metodą. Uzyskane wyniki są identyczne. 
Z jednej strony więc przypadek ogólny jest zbieżny do kla­
sycznego, z drugiej do ultrarelatywistycznego. Tym samym 
jest to .dobre potwierdzenie poprawności obliczeń. Przypadek 
ultrarelatywistyczny, ze względu na proste wyniki, jest 
szczególnie łatwy do interpretacji. Tenser naprężeń lepkich 
jest wprost proporcjonalny do temperatury, zaś strumień cie­
pła proporcjo~lny do kombinacji gradientów temperatury i 

gęstości. Pewną osobliwością jest tutaj stałość współczynni­
ka przewodnictwa cieplnego przy gradiencie temperatury, jak 

również fakt, że część strumienia ciepła związana z gradien­
tem gęstości skierowana jest w kieruriku rosnącej gęstości. 
Interesujący wydaje się również fakt zerowania się śladu 
tensera naprężeń lepkich. Wykresy· zależności współczyn.nikÓ';7 

transportu f" , /U2 , k1' , kti od temperatury, sporząd.zo­
ne w oparciu o obliczenia n'lim.eryczne, potv;ier,izają z:.1alezio-
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ne powyżej zachowanie graniczne tych współczynników zarówno 
w obszarze klasycznym jak i ultrarelatywistyc~nym. 

VII. Tensor energii-pędu w układzie laboratoryjnym. 
Szczególną prostotę wyników zawdzięczamy użyciu układu włas­
nego. Ponieważ w równaniach gazodynamiki stoi explicite ten­
ser energii-pędu w układzie obserNacji, musimy dokonać trans­
formacji tensora T~n do układu obserwacji. Dla prostoty 
rachllllków tensor energii~pędu TUt rozbijemy na część ma.x­
wellowską i dyssypacyjną: 

/1/ 

gdzie 

/2/ 

/3/ 

Z kolei przedstawimy w postaci: 

/4/ T])o 

mn ... o łs: l o o l 
ł)~ O + 0 -E)o 1 

Korzystając z 131 i 141 oraz z l V, &2 l, l V,'' l i l V, łl l 
możemy zapisać l T~ l w prostej, przejrzystej fizycznie 
formie: 

/5/ 
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gdzie: 

/G/ p f, =- '[U< = -cpJ 5~: + ~~k + Ur {Xr (Ut uk)-f 5~; ( Ótk+ Ut u,}-~, (Jtk+UtuJ~ 

/8/ 

Tensorowy charakter tych wielkości jest oczywisty. 
Ponieważ w układzie własnym: 

/9/ 

/10/ 

/11/ 

~" u~ = ~o14 u~ = -T~~ u~ = O 

s~~ = s~ u~= o 
P!~ =-T~ ~O 

więc i w każdym innym układz~e odniesienia zachodzą związki: 

/12/ 

/13/ 

/14/ 

pfkUk :::- TtkUk = 0 

SLUL::O 

Oznacza to, że tensory p~ i ~l są ortogonalne do cza­
sopodobnej czteroprędkości Ut , zaś ślad tensera napięć 
dyssypacyjnych jest niezerowy. 
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VIII. Porównanie z pracami innych autorów. 
Szczególnie pożyteczne powinno się okazać porównanie 

z pracą Landaua. Praca Landaua zajmuje w teorii ośrodka re­
latywistycznego szczególną pozycję. Tę szczególność zawdzię­
cza oryginalnej definicji prędkości makroskopowej. Mian.o":7i­
cie - Landau określa ją tak, aby w układzie własnym znikał 

strumień energii /gęstość pędu/, a energia wyra.tala się 
przez parametry temodynamic~ne · jak dla cieczy idealnej x/ 
Konsekwencją tego jest peWna modyfikacja równania ciągłości: 

/1/ 

Prawo /1/ wyraża zachowanie strumienia masy /łącznie z ~­

są energii kinetycznej/, u~ -jest czteroprędkością ma-
~ 

kroskopową zdefiniowaną wg Land.aua, Vi - czterowektorem 
związanym ze strumieniem ciepła. Landau znajduje tensor 

· · d mit. • kt l tu energ~J.-pę u Ue :l czterowe ar Vi z prawa wzros 
entropii. Okazuje się, że jeśli w naszych rezultatach poło­
żyć rH = o, to istnieje doskonała koresponde~cja między 
jego i. naszymi re z ul tatami. Ponieważ u nas: 

/2/ 

mamy natychmiast relację między prędkością Landaua i naszą: 

/?;/ 

Jeśli zachować poziom naszych rozważań ogólnych, tj. zanied­
bać pochodne ~yższych rzędów niż pierwszy, jak równiez ·potę­

gi pochodnych wyższe lliż pierNsza, to dostaniemy: 

ii?j-;;;;~~;;-;j teorii żądanie odnośnie enei·gii jest nie 
do spełnienia, gdyż El~ .-- T ~v f O 
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'Jut JUi 
)Xk = :1Xk 

u; u~ = Utuk- Ut ł -~~u~ 

T~ =(p"t t~)tMktp.~ - (p"tt")(ut ~~T ~u..l 
gdzie · T~· oznacza tenser energii-pędu cieczyidealnej 
z prędkością wg Landaua. Jeśli . wykorzystać /3/ do wyrażenia 
tensora energii-pędu ~t. - tensora związanego z procesami 
dyssypacyjnymi wg Landaua (13] , to .. możemy natychmiast stwier­
dzi~ równoważność tenserów energii-pędu Landaua i naszego. 

Pociąga to za sobą równoważność Układów równań opisujących 

ruch ośrodka. Drobna różnica tkwi w tym, że u Landaua wystę­
puje dodatkowy wyr~ w tenserze en~rgii~pędu -S~ flt. 

· . ~Xr 
Jego obecność w tensorze Landaua związana jest z prostym fak-

tem, że Landau w swych pół-fenomenologicznych rozważaniach 
dopuszcza dowolne ciecże rzeczywiste /a więc i z niezerowym 

drugim współczynnikiem lepkości/, ,podczas gdy nasze rozważa­
nia. obejmują jedynie gazy jednoatomowe doskonałex/. W :porów~ 
naniu rezultatów Landaua i naszych można posunąć się jeszcze 
dalej. Można łatwo dowieść, że: 

171 

xr.w-;~;;;;;~;;ch-~tyczących porównania przyjmujemy t~= o, 
a co za tym idzie Ni= f~ =O • Landau przyjJ4Uj e bo"Niert.; że 
w układzie własnym gęstość energii jest taka, jak cieczy 
idealnej, czyli €: = O. Klasycznie dla gazu jednoatomowego 
doskonałego re:~= O. Widocznie Landa.u przenosi tę wł.asność 
śladu również na prZypadek relatywistyczny. 
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gdzie /;L= w-;.·t· jest relatywistycznym potencjałem substan­
cji 

1 
W:= pMtEM entalpią jednostki objętości, ( 0 -~ntropię, 

co pociąga za sobą natychmiast 

i B/ 

Tym · samym identyfikujemy Jt ze strumieniem ciepła S i • 
J eś1i ·więc zaniedbać r:~ ' to zbieżność rezultatów jest zu- . 
pełna. Równoważność rezultatów pozwala tym samym w prosty 
sposób wyznaczyć nieokreślone współczynniki fenomenologiczne 

. w równaniach Landaua. 
Próby uzyskania tensera naprężeń lepkich w postaci 

Landaua na grunc:i.e teorii kinetycznej podjęli w swej pracy 
G.M.Zasławski i S.S.Moisiejew [2.3] • Stosując metodę momentów 
Grada uzyskali tensor lepkości pokry-Wający się z tenserem 
La.ndaua z dokładnością do zaniedbywanego przez nich współ­

czynnika drugiej lepkości. W . innej pracy Za_sławski [24J uzys­
kał również strumień ciepła w formie Landaua. Z innych prac 
na · uwagę zasługuje praca Masłowej [16] • Autorka znalazła 
postać tensora energii-pędu dla ośrodka z procesami dyssypa­
cyjnymi rozwijając metodę Ensko.sa - ChapiD.a:na w formaliZmie 

.relatywistycznym; nie znajduje jednak efektywnie postaci 
dyssypacyjnej części funkcji rozkładu, pozostawiając ty.m sa­
mym ni.eola'eślone współczynniki transportu. W pracach Zasłali­

skiego i M~isiejewa p~~etry dyssypacyjne są określone 
z dokładnością do pewnej charakterystycznej, bliżej nieokreś­
lonej funkcji 't , grającej rolę charakterystycznego czasu 
zderzeń 1 reprezentującej człon zd:erzeniowy • Z dokładnością 
do charakterystycznego czasu . zderzeń określił tensor energii­
-pędu również Marle [19] , zastępując równanie Boltzmanna 
modelem B.G.K.x/. Jak widać żaden z autorów nie podejmuje 

iTgk;ót-~-~;wisk-~t~r6w: Bhatnager P.L., Gross E.P., 
Krook N. /Pb.ys.Rev.94, 511, /1954/ /. 

http://rcin.org.pl



- 52 -

próby pełnego razwiązania zagadnienia, która wiąże się nie­
rozłącznie z trudnościati, jakie kryje w sobie prawa strona 
róvY-nania Boltzmanna. Warto tutaj wspomnieć, że r~zultaty 

Ma~le są ideowo najbliższe naszym rezultatom, w szczególnoś­
ci zaś rezultatowi niezerowego śladu tensora napręż~ lep~ 
kich. Przy por6wnsr.iu wyników naszej pracy z innymi narzuca 
się w_spoe6b oczywisty problem dość dowolnej eliminacji -po­
chodnych ma~owielkości z równań cieczy idealnej~ czyli zas~ 
tępowania w tenserze energii-pędu gradientów . jednych wielkoś­
ci gradient~ · innych ~elkości. Problem ten występował rów-

. n.ież w· przypadku klasycznym •. · O ile ~ jednak klasycznie tensor 
nap re żeń lepkich 'Lr..r dał. się wyrazić tylko przez ·. po_c.hodne . 
prędkości, zaś strunl.ień .ciepła tylko przez · gradient tempera­
~~, o tyle w przypadku relatywistycznym staj~ się.to nie-

_ możliwe. W naszej pracy kierowaliśmy się analogią klasyczną, 
co niewątpliwie wpłynęło na fakt, że postać tensora energii 
-pędu w układzie własD,Jm jest możliwie najbardziej zbliżona 
·do postaci klasycznej; . postać r;., . jest w swej formie . iden­
tyczna, zaś S.~ wyraża się poprzez ·_.gradient jednej wielkoś;.. 
ci termody!lairlicznej A , podczas, gdy klasycznie poprzez 
gradient temperatury. 

Dyskusja · 

Na czoło rozważań wysuwa się problem niezerowego śladu 

r:~t:O i konsekwencje z tym związane. Fakt pojawienia się 
w układzie własnym niezerowego śladu 1# , równoważny nie-­
zerowemu współczynnikowi drugiej lepkości, jest efektem 
czysto relatyv;istyczny:mx/. Klasycznie druga lepkość mogła 
wystąpić dla cieczy ściśliWyCh rzeczywistych /np. gazy gęste, 

gazy z we~mę trzD3llli stopniami swobody, ciecze, w których mo­

że zachodzić przebudowa quasi-struktury/. 
Podstawową konsekwencją nie~erowego śladu jest to, że: 

x/Fakt tenjest niezależmy o<: .:nodelu oddziaływań cząstek; za 
niezerowość śladu odpowiedzialna jest tylko lewa strona rów­
nania /IV,9/ . 
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/9/ 

gdzie: 

./10/ 

-o podczas gdy przy 'LN = O: 
Stan ośrodka· opisany jest nadal przez pięć makroparametrów: 
N~ , To , . ~ , jed.na.}~ L"óv~nania gazodynamiki, w poró;maniu 

ze znanymi - ujęciami, modyfikują się w ten sposób, że w.rów­
na.niu ciągłości pojawia się dodatkowy czterowektor prądu 

Nf = N1"u~ , a w równaniach ~achowania tensera energii-pędu 
dodatkowa gęstość energii tl /obydwie dodatkowe wielkości 
są proporcjonalne do śladu rg~ l. z obliczeń :::~-:lerycznych 
wynika, że współczynnik drugiej lepkości jest w całym obsza­
rze temperatur ujemorxl, posiaQa minimum i przyjmuje w jego 
otoczeniu wartości co do bezwzględnej wielkości rzędu współ­
czyńnika pierszej lepkości, zaś w obszarze klasycznym i 

ultrarelatywistycznym przyjmuje wartości o rząd mniejsze od 
współczynnika pierwszej lepkości. Wynikiem zasługującym rów• 
nież na uwagę jest :fakt, że w obszarze klasycznym pojawia 
się efekt Eckarta /strumień ciepła proporcjonalny do kombi~ 
nacji gradientów t6mperatury i gęstości/, wartość jednak 
współczynnika przewodnic~wa związanego z gradientem gęstości 
jest, w odniesieniu do wartości wspólczjnnika przewodnictwa 
związanego .z gradientem temperatury, do zaniedbania. Zauwaz­
m.y jednak, że niezerowaść śladu 'f.~ i współczynnika k,. 
wynika dopiero z wyższych przybliżeń; jeśli ogranictyć się 

do przybliżenia gwarantującego dokładnie przypadek klasycz­
ny, to otrzymp-~ ślad ~~ nieokreślony, a współczynnik 
i7 _______________ _ 

Jest to tym samym czj~ zmniejszający efekty dyssypacyj~ 
ne. 
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kH = O. 
Do ciekawszych rezultatów należałoby ząliczyć również 

prostą zależność wspó"łczynników transportu od tempe:ratu.ry 
w przypadku ultrarelatywistycznym. Pruadstawiona metoda 
/którą możemy nazwać metodą czternastu momentów ze względu 
na brak postulatU Ensko a - Chapmana l pozwala w ~rosty spo­
sób znajdywać wyższa przybliżenia. I tak, kładąc po lewej 
stronie równania transportu f 0 z określonymi z pierwszego 
przybliżenia 1(,r, · ~;v i Sr uzyskamy poziom, odpowia­
dający w przypadku klasycznym równaniom Bur.netta. · 

Trudno przewidzieć, czy sposób obliczenia prawej strony 
równania transportu można przenieść · na dowolny model oddzia­
ływania cząstek. Wydaje się raczej, że wybrany przez nas mo­
del oddziaływania cząstek należy do nielicznych, przy któ­
rych jest możliwe analityczne rozwiązanie prQblemu w sposób 
precyzyjny od początku do końca. Z przykrością należy jednak 
stwierdzić, że nawet najprostszy model /jak nasz, w którym 
przyjęliśmy stalość różniczkowego przekroju czynnego/ przy­
nosi w praktycznym liczeniu olbrzymie trudności rachunkowe. 
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SU!IUlla.l'y 

The effective determination of dissipative,parameters 
o:f a relatiwistic gas in the frame o! the kinetic theory 

The relativistic invariant o! Boltzmann equation was 
obtained by Ćernikov [2-6]. It.was shown further that from 
this equation it is possible to derive a set o! .equations 
of relativistic gasdynamics r6, 23, 2~] • However, · the 
next step in this direction, namely the ef!ective determi- . 
nation of dissipative parameters was not yet done in spite 
of the fact that this problem has been treated by several 
autors 0 6, 23, 24, 19] • This is . probably due to the 
dif:ficulties connected with the righ.t hand side of the 
Boltzmann equation. 

The main aim of the work was to obtain the formulas of 
the dissipative parruneters asauming a simple model of· par­
ticles interactions. It was assumed that the effective diffe­

rential crossection of partielas interactions in the centre 
of mass system is constant. 

We consider a homogenous, electrically neutral gas with­
out creations and annihilations of particles. Starting fr~ 
relativistic Eoltzmann equation and using the metbod of mo­
ments we found the set of equations which corresponds to 
Navier-Stokes equations. An inte~esting result of the theory 
is that the trace ot viscous-stress tensor is not identi­
cally zero. Furthar the asymptotic behaviour o! transport 
coefficients were found, both -for classical and uitrarela­
tivistic regions. 

In Chapter I the basie notations are introdeced. The 
laws of the space-tDne coordinate transfor.mations .from one 
inertial syster;:, ·-co another one are described by /1/. Using 

tbe invariant ·iistribution function in the state of equi­
librium [20] the following macroparameters are defined: 
numerical d.ensity N, velocity q , energy-momentum tensor 
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Tlk , and temperatura T0 /formulae /2/, /3/, /4/ arid /6/ /. 
In Chapt~r II the known form of the relativistic Boltz­

mann equation and the corresponding basie properties of the 
collision term are given. 

In Chapter III the set of relativistic gas dynamios 
equations /1-2/ together wi th the appropriate formulae in 
the system of ref'erence for w~hich the macrovelocity of gas . 
element vanishes /rest-system/ /14-16/ are derived. 

The method of the effective deter.mination of energy-mo-
. mentum tensor i. s · iescri.bed in Chapter IV. A metbod an.alogous 

to Grad method [9,21] is employed. The dist.ribution funotion 
. i s . developed in the series form. /1/ • For determ.ining the · 

e.nergJ-momentum tensor we start from the system /5/ . ~ 
· F'llrther we use the iterative metbod described by /6-?/. The 
first approximation is . given by /~10/. 

To solve effectively the last system of equations we 
. · have ·to calcW:-ate the appropriate integrals in /IV, 9/; this 
· is done in ~e following Chapter V. After rather complicated 
calcula:tions we got for the left hand side /for l,k=1,2,3/ 
the formula /9/ and for_ 1::4-, k=1 ,2,3 the formula /1~ the 
calculations for the right hand side of ' /IV,9/ are still 
more complicated. The calculations are perfo:rmed on the pa­
ges 21-3i; the fillaL formulas are /49/ and /6q/. Comparing 
the resul ts of left and right hand sides we get finally the 
e~ressions for dissipative p~ameters /62-66/. The values 

. of transport coefficients were numeri.cally calcuJ.ated and 
. are shown gra:phicaly on pagea 34 - 3-ł and in the table 
/page 3S i. 

The asymptotic behaviour of the previous formulae are 
considered :in Chapter VI first for classical region and then 
for the u1trarelativistic region. The results are in full ·_ 
agreement withthose obtained by direct methoda. 

The transformations of the energy-momentum tensor to 
the laberatory coordinate system are given in Chapter VII. 
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· Compa.rison with the results of other ~uthors /f'irst 
o f ·a.ll wi th the La..niau resul ts · .in Landau-Lifschi t z , .Me cha­
ni es of continuum media/ is given in Chapter VIII. 

A short discussioil of the results closes the paper. 
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