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W rozwoju gazodynamiki relatywistyczne] zainteresowane
s3 gibéwnie tekie dziedziny nauki jak fizyka jgdrowa, fizyka
plazmy i astrofizyka. Pierwsze kroki w teorii odrodka rela-
tywistycznego dokonane zostaly w termodynanice i hydrodyna-
mice cieczy idealnej. Trudnosci w sformulowaniu termodynami-
ki relatywistycznej zwigzane byly z brakiem réwnan, w ktéd-
rych czas, obok wspdlrzednych przestrzennych, wystepowalby
w charskterze rownouprawnionej wspoéirzednej. Zasadniczy pos-
tep w tym kierunku przyniosta praca Eckarta [8], ktéra oprécz
ogblnego sformutowania termodynamiki proceséw niecdwracalnych
w ramach fizyki klasycznej zawierala réwniez jej uogblnienie
w formaliZmie szczegblne]j teorii wzglednosci. Zaskakujacym
rezultatem pracy byio odkrycie nowego efektu - przyspiesza-
nie materii powoduje dodatkowy przepiyw ciepila.

Rozwinieciem pracy Eckarta byiy obszerne prace Kluiten-
berga, De Groota, Mazurs [10, 11, 12] . Pokazali oni m.in.
2e relacje Onsagera sg niezmiennicze wobec transformacji
Lorentza, za$ produkt entropii moZna zapisaé w formie analo-
gicznej do klasycznej. Oprécz wspomnianego podejscia fencme-
nologicznego rozwijane byly réwnolegle i kinetyczne metody
analizy osrodka relatywistycznego. Najbardziej istotny wkltad
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w rozwdj teorii statystycznej wnidési Synge [20] » znalazl on
relatywistycznie niezmienniczg funkcje rozkladu czgstek

w przestrzeni fazowej dla stanu réwnowagi termodynamicznej
/analog rozkladu Maxwella-Boltzmanna/.

Dla rozwoju teorii kinetycznej najwazniejszym krokiem
byto uzyskanie relatywistyczne] formy rdéwnania Boltzmanna
ﬁ, 2, 3, 4, 5, 61 . Formalne ﬁyprowadzenie réwnah gazodyna-
miki relatywistycznej z uwzglednieniem procesdéw dyssypacyj-
nych z réwnania Boltzmanna, podobnie, jak swego czasu, w me-
chanice klasycznej, byto potwierdzeniem relatywistycznej
termodynamiki proceséw nieodwracalnych [16, 23, 24]. Mozna
byto oczekiwaé, zZe w ramach teorii kinetyczne] zostana roz-
wigzane dalsze istotne problemy dotyczace osrodka relatywis-
tycznego, w szczegdlnoscl zas, zostang okreSlone parametry
dyssypacyjne osrodka, a wiec wspdiczynniki lepkosci i prze-
wodnictwa. Jakkolwiek problem ostatni byl podejmowany w kil-
ku pracach [ﬁs, 23, 24, 19], to niestety w zadnym przypadku
nie doczekal si¢ peinego efektywnego rozwigzania. Nalezy
przypuszczaé, ze zwigzane to byto z trudnosciami, jakie
w konkretnych obliczeniach kryje w sobie zderzeniowy czion
réwnania Boltzmanna. Uzupelnienie tej do$é istotmej luki
w teorii osrodka relatywistycznego stato sie¢ celem niniej-
szej pracy. Podjeto w niej probe okreslenis parametréw dyssy-
pacyjnych osrodka przy zaloiZeniu moziliwie najprostszego mo-
delu oddzialywarh czgstek. W charakterze takiego modelu przy-
Jjeliémy zalozenie o stalosei rézniczkowego przekroju czynne-
go. rozpraszania c¢zastek w ukladzie srodka masyx P

W pracy rozwaza sile gaz elektrycznie obojetny, jedno-
skladnikowy, niezbyt gesty, bez zewnetrznego pola sii, bez
kreacji i anihilacji czgstek. Startujgc z relatywistyczne]

X/ jaz0zenie to jest fizycznie realne i tak np.dla nukleondw
w obszarze energii 130 - 400 Me\/ catkowity przekréj rozora-
szania czastek w ukladzie Srodka masy jest w przyovlizeniu
staly i réwny przekrojowl oddzialywan elastycznych /( =23mb/.
W przypadku klasycznym zatozenie powyzsze odpowiada dokiad-
nie modelowi kul sprezystych.
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formy réwnania Boltzmanna i stosujgc metode momentédw znale-
ziono réwnania bedgce relatywistycznym odpowiednikiem réw-
nan Navier-Stokesa oraz okreSlono efektywnie wspéiczynniki
lepkosci i przewodnictwa cieplnego. Problem rozwigzany jest
od poczatku do konca baz zadnych przybliZer. Na uwage zasiu-
guje fakt pojawienia sie niezerowego Sladu tensora naprezen
lepkich. Jest to efekt czysto relatywistyczny. Zbadano za-
chowanie graniczne wspdélczynnikéw transportu w obszarze kla-
sycznym i ultrarelatywistycznym. Stwierdzono przy tym zupei-
ng zgodnosé ze znanymi wynikami dla przypadku klasycznego

i z rezultatamri uzyskanymi dla przypadku ultrarelatywistycz-
nego na innej drodze.

Sktadam podzigkowanie prof.dr W.Fiszdonowi, promotorowi
niniejszej pracy, za umozliwienie mi podjecia tak interesu-
Jacego tematu, w kierowanym przez niego Zakiadzie, jak row-
niez za stworzenie sprzyjajacych warunkéw i rzeczowej atmos-
fery do pracy.

Checialbym w tym miejscu serdecznie podziekowaé dr Ryszar-
dowi Herczyhnskiemu za staly, troskliwg opieke w czasie dokto-
rantury, czeste dyskusje, cenne uwagi i propozycje, szczegdl-
nie za$ za bardzo wnikliwe przeczytanie rekopisu i zwrécenie
uwagi na dostrzezone bledy i niejasnosci.



I. Zatozenia i pojecia podstawowe

Zakiadamy, Ze
a/ gaz jest elektrycznie obojetny, niezbyt gestyx/, Jjedno-

skiadnikowy, zlozony z czastek o masie spoczynkowej m, ,
b/ w gazie nie zachodza procesy kreacji i anmihilacji czastek,
¢/ zaniedbujmy zewnetrzne pole sii,

d/ osrodek znzjduje si¢ w stanie bliskim lokalnej réwnowagi
termodynamicznej,

e/ rozwazamy tylko postepowe stopnie swobody czastek i te
traktujemy klasyczﬁie,

£/ zderzenia czgstek uwazamy za spresyste. _

Z mikroskopowego punktu widzenia stan oérodka okresla
niezmiennicza funkcja rozkladu czgstek w przestrzeni fazowej.
Definicje funkcji rozkladu i dowéd jej niezmienniczoéci wo-
bec transformacji Lorentza podaja w swych pracach Synge Baj ’
Czernikow (3,4,6] , Masiowa [15] « Podkreslimy tu tylko, ze

f(ﬁ,g}.«?odade liczbg czgstek o pedzie ﬁ w punkcie cza-
soprzestrzeni X .-( r ,t) s przypadajacg na jednostke obje-
toSci fazowej. Przy przejsciu od jednego inercjalﬁego ukiadu
odniesienia (J(7,1) do innego 0°(7e t’], poruszajacego.
sie wzgledem O 2z predkoscig E , obowigzujgca nastepujace
reguly transformacyjne:

"/

x/ Prawdopodovienscwo zderzen potrdéjnych jest znacznie mniej-
sze niz podwéjnych.



¢ - predkosé Swiatila.

Ustalamy, ze

1/ wskazniki acinskie przebiegaja wartosci od 1 do 4, grec-
kie od 1 do 3;

2/ obowigzuje regula sumacyjna Binsteina;

3/ wskazniki charakteryzujace wielkosci tensorowe pisaé be-
dziemy u doiu;

4/ symbol, okreslajacy ukiad odniesienia, w ktérym brane sg
wielkosci, piszemy u géry;

5/ stosujemy metryke zespolong /eliminujgc tym samym koniecz-
nosé rozrdézniania tensordéw kowa - i kontra-wariasntnych/;

6/ calke wielokrotng oznadzaé bedziemy symbolem jednej catki
uwazajac, ze jest on rozciggniety na wszystkie wystepuja-
ce w niej przyrosty elementarne;

7/ opuszczamy granice calkowania pamietajac, ze obejmujg one
obszar danej zmiennej.
W oparciu o funkcje rozkiadu mozemy zdefiniowaé makropara-

metry osrodka: gestosé liczbowg N, predkosé makroskopowsg 4,

tensor energii - pedu Th

o N=[1db
1. Jfvds
[fd%

4 t ¢
™ le = JP!P& = Exg z‘-g.c
c9p

Pﬁ('ﬁ,i-f-)-czteromd czastki, £=m, () -energia czastki

/3/

gdzie:

-1/2
r 3[1-5"2) 7 F-ped czgstki, V - predkosé czastki
dﬁﬁ - element objetosci w przestrzeni pedéw,

2
=1 +Pup - gestosé tensora strumienia pedu,



S;- Bestosé strumienia energii, € - gestosé energii.

Uktad wspéirzednych zwigzany z elementem gazu, porusza-—
Jjacym sie z predkoscig makroskopowsa, nazwiemy ukladem wias-
nym i oznaczaé bedziemy symbolem o°.

Rozwazania zaréwno statystyczne /J.L.Synge Exﬂ/, jak i
kinetyczne /Czernikow [5] / prowadzg do stwierdzenis, ze
osrodek w stanie réwnowagi termodynamicznej jest opisany
przez funkcje £ , ktéra jest relatywistycznym analogiem
funkeji Maxwella-Boltzmannas

fi = A7

Aol X
41TNfC3K;(iI

e = [ 4 d

X = mc'B

Kn(xJ=Te"‘“chn)(d)( n=01123,.

B - modut rozkladu kanonicznego
Temperature wprowadzamy wg nastepujgcej definicji:

(T4 S [rh 2

/5/

i definicje te rozciggamy na stany bliskie réwnowagi termosy
dynamicznej. Mamy wiec natychmiast zwigzek 7° 2z modutem
rozktadu kanonicznego B :

: o_ 1
/6°/ kT E

x/ R . ;

Istnieje réwniez inny sposéb okreélenia predkosci makros-
kopowej. Landau definiuje predkosé makroskopowa zadajac,
aby w ukladzie wiasnym znikal $redni ped, a gestosé energii
byia taka, jak dla gazu idealnego.
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Niektérzy autorzy [7] . ]?] pode jmujg probe uogdlnienia de-

finicji temperatury przez formalne zastapienie w /6/ funkcji
fﬁ peknqx/ funkcja rozkiadu °. W konkretnych rozwazaniach

Zgda sie Jjednsk zawsze, by tak uogdlniona temperatura pokry-

waia sie z temperatura okreslona w mysl /6/. Zgdanie to, zna-
ne niekiedy w literaturze pod nazwa postulatu Enskoga - Chap-
mana, prowadzi do pewnego ograniczenia na funkcje £°:

17/ [ {1, & _0

dzie:
gdzie & 5 W
b= -4
Jak sie okaze z dalszych rozwazan, w przypadku relatywis-
tycznym ograniczenie takie prowadzi do sprzecznosci. Definiu-

Jjac temperature wprost przez funkcje rozkitadu dla stanu réw-
nowagi unikamy tym samym koniecznoéci narzucania warunku /7/.

II. Relatywis.yczne réwnanie Boltzmanna

Relatywistyczne réwnanie Boltzmanna ma postaé nastepujg-
cg:

11/ P %Xk = Jf

gdzie:

r2/ I1 =2 (lfh-fhlve 6 gk

jest relavywistycznym c¢zlonem zderzeniowym. MoZzna dowiesé,
%ze rownanie / ll,1 / jest réwnowaine réwnaniu wyprowadzone-
mu przez Czernikowa (5] . Dla przejrzystego okreslenia wiel-
kotsi wystepujacych w réwnaniu Boltzmanna podajemy ponigej

I‘"a

x’/Tak bedziemy nazyvaé funkcjg rozkladu opisujgcg dowolny
stan osrodxa, & wiec nie tylko stan réwnowagi.



dwa rysunki, ktére ilustrujg ekt zderzenia czgstek w labora-
toryjnym uk2adzie odniesienia O i w ukadzie Srodks masy
0" /uklad, w ktérym znika caikowity ped czgstek zderzajacych

sie/: .
S 0 \'
-ﬁ; ﬁf &, 6, }3"' -P.: & G - pedy i energie czgstek przed
zdergzeniem i po zderzeniu
w ukladgie O,
odpowiednis wielkoSci ze znaczklem ™ » ™ brane 33 w ukladzie
$rodka masy, 7 o- predkosé czastki w ukladzie Srodka mas
dcﬁ-_kii;dﬂh,” - rézniczkowy przekrdj czynny rozpraszania
g w ukladzie 5rodka masy czastki o pedzie

P* na czastce o pedzie D! w element kata brytowego dSZﬁd
o osi PY

t=2/8,%, & =£/3,%, ¢t =2/,%, =2/,

Trudnoéci, jakie napotyke sie przy wyprowadzeniu relaty-
wistycznego réwnania Boltzmanna wiazg sie giéwnie ze sprowa-
dzeniem czlonu zderzeniowego do postaci boltzmanowskiej.
Réwnanie / ||,1/ jest jawnie relatywistycznie niezmiennicze.
Formalnie Fézni sie ono od postaci klasycznej jedynie czynni.
kiem ég%: wystepujacym w czlonie zderzeniowym /nalezy po:
za tym pamietaé, ze wszystkie wielkoSci w tym réwnaniu sg
relatywistyczne/. Okazuje sie, %e podobnie jak klasycznie
[7] » czlon zderzeniowy zachowuje pewne charakterystyczne
wiasnosci. Podajeny najwazniejsze z nich:

o [ppr R - (g g

i
‘
4



/30/ W(j“][i;L.g.[(%Cﬂ‘F'— (ﬁ}ﬂd?

gdzie
/3¢/ W .-JT'v'g'g; do* dg’= i@fidp_f..
¢ L3

b ? sg dowolnymi funkcjami pedu i czasoprzestrzeni,
okreslenia ¢ , 9 , ¥ - analogiczne do okresleh £, ,
£', £, . Mnozac / ||,]1 / przez ¥ i calkujac po przestrze-
ni peddw dostajemy relatywistyczne rownenie transportu wiel-
kosci ¢ &

e [$pndl-4F - [9 147

I11.Ukiad réwnah gazodynaﬁiki relatywistyczne].

Uzyskanie réwnowaznego ukladu réwnah na makrowielkoBeci
wydaje sie wazZne z dwu wzgledéw, mianowicie ze wzgledu na
wiekszg komunikatywno$é réwnan na bezposrednie wielkosci
fizyczne /obserwable/, jak rdwniez ze wzgledu na vrudnodci
zwiazene z rozwigzaniem rownania Boltzmanna. Formelnie
uktad teki zawarty jest w réwnaniu / || 4 /. Jak iatwo widaé,
wlasnosé czionu zderzeniowego wyrazona w rowneniu / |[,3b /
zabezpiecza speinienie praw zachoiwvania masy spoczynkowe]
/réwnanie ciggloéei/, pedu i emergii. Kiladae w réwnaniu
/ {4 / kolejno P21 , 0?’?1 i korzystajac z / |l,3b /
dostajemy odpowiednio réwnanie ciagloSci i rdéwnania zachowa-
nia tensora energii pedu:

1/ M _
Xk 0



e _
" i =0

gdzie

Ne=Nu, = jest tew. czterowektoren pradu czqstekx{
WielkoSei %=1, 0 , podobnie Jjak klasycznie, nazywaé
bedzisny inwarizntami zderzeniowymi TMV . Je$li przyjaé,
ze.ston osrodia Jjest jednosnaczaie okreslony przeéz S makro-
peremetréw /op. ¥° , T , 4 /, to tym samym ukiad /4/, /2/.
stancwi zupelny uktad réwnen. Problem sprowadza sie wiec do
okreclenia tenscra energii-pedu ‘I, przez makroparametry.
Okazuje sig, %e tensor energii-pedu znajduje sie najlatwie]
w ukiadzie wiasnyz. Znajige T& mozeny w prosty sposéb uzys-
ka¢ T, , stosujac reguily transformagyjne dla tensordw:

/3/ Ttk = (fim Clin n:n

gdzie : :
| das +%:ﬁ-ngg -4
iy T

/4/ Ol

Jjest macierzg transformacji Lorentza, .-Lﬂ symbolem Kronec-
kera. Dla o$rodka w stanie lokalnej réwnowagi termodynamicz-
nej /wtedy £° = £, / many natychmiast:

Tio| P 3

/6/ Tu; E (PH+EH)U1Uk + Pncrlk

/5/

gdzie

X/ Deginicja u_ - patrz ponizej wzér /6°/
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I ¢
/6°/ q/ u jest czteropredkoscia makroskopo-

L
l
I Wg,
Pu, £ - relatywistyczne maxwellowskie ciSnienie i gestosé
energii /tzn. obliczone w oparciu o funkcje rozkiadu £, /:

12/ P=4TA mfcsﬁ;gd

= = 4TAmics Rl 3]

Wstawiajae T, 2z /6/ do réwnania /2/ i dolgczajgc réwnanie
/1/ wzyskujeny tym samym peiny ukiad réwneh opisujacy gez
idealny. Dla naszych dalszych rozwazan korzystniejszy bgdzie
zapis tego ukiadu w nieco innej formie. W tym celu zapiszenmy
‘rétmanie transportu / 1,4 / 2z funkejg £, 1z §y W ukia-
dzie wlasnym:

| /9/3{/ J‘?mv ..-. %’Xf; d?ﬂ 0

Obliczmy nastepnie w tym uklsdzie pochodna funkcji £5

o424 2B _po)

110/ 3T T4 O

Poniewasz

/11/ g2 X"‘[i-ﬁ)
ol e

/12/ W q» Wim OXm

fx nie mozna polozyé P04 ‘Fmr ’
o i wtedy kaida wielko$é §° bytaby

nian'c W / 0.4 7
gdyz dla f,, ol 14[!-
zachowse N
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Reiz~ja /12/ jest situszna w dowolnym laboratoryjnym ukladzie
odniesienia 0 , a wiec rdéwniez w ukiadzie laboratoryjnym
pokrywz jgcym sie lokalnie z 0°, Ale dla takiego uktadu

1° = 0, Y 4. Uwzgledniajgc to dostajemy natychmiasts

W p
/13/ “m=][n(%% B A3y )

EXadac w' /9/ koie;}no CE:U. = 1; ‘Fiiﬁ?l i wykorzystujac
/13/ c-rzymujemy odpowiednio réwnania: cigglosci, zachowa-
nia Tv-iu i energil w ukladzie wiasnym elementu gazowego dla.
pzyuu idealnego w zmien.nych A, B, d°:

_ /14/ ?”B NE" )ﬁa - En'j‘t' 0

/157

‘:1:..\_:==.
L.)r_.)
=< b
)
Od|—=-
—_—
x o
_qﬂ‘
LJIQ'_J
3@, Lww
..i.
U:l_“'..
_—
x o
=4
1% ‘
O
ul;ﬁ—i’
3
il
_

116/ ¢ NBBM‘M& o€ 1 :)A - N'(_EE)-%TBT__,O

gdzie

oy Tetr|Phar

IV. Metoda efektywnego okreslenia tensora energii -
pedu z uwzglednieniem proceséw dyssypacyjnych.

Zaktadamy, ze oSrodek znajduje sie w stanie bliskim lokal-
. nej réwnowagi termodynamicznej. MoZemy uznaé, ze stan ten
Jest wynikiem ewolucji stanu réwnowagi. Dla rozwigzania pos-
tawionego problemu zastosujemy metode podobng do metody mo-
mentéw Grada [9). W tym celu bierzemy f° w nastepujacej
postaci:

1 oy =fa(4eaupte bupeh+ Coarpipipi+..



o

£, Jest czeécig funkcji rozkladu zwigzang z procesami dyssy-
pacyjnoymi. Konieczno$é uwzglednienia w rozwinieciu wyTazbw

w 5 potedze wzgledem p® zwigzana jest z tym, e zapropono-
weny rozklad zawiera najmniejsza liczbe wyrazdw, przy ktérej
jest mozliwe przyblizZone okreSlenie tensora naprezed lepkich
i strumienia ciepla. Warto podkreslié, ze klasycznie powyisze
rozwinigcie réwnowazne jest metodzie 13 momentéw Grada (9] .
Operowanie makropredkoscig zdefiniowana w / |, 3 / prowadzi

do znikania predkosci makroskopowej w ukladzie wlasnym.

Mamy wiec warunek:

2 [fridp=0

Jak zwykle zakladaé bedziemy, Ze temsory by i  Caar
sa symetryczne. Sg to w naszym przypadku jedyne ograniczenia
na wspéiczynniki rozwinigcia. Sens fizyczny parametréw rozwi-
niecia moina w prosty sposéb okreslié korzystajac z definicji
tensora enmergii-pedu w ukiadzie wtasnym T, . Jesli réwno-
czeénie uwzglednié warunek /2/ i symetrycznosé tensoréw by
i C,pr » to po niezbyt skomplikowanych przeliczeniach dosta-

niemy:

/3 {°={:.[1+(a+bp’2)5:]3§+(gT}ﬁ+hmcﬂﬁ)P3P$]

gdzie ¥y

=Y Tty 4 Pudr = Pl
fwo/ | d=-5mc’ EK:_ b

- X3 [:';'(' K4+ Ka]
I0TAmc* [ (1- 23 - (&-+ KoK, - (1-4) G

. e o e e e e e

%/ aalszych rozwazaniach funkeje Mac Donalda K /x/ od po-
jedyhczego argumentu oznaczaé bedziemy K .

/ie/ b=
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- 3
/4d/ 9='—*‘X—-““
9ﬂAm§c’K3
e -_—.-..i.
/4e/ 3 q

Mamy wiec do okreélenia 9 wielkosci: S; /3/y Tpy/6- gdys

tensor symetryczny/ w funkeji makroparametréw N; o

d . W tym celu postapimy podotnie jak przy znajdywsniu réw-

nanis ciggloscei i réwnun zachowania tensora energii-pedu.

Kianowicie, k2adac w / [i,4 / % =0p]. p} i korzystajac

z niezmienniczosci réwnania Boltzmanna orsz niezmienniczosci
&P /¢ dostaniemy natychmiast

& Jppmdl '?? - fPfPﬂJ{"f“—;f

Jest to poszukiwany ukad dziewieciu réwnah na okreSlenie Sj

i L,J /révmanie 10, ala [ 4, k=4  jest liniowo zaleine
z révmenismi /5/ dla = =Jd = ﬁ i réwnaniem ciaglosci
/ 17,

Dla ckreélenia 8y i T , podobnie jak w metodsie 13
momentéw Grads, zastosujemy nastepujacy schemat iteracyjny

1]
roln-1] 132, ot
/6/ [peat %%x d thp I ’

gdzies
pr B oy 4T e Tt

Poziom réwnah Navier-Stokesa, czyli 1. przyblizenie dla S}

i 7y, odpowiada przyjeciu po lewej stronie /6/ £ = f{i ,
& po prawej stronie /6/ przyjeciu £°". £i" w formie zlinea-
ryzowanej [21] /- poniewaz interesuje nas tylko 1. przyblizenie,
w dalszych rozwazaniach irdeks "/1/" oznaczajacy iteracje be-
dziemy opuszczad/:
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/8/ ‘F ][.)L ]ta {m[ G+bD" ‘DZS.:*'{C!+]DP‘Z)P4;S,¢+(E]L¢;: T n) Pﬂ ﬂ*Pt-fP{ﬂ)]

Pierwsze przybliécnie uzyskamy zatem z ukiadu:
) g’
/o Jpoten 32 % = fpwdr g2

] . 3
+° Jest cziezzn ud:::,hloJJm zlinearyzowanym
T e g

77radonya w /87 :
fror S =W T-(FrEE

V. Tensor energii-pedu w ukladzie wiasnym,

Przystapiny obecnie ~n efektywnego rozwiazania uktadu
/ |V § /. Postgpowanie podzielinmy na dwie czedci., W czgsel
1. okreéliny lewa strone / |V,5 /, w czgéci 2. prawa strong
/ IV, /7 . W kazdej z tych czesci wyrdinimy z kolei dwa

praypadki: a/ =), k=o" 1 ® 24 ked .

Rozrdinisnie przypadkéw a/ i b/ wigze sie ideo:.vo z charakte-
rem wielkoéci tensorowych, Jak sie okaze z dalszych rozwazan
przypzdek a/, ktoéry moina by nazwad przestrﬂnnnym pozwoli
okreslié tensor naprezen lepkich Lnr y przypadex b/,
ktoéry mozna by nazwaé przestrzenno-czasowyn pozwoli okreslié
strumieh cieple Sy .

1, Okreélenie lewej strony / V.9 /

a/ Przypadek [=) , k=y .

Kradac w / IV, 9 / Y o, k=d i korzystajac z

/ lil,13 / dostanieny:

[pipipn e 22 gy ez J[Jn(ﬁ;mf? meﬁq) %
-4—1 % )(J;U Mo 32 NH (P‘zd J}J '()I“

/1/
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Kiemjac sie analogia do przypadku klasycznego, chcemy uzys-
kaé {,-_, zalezne tylko od pochodnych predkoéci. Pochodne
3-%5 i -J-—,- mozemy wyeliminowaé korzystajac z réwnat ciag-
logc:. / |l|‘?tf¢, / i réwnania energii / |Il, 16/ dla cieczy ideal-
hej. Do problemu eliminacji pochod.nych z réwnan cieczy ideal-
nej powrédcimy jeszcze w dyskusji. Krok ten mozna traktowad
Jjako skorzystanie w danej iteracji z rezultatow poprzedniej
iteracji. Procedura ta, znana klasycznie, stosowana jest
réwniez powszechnie w formaliZmie re:_l.atywiétycz - Rogwﬁiq-

zanie wskazanego ukladu réwnan ze wzgledu na — == i =
. AX 3
prowadzi do:

4
/2/ Frpedy S [T ARV on
AN e
2y 10
/3/ &, Pn ~ %N" Py ¥

Uwzgledniaaqc /2/, /3/ mozemy zaplsaé lewq strone / IV 8-/
ala  |=[ , k= W postaci:

“h J’P P F;Q{T dgn ( :l sz) BNH (J;JJTTA*'!J;?{ Jz*&a{r{J J;’J‘ﬁ

Ia
gdzie
'-_-;._..__4 [l (e (o] _z {10 ] u_‘_if e
D Cz{ij? i'N;-[E_:%I [(PZJ (NN(E )PM %‘£HNH{D,1))‘NH (P'IEJ(m EﬁPH"%MHlPd})]
Dla poszczegdlnych wielkosci érédnich otrzymujemy:

Piz :2
0

- f{-EKJ 51 M 2
Ak Getmanie K 43

|

15/ (_'} _ 4ﬂ)§1d:mc [3 K;+%Kz] {Puz) _ QZTAmc‘Jlfzz
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PH“4ﬂAmﬂ SKE.

(-P.zg) ‘lﬂ'A [ 3 K! 4 x_32, Kz]

Zwigzki te daja:
/6/ D= 4TAme§%£
- gdzie

115t R B S 5. )

i

e/ Tom (1 - S0 -5 - K o4 ZJKE
Ostatecznie wiec lewa strona réwnania / 1V, 9 / dla =1,

= ma postaé nastepujgcy:

J Pan’ P"‘ i 4”14 e’ (J;'JJ:TJ + J;'TJ;z +grr', J;,,r) j;
/9/

+3TAm.‘B L J"%x:

Przeprowadzajgc analogiczng procedure w przypadku klasycznym
otrzymamy:

e [vevaDege gpe = B 202
Mo Xy
gdzie
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0 - (/13 € = "_ I’HB
D=§F+V°%ﬁ n=he Z A'Nzn
m G 3,00 g, s

d 3 ﬂ,?r My

= — _—

{
= W K AT

mazemy wynik /10/ zidentyfikowaé z rezultatem 1. przyblizenia
w metodzie Grada 13 momentéw (21] /p.str.28 lewa strona
pierwszego wzoru 12-10 przy Ti= 0, q; = 0/.

b. Przypadek |=4, k =J.

Przeprowadzajac podobne obliczenia dla [= 4, k = j dosta-
niemy:

51 [ppspn s T i f[iﬁf 04 - %IN;(_-J J P'E7 3

ay , .
Pochodna ;-.- moZemy wyeliminowaé korzystajae z réwnania

i

pedu gazu idealnego / ][US/. Zauwazmy, ze

4R _1 Tm X m]
/14/ A -Jx l\’X JNHJX +X +NHX an
mozemy ostatecznie napisad

LS5 Tt e R k_fdy ]

Kz % ks

15/J’P‘:P= 4 +4

Klasycznie prccedura tz prowadzi do:

L mvelyo D% 32,
/16/ [fmv ViD]CMd -z'mPnax‘
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czyli zndéw vzyskujemy wynik identyczny z rezultatem pierwsze-
go przyblizenia w metodzie 13 momentdw Grada Pﬂ] /str.28,
lewa strona drugiege wzoru 12 - 10 prazy Iﬁ = O a; = 0/

2. Okreslenie prawej strony réwnania / IV, 9 /.
Na podstawie praw zachowania pedu i energii przy zderzeniu
czastek many:

& Pl
RE =L )

Stad wynikaja netychmiast réwnoscis

00 | 10 0B ol po B %
A (I S (] dgi%

200 (O e 2 L Jor e 2

Réwnosci te bardzo istotnie upraszczaja obliczernia, gdyz
W miejsce prawe] strony / [V 9 / mozemy napisaé

S Y S

gdzie:

T

22 Gl = [WIT - (4

o3 (=i (S pipid lg T h Todlpepi)
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Z kolei wlasnosé / H,Sa / czlonu zderzeniowego pozwala zodi=-
seé prawg strone / ng / w formie bardzo dogodnej do obli-
czen:

s PP EE = (oo pep T S

- - - . -
Wielkosci Pf’ y V's €', & _ wyrazamy przez paremsury
. u/ i

— i - . -
e Piy £y & s |"=——, ktore jednoznacznie
okresliaja akt zderzenia IP'I

- - 5 A= = = e ol
P°,= P'l*' ‘Ltvg' Vs (VE'P ;J +J;Vr ‘%‘z‘
z

o

PRV . 12
rosy €< L1 ) V' (h-mic]

- elf- ) =L l1- )

Sy
gdzie Yy Jjest predkoéciq ukladu $rodka masy:
- s A7
'p: 7 " V‘. 4/
/26/ Vr Ea T e ¢ J:'H‘fz‘}
Poniewaz w ukladzie $rodka masy:

#l._ A #l_ v /
277 P =P €=t t

wiec korzystajac ze zwigzkéw transformacyjaych dla czterops-
du, otrzymujemy ]'5"' , £ w poszmwa:ne;j postaci jewnej
zaleznoéci od parametréw zderzenia P ; P' ; ['J :

p=pTs f; QAN A
/28/ il . v
£= Yot (e "“"gr )

X/ pownosé enerzii zachodzi tylko w przypadku czastek zderzs-
;3¢ych sie o rdéwnych masach.




T7korzystujac zwiazki /25/ po prostych przeksztalceniach
dostonisny:

/29/

ll

[%(EEJ P"Pal:z er C!')]d/z
/2
/30/ G=[1le PP*C2 ["Te i Jr

22 -.J
oicie 1", L, sa Jjednostkowymi wektorami odpowiednio

¢ mierumiaed  P° , B . Prayjmiemy jakXo hipoteze rovocza,
22 rdunicaiowy przekroj czynny w ukladzie $rodka masy jest

stakys
o) —d-—c—;—f- = const = 2
VE 4V dﬂ?-r

Calkowanie po prz.s3trzeniach kgtéw i energii
a. Przypadek | = r s k= J
ila podztawie /28/ mamy:

195 =P2 o S p T+ Ve T o, e+

..i‘.f -t ’ Jv Vs P.Z Ve '? Z]',-_urr J—EV:IVTJ\VII }'I'X;Z'csi'z\/zrvx‘#

=2} 3
W wyrazeniu /24/ od | zalezy tylko JD;"'P‘,:' . Calkujac /32/
po przestrzeni kierunkdw r’ dostajemy:

/33/ J ¥ dQew = "“HP'ZJ;J HP" Vr:r I

Dale] memy:

x/Ra mozna interpretowadé Jako promien czgstki w jej ukla-
dzie wiasnym /promien wiasny/.
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| p= '1?” (6765 - mi'- p°p:£2m; )

/3%a/
X‘Z_ {\Eoﬁ‘E:_JZ .
134/ 27 ) micsen-ppc oL
/35e/  VorVo = (P"z[r +PPily [1J+PP4[ LHP’Lr[w)

Elementarne przeksztalcenia z uwzglednieniem /29/, /30/, /33/,
/34/ pozwalaja /24/ zapisaé¢ w postaci:

[ppd ds‘f-ﬁf’fgf:i N H o d9n 7 A% 9 + AT 0z apdy

gdzies:

peho[KiFDdde  An=[K2PDd0:
<[ K& FDale
F <ot Spst (T + h Tl pips
FebSelppeprat) + (g1 by Lollpepiepicpy
Koo oD~ S D2l b+l

‘;IZ} N 4]

o=-4Tptli = 3P epplliplon
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D=[ (et -piprel Ty

D eog; - prprcT; - mie! Do [sogz-pp Tl mi ]

Zauwazmy, ze K?} ’ ZK?} sa symetryczne wzgledem zmien-

nych P , P , zas K“‘ niesymetryczne. Obliczenie ca-
tek Ay, w ukladzie wspdirzednych o dowclnie skierowa-
nych osiach byioby zbyt ucigzliwe. Znacznie prosclea mozna
je wykonaé w speeaalnym ulttadzie wspolrzeanych (] , W kto-
rym o$ Z l][; « Caizki Ayy w ukladzie o dowolnie skie-
rowanych. osiach odzyskamy stosujgc reguly transformacji ten-
sorow wobec obrotu ukladu wspéirzednych. Mianowicie:

}37/ ‘ Am = dys da'rl ﬁmz

gdzie dy; sa elementami macierzy transformacyjnej, repre-
zentujacej obrét ukladu 0° do pokrycia z 6 g

- ~wshosf, % sindy cos%,
/38/ dpa= || - s sn% -c0s %, sini sin,
siny 0 cosds

34, 14 sg katami biegunowym i azymutalnym kierunku
T4 w ukladzie 0°. Calki wystepujgace przy catkowaniu A4,
po przestrzeni katow T? sg elementarne, miemniej jednak
ze wzgledu na ich ilo$é obliczenia nalezg do wyjgtkowo
zmudnych. Rezultat Jjest nastepujacy:

o A% = ST pE (£ T -



& Ol w

- _sz: *{[P“H I l) % (27 wtﬂv)’thuuﬁ]
o L gl T 2 gHeoh T ]

/40/

[ A% 40 =- £ T E [$90 T Godeleh i) -
B LT 2 (WA AN IR
/Wf A de = T{(PE" Ly 59 205 Bl eh Gl
2 90T T G HE T
==L D" Dage Fe=f (LDt
he=((5/D"Ddss

/u2/

E + Lr.(.{ E.t EA= Erd-f Eff
H= [l:,g Hd

- " 77 . ok
1= 22Dl I'= s

4
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Znaczek "~ " prz;y w1e1koéciach przypomina, %Ze sg one bra-
ne w uk_f.adz:.e ) : katy ¥, ‘P okreslaja kierunek

w uktadzie O . Warto podkreslié, ze podobnie jak klasycznie
wszystkie calki zwiazane ze strumieniem energii znikajs.
Zauwazajgc, ze:

he-1g , Er=E, , Hehe , Ef<E

po prostych przeliczeniach dostaniemy:

2[Adfle +[ A% dlles +2[ A% dlle =

= %Z gH"P‘zT,; [.. n&*jﬁﬁW(Zp-hé P cosj - P§z+3 p:’cos’j ) .ﬂnj dj' 3

/43/

+J']j - Lpts Sppi ws)+ pi*- 5P;2cos’5) g dﬂ +

T b (1 DD on a5 G oneSa -pict T D)

Wyrazenia zawarte w /43/ calkujg sie prosto przez podstawie-
nie '

vy Z= g6 -ppicos)
Jesli ponadto w miejsce p° , pi wprowadzié nowe zmienne:
745/ P'=meshX P;=n1,c$h7(4

to poszczegolne calki wyrazg sie nastepu;jqco

s/ f J5% casFsnd dT = fdﬁf}j TEVE

St g -2
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T

5% Y ¥+ .
aDD'”costdeJ L e (-0 2—-———5;)( (-]
T

ECCAR SO bR
|snddl= g (-1

1

(5. 505 mc 3 \E

| Domldl= 7o (-

% 05T sindd) = mic'ch Xl ( /- 5) _mit Ac
b T I

T
(N e o] Yt ’ 4
JDws’erthmc“[% Esh'th’XqJ(ABA]gﬁi{4 5d'~w!m

412

I medeJ-m - (214 - %M

gdzie

A= sh 06X - sh 1 = ch0XX)sh Ui chO T2

1

/40)
N = (X - st X = chw st -ch e sk
AE = X+Xi=ln [S'HX'xrli' d’lt{-xfﬂ

Przed przystapieniem do caikowania po przestrzeniach energii
/teraz po zmiemnych X , V4 / przeksztalcamy prawa strone
/ IV, / do postaci:

/417 J.P;P:TC{:]EO - RAzmw 1 32-”3 {T;J[X" XJ+.'€%J;; m]
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gdzie:

¥'= TTE'XME -XhK ghvY L{J" D‘”[Zrh’)(ﬂsﬂrh%mﬂ S s A 1
42/ Y= ﬂ" AT A Y -n{JD( TN s T3 ool il

"= I I gRR Xy iy, —-m[])])‘”nnJaJ &Y, [DD 7T - sh X’[})nn‘ﬂﬂdm

0

Aby pozby¢ sie moduiu IX‘*IJ wystepujacego w wyrazeniach
42/ rozbijamy catkowanie w nastepujgcy spnséb:

/43 -ﬁixaﬁmm =l s =T§xfwcmx J;=I‘Zix1;ﬁ(x,md%

gdzie J[IL) reprezentuje funkcje podcatkowe w wyraze-
niach X . Okazuje sie, Ze we wszystkich calkach z indeksem
"aA" * ¢hXy zawsze wystepuje w potedze nieparzystej, zas
w catkach typu "B" w potedze nieparzystej zawsze wystepuje
sh X X/ W catkach typu "B" proste pedstawienie
thX=y  pozwala na elementarne wycalkowanie po X
Drugie calkowanie po zmiennej X; prowadzi do funkcji
Bessela K,,(x} /n=0,1, 2, 3, 4/. W catkach typu "A"
dokonujemy zmiany granic catkowania w mysl reguty:

el 'x'l oo -
s  Jtef J0CXIY = x| 30 XX
-0 0 0 X

¢o umozliwia efektywne wykonanie caikowan, podobnie jak
w "B" , Zauwazmy, ze gdy ](X;m) jest funkcjg symetryczaa
w zmiennych X, Xy to:

x/ Jest to konsekwencja wystepowania w wyrazeniach podcalko-
wych moduiu |¥=%/



! [ T30, <7 j J o [JHdX

00
Poniewas wyraﬁenia DD“’ . D s DDw 8§ funkcjami syme-
trycznymi w zmiennych X ' X4 s fakt ten w przypadkach,
kiedy cale wyrazenia podcaltkowe jest symetryczne, znacznie
upraszcza obliczenia. Calki wystepujacew X', X', X"
w przewazajacej iloscl nie sa atablicawa.ne'. Wyniki obliczeh
sg nastepujace:

X=X =~ 0K, - (T8« 2D g B 2N -

140 100 zas 1440
y {m a0 (-9 5. Jka(w

Xm___Z[Zﬂ) K:.[ZX) (45' HUJK:[ZX) (3 Z?C "‘Z)sz*

48+ o 3+ 5]

Poslugujac sie wzorem rekurency.jm

/47/ KM [x) - K,.., (x)= I lf; (X)

moZemy uszyskane rezultaty wyrazié przez funkcje Bessela
pierwszego i zerowego rzedu

n_y! 5%, 43’440 19200} 2y) 1619 |, 19200 K,
XX -

X"- “ 2232 MJK{ZxJ (zm 3”7Z)K.[Zx}]
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Ogtatecznie prawa strona réwnania transportu na okreslenie
tensora naprezen lepkich wyraza sie nastepujaco:

/49/ IP?P-?JIF‘JE - - TRl (a Tt BT, Il
8 X 45 K, ) Ks(x] 7
gdzie

/501 dy=(X"-X)x* Ba=X"x"

b. Przypadek L: 4, k = J .
Na podstawie /28/ mamy:

=L [yl ST e &+ pIET
/51/

b BT Lo EE T
Wykotianie: cafowsnia Do prestosent kgtéw |° dadet

/52/ JP;‘P' d,QT' *% x- Vn(3 Ez +P.z)

Wykorzystujgc okreslenie predkosci _Vz i zwigzki /29/,
/30/, /34/, /52/ uzyskamy / |V,§ / w postaci:

[ptpsd 0 <L Am R (B L Lpipi Bl -
AR [ L Ly (B0 -

LT (B e [ (B e

/53/
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gdzie

s =K DRl ¥=[K5DD"Falfle
/54%/
+=[DP e (5=plo+pili

Catki Bj s podobnie jak poprzednio, wykonujemy w specjal-
-

nym kladzie O .Korzystajgc czesciowo z uzyskanych poprzed-

pio rezultatéw otrzymamy:

(8400 = $TpHbE' S + o 4THI'S:

/55/ ‘r N = %—Tfl:H PGS 4 4HEIP"P: s

f A 0 I
| [B dite =L THE'Y S5 + 4TB'p7S5
Tym razem znikajq wszystkie wyrazy zwijzane z tensorem naprg-

zen Ty, . Wykonujgc efektywnie calki po przestrzeni [
mozeny wyniki przedstawié w post:ar-l

JBS’dﬂf,-iTmefcgsa -1 S -1

/56/ ) ﬁ‘“ A]SR
[B=LbmicsX [ (A 2R L A

JB?’dﬂu'—'%ﬂ’bmfﬂ: ZSM W AE) él%h;zﬂ_m! A]

Je$li postepowaé podobnie jak w p. A, dostaniemy:

157/ JPE’P‘:H ia‘PL-CL %Z- ﬂ’ncg-*-’z- Amtfeh$; )
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gdzie
/1555 265 255 , 10690
445 L8 T _ft4 |
-3 i )K’W (Zx’ Wy )W’d
(L ;‘)Z]K(wﬂw )

Korzystajgc z /47/ uzyskamy }” w znacznie prostszej formie:
/59/ (19? ?:XEO ; 4%0 JKi2x)- (24}(2}5 +"3“0)KJZXJ

Ostateczhie wigc postaé prawej strony réwnania transportu
dla |=4, k=J  jest nastepujaca:

e f, __'E Hsz, Nux* Y 0
/60/ j’P*P ” C E 4 (11+ 9“(”_5 iE)KK“'H‘%ZT}K'z SJ

Tensor naprezen lepkich, strumien ciepia i tensor emergii-
pedu w ukladzie witasnym. Poréwnujge /9/ i /49/ stronami dosta-

Jemy:
P C(R TJ'J + ﬁ»‘l p J} = AM{ ID?; JQJ;;“'J'?J;‘:*JFJJ}TJ‘f [J:'J%]

Stad mozna uyltczyc

0 F T )
/6e/ Tm:/'“-‘jqx-% .,./u 'Jxa JJJ /63/ (/u/u"gflz%%
gdzie:

T
- 45"“'(12 __ ks Tt
S Yl 3

W ramach naszej teorii uzyskalismy wiec niezerowy $lad tenso-
ra naprezeh lepkich. Tym samym warunek / [, 7 / nie moze byé
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spelniony. Wynika stgd, Ze w przypadku relatywistycznym nie
mozna skonstruowaé rozwigzaf normalnych /rozwigzania normal-
ne sg to takie rozwigzania, dla ktérych pokrywaja sie mekro-
parametry obliczone w oparciu o funkcje rozkizdu £° i I, /.
Z kolei przez porodwnanie /15/ 1 /60/ uzyskujemy:

65/ Ss= ,.3 - +k,,
gdzie: ;
__BmSx W o __5ekxt i Kol
k"- VTR W K=" 408TRE [3+XK ]_HL
/66/ = (’14-?5 1‘; ;-E'K.K« 1+ )Ke :

(‘)1{"" K4 ']*—XQIGK:*!"K:

(4+%JK,+(X L) ki~ (1--)

e (120 T 75 + T ol

Strumien c:.epl_o. mozeny wyrazié réwniez poprzez gradient
Jjednej wielkosci termodynamicznej 4 :

oA
k’)Xa

Wykresy zaleznosci wspbéiczynnikéw transportu /04 . 'KL& 5

k‘,r § k' od temperatury zostaly sporzgdzone w oparciu
0 obliczenis pumerytzne i sg przedstawione na rys. 1, 2, 3,
4, Wartosci wspblczynnikéw podaje tabela 1. i
W oparciu o uzyskane rezultaty mozemy ostatecznie przedsta-
wié tensor energii-pedu w ukladzie wltasnym T{, . ¥ tym
celu rozbijmy T, na czesé maxwellowska T i dyssypa-
cyjna T, :

/67/
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/68/ Toe =T+ To
gdzie

a Ho ] . P"d:ﬂ 0
rest b 1

P ¢\

o el B8

RS 6
Dla peinego okreslenia tensora Tﬁ: pozostala Jeszcze do .
znalezienia wielkosé £ . Jak jus wspominaliémy, rownanie
transportu / |V,9 / dla |=4, k = 4 nie wnosi nic nowego
/jest liniowo zaleZne z réwneniami transportu dla [=k =,/
i z réwneniem cigglosci / ||[ 14/ /. Gestoié energii mozna
Jjednak okreslié wprost z definicji:

17/ | 6=(ehdp=-e-

Staje sie mozliwe dzieki temu, ze > jest zupelnie okredlo-
na, Jjesli znane sg S: i T;; . Bez trudu znajdujemy

/72/ E; = 2& %’%
gdzie
173/ == %/sz [+ ‘%’;]

Tyn samym, na mocy /68/, tensor ehergii-pedu w ukladzie wias-
nym zostal w peini efektywnie okreslony.
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X
‘/U" ./U; .
10-10 | 4 N Kn ;
10-8 «133255 1022 0.869325 5 Ke *
1.133255 20 |, * 5.63 4
% | 55 x 10 _ |3.637579 x 2 .
1077 | 71135255 x 107 L e b el Y i x 0%
':0_“ 1.153255 x 101? n'zégaaﬁ x ‘!Dz 5.637579 1 1055 :'002220 x 1020
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VI. Zachowanie asymptotyczne.

Wydaje sie interesujgce sprawdzié, czy jest zachowana ko-

respondencja ogélnych rezultatéw z rezultatami dla przypad-
kow klasycznego i ultrarelatywistycznego. W tym celu zbada-
my zachowanie asymptotyczne pewnych wyrazehn i réwnan, wyste-
pujacych w przedstawianej teorii. '

1. Prze;jécie do przypadku klasycznego.

W przypadkusklasyczm mamy x >4 . Jednym z takich wyra-

zen Jjest zaproponowana postaé funkeji rozkladu P / IV’K /.

Dla X » ] odpowiednie wspélczynniki w rozwinieciu, a wigc

a, b, g, h powinny przejsé klasycznie. Korgystamy ze znane]

postaci asymptotycznego rozwiniecia funkcji Mac Donalda dla
x»t  [2]:

L (i bt 3
we b Fe e SR

Mozna latwo sprawdzié, x‘wx/ H

/2 - Z)ke-(2 FJKeKa ] =k

Uwzgledniajac zachowanie si¢ ostatniego wyrazenia i zanied-
bujgc male wyzszych rzedéw dostajemy po prostych przelicze-
niach:

gz - . Fead
/3/ Uc--ﬁm—p‘ b‘-S_T—m, thFu q‘_Zm':p'RT hc 59‘

gdzie: R- - Btala gazowa,
co pokrywa s:..@ z wyrazeniami klasycznymi [21]

X/ gnaczek "c" przy wielkoéci przypomina, Ze jest to wartosé
graniczna wielkosSci w obszarze klasycznym.



Dokonamy teraz granicznego przejscia z réwnaniem transportu
/ V,9 / na okreSlenie tensora naprezen lepkich TE,» i stru-
mienia ciepla 5:; ¥

A. Prazypadek |[=) , k=J
Lewa strona réwnania / |Y,9 /. Proste rachunki daja:

| /4/ r|1¢=2-1§5;{@e-x)3 1;( =—% N%;e*xy

Zaniedbujac malte wyzszych rzedéw w rdwnaniu / \f,_? / otrzy-
many:

/5/ e 0% . Yo
JP?PP v 2" BT 5 A
Zauwazajgc, Ze w przypadku klasycznym:
P
W M

mozemy znbw stwierdzié, Ze otrzymalismy rezultat klasyczny
[21] /str.28, lewa strona pierwszego wzpru 12-10 pray .'_5. =0,

Y
Prawa strona réwnania / W,g /.
Mamy natychmiast:

/6/ J) 5%@; X ﬁh = 1%12 \’% o2

Podstawienie tych wielkosci w réwnaniu / V,‘lﬁ / 2z réwnoczes-
nym zaniedbaniem malych wyzszych rzeddw daje:

17/ UP?PSAIF-T] %—ﬁf :R[ 5T§;+Lﬂff )

¢o pokrywa sie z wynikiem klasycznym [21] /str.28, prawa
strona pierwszego wzoru 12 - 10 przy  Ti=( /. .zchowalismy



w B

tu dla fprmalnoSci wyraz z T;F . Okazuje sig, Ze w rozpa-
trywanym przyblizeniu, ktore gwarantuje dokladnie przypadek
klasyczny, $lad tensora naprezen lepkich staje sie nieokres-

ny. Mamy bowiem:
/8/ D{A;‘I’Sﬁk :O 5K{X)+T4c =0

co w myél / V, 63/ prowadzi do nieokreslomosci sladu Tj
/klasycznie zada sig, by T) = 0/.

Interesujgce moze sie okazaé znalezienie wyiszych przy-
blizen dla tensors naprezeh lepkich i jego sladu w obszarze
klasycznym. Zachowujge w wyrazeniach Kz(x), T, » T, »

B s A » wyrazy o rzad wielkoSci mniejsze niz poprzednio
otrzymamy:

“ To=g ( ) ngm
/10/ "g;,—_-o

Drugie przyblizenie w obszarze klasycznym przynosi wiec $lad

T, réwny O. Okazuje sig, ze dopiero w czwartym przyblize-
niu 8lad tensora naprezen iepkich steje sie niezerowy. Za-
chowuaac mianowicie, w rozwinieciach asymptotycznych funkeji
Mac Donalda, wyrazy z dokladnosScig do 4/X otrzymamy:

s K, 0T = T ((E e

W pierwszym, drugim i trzecim przyblizeniu wyraienie to byke
réwne 0. Uwzgledniajac /11/ dostajemy natychmiast:

o A3me T 4
a fr=-rt R %
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Wspblczynnik drugie] lepkos$ci w odniesieniu do wspdiczynnika
pierwszej lepkosci dla x>>1 maleje jak 1./X . Tyn sauym,
wyraz w tensorze naprezen lepkich zwigzany z druga lepkoscisg
mozemy w obszarze klasycznym pomijaé.

B. Przypadek |= 4, k =, . Lewa strona réwnania
/ V.9 /. Moina sprawdzié. 501

K4 1 iS_
s Zx 3x2 el
15 15
/|+Zx+g—z» 3X’+
,,+5k,
/13/ _ XKz /I 5.3 _SE
ks K* X T
x
K4 ,l 3+}_{ 3X3+
5K3K4 +|<!
N ¢ S Y . 1
§-+l§‘- X 28 5"

Jesli w / V, 19 / zachowaé wyrazy z dokiadnoscig do 1/x‘
otrzymamy O. Zachowanie wyrazdw z dokiadnoicig o stopien
wyzszg daje:

o el

Wynik ten pokrywa sie z klasycznym [21]/strona 28, lewa
strona drugiego wzoru 12-10 przy 'ﬁj =0, G=0/.

Jesli zachowaé wyrazy z jeszcze wyiszg dokladnoscig, otray-
aamys
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p 0 o :dl" y ECZENO /f ’
o e

Prawa strona réwnania / V.9 7.
Na podstawie / V 59 / mamy:

/16/ Y=- _4%.2,\/% pix
Po wykorzystaniu /2/ réwnosé / V, 60 / daje natychmiast:
00 2 n°ge 123 2 /! J
/17/ [ P*Pv*c[zf i’gjf & ~= TR pa
J’ gel ~ @ Ty AP fixt \
co potwierdza zbiezno$é z przypadkiem klasycznym fZﬂ /8tro-

na 28, prawa strona drugiego wzoru 12-10/.
W wyzszym przybliZeniu znajdujemy:

Y=l RN e

(e GBIk - (-2 = 4+ ) L

Zwigzki te daja:

/19/ IP-‘-P-T” da ="H_§ = MRe \P?Hﬁ )S7

Poréwnujac /15/ i /19/ otrzymamy ostatecznie:

i S=S5C B, :LD_NJ.]

Ao R
Okzzuje sie, ze juz w tym przybliZeniu strymiend ciepia jJest
proporcjonalny do kombinacji gradientéw temperatury i gestos-
ci. Reasumujac rezultaty zawarte w p.p. A i B mozemy stwier-

/18/



dzié, ze réwnanie transportu / [fo] / na okreilenie tensora
naprezen lepkich i strumienia ciepla przechodzi w klasyczne.
Tym samym przechodzg w klasyczne wyrazenia okreslajgce ten-
sor naprezen lepkich / Y, 6]/ i strumien ciepta / V, 65 /:

2/ % = E

=M
/22/ ‘,-;-_/UR;;;
gdzie:

_ 5Mn\1HRT

ro T

Z. PrzejScie do przypadku ultrarelatywistycznego.
W obszarze ultrarelatywistycznym mamy x<< 1. Przy
przejsciach granicznych korzystamy ze znanej postaci przed-
stawienia funkcji Mac¢ Donalda dla ¥ «1:

2 K=o 00, K- 05- e

Na wspéiczynniki rozwinigcia funkcji f£° dostajeny: >/

_i_, I o
/25/ au TQZN b ZUk"TF;N qu i Hk,TﬁN; hn' 5

“ajmiemy sie teraz asymptotycznym zachowaniem réwnania
transportu / |V 9 /

A. l=fr, k= J . Tewa strona réwnsnia / lv,fi /
Bez trudu mozna sprawdzié, zZe:

x/ Znaczek "u" przy wielkosci przypominz, ze jest to wartosé
wielkosci w obszarze ultrarelatywistycznym.
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L]

p W 2 Log

W tekim razie w miejsce / V|9 / otrsymany:

s T 48] er 3

Prawa strona réwnania / |V,f /e
Zachowanie graniczne p(, ’ ﬂg Jjest nastepujace:

AN
/28/ odw= - "9—5('52' ﬁn»"'l‘?g"

Uwzgledniajac to w / Y 4J/ dostaniemy natychmiast:

/29/ ”P J{‘j % ﬂ.Rt,gI NN {25 [w T;/;J;J)

B. l=4, k= J . Lewa strona réwnania / W/ﬂ/
Proste rachunki prowadzg do:

/30/ J’ lf_ ar __imd W
PBR o = LR [30E ndl]
Prawa strona réwnania / |V, 9 /
Zaniedbujac male wyzszych rzedéw otrzymamy:

731/ 4 =-%§P
(o [ pd8 l;?f! ne
732/ UP*P"J’-F%?]E‘{ 2 IS T (o
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Pordwnujac /27/ i /29/ oraz dokonujgc zwezenia dostajemy
natychmiast:

/33/ TW ” lﬂi :) "r
| w0 TReC N
/34/ T =0

Nietrudno spiawdzié; e w nastepnym przyblizZeniu uzyskamy:

- maf
135/ =i P

Podobnie z przyréwnania /30/ i /32/ otrzymamy:

3 dPr_ 30 4 M
/36/ ﬁ—ﬁm[ 3+N53XJ]

Warto podkreslié, ze przypadek ultrarelatywistyczny liczony
byl oddzielnie inng metods. Uzyskane wyniki sg identyczne.

Z jednej strony wiec przypadek ogdlny jest zbiezny do kla-
sycznego, z drugiej do ultrarelatywistycznego. Tym samym
jest to . dobre potwierdzenie poprawnosci obliczen. Przypadek
ultrarelatywistyczny, ze wzgledu na proste wyniki, Jest
szczegdlnie latwy do interpretacji. Tensor napregen lepkich
jest wprost proporcjonalny do temperatury, zas strumien cie-
pia proporcjonalny do kombinacji gradientéw temperatury i
gestosci., Pewng osobliwoscig jest tutaj statosé wspédlczynni-
ka przewodnictwa cieplnego przy gradiencie temperatury, jak
rowniez fakt, ze czesé strumienia ciepla zwigzana z gradien-
ter gestosci skierowana Jest w kierunku rosngce] gestosci.
Interesujgey wydaje sie réwniez fakt zerowania sie $ladu
tensora naprezen lepkich., Wykresy'zaleznoéci wspdiczynnikdw
transportu /Uq, Up Iq i kﬁ od temperatury, sporzadzo-
ne w oparciu o obllczenla numeryczne, potwierizajg znalezio-
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ne powyzej zachowanie graniczne tych wspdlezynrikéw zardwno
W obszarze klasycznym jak i ultrarelatywistycznym.

VII. Tensor energii-pedu w ukladzie laboratoryjnym.
Szczegdlng prostote wynikéw zawdzieczamy uzyciu ukiadu wias-
nego., Poniewaz w roéwnaniach gazodynamiki stoi explicite ten-
sor energii-pedu w ukladzie cobserwacji, musimy dokonaé trans-
formacji temsora T,, do ukladu obserwacji. Dla prostoty
rachunkéw tensor energii-pedu Tu rozbijemy na czesé max-
wellowskg i dyssypacyjna:

1/ Tl.k = Tl: *
gdzie
"
/2/ TLI: = Qim Okn mn = (Pn*en)l.huk t Pﬂ(ﬂk

/3/ TS( = Oim Okn Tn,; = OuOis T:; ¥ Gufh,s'n% Qw0 T:{ + O Qs Tz:'

9
Z kolei T:n przedstawimy w postaci:

] i o | i dd | o 0
/4/ Do - | P:a ES«( - o L.{_ﬁ 0 1 0 %S.{ 0 )
L T el BN I T I [y

Korzystajac z /3/ i /4/ oraz z / V, 62/, 1 V657 1/ V7 /
mosemy zapisaé / le / w prostej, przejrzystej fizycznie
formie:

/5/ Th = Pht + (UuSL* USH) + U e
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gdzie:

Ty a3 gl
/77 Si=k (A],,.w;um}%ﬁ; A = lnA

/8/ e. C?u)u'

Tensorowy charakter tych wielkosci jest oczywisty.
Poniewaz w ukitadzie wiasnym:

/9/ P2 Un = Pl =~ TypUi = 0
/10/ S:U?_ ® S:U:c = O

Do _ _ T
711/ Pex = T #0

wiec i w kazdym innym ukladz.e odniesienia zachodzg zwigzki:

e PRUR =-T[kUk=0
/13/ Sl = 0
/14/ P:k . "Tkk £ 0

Oznacza to, e tensory Pﬁ i i sa ortogonalne do cza-
sopodobnej czteropredkosci U; , za$é $lad tensora napieé
dyssypacyjnych jest niezerowy.
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VIII. Poréwnanie z pracami innych autoréw.
Szczegdlnie pozyteczne powinno sie okazaé pordwnanie

z praca Landaua. Praca Landaua zajmuje w teorii osrodka re-
latywistycznego szczegdlng pozycje. Te szczegdlnosé zawdzie-
cza oryginalnej definicji predkosci makroskopowej. Mianowi-
cie - Landau okreéla jg tak, aby w ukladzie wiasnym znikei
strumien energii /gestosé pedu/, a energia wyraZala sie
przez parametry termodynamiczne jak dla cieczy idealnej
Konsekwencjg tego jest pewna modyfikacja réwnania ciggloseit

2 Mg Nic N+

Prawo /1/ wyraza zachowanie strumienia masy /igcznie z ms-
sg energii kinetycznej/, Uf - jest czteropredkosciz ma-
kroskopowg 2definiowang wg Landaua, 0; - czterowektorem
gwigzanym ze strumieniem ciepta. Landau znajduje tensor
energii-pedu ﬂh i czterowektor (; 2z prawa wzrostu
entropii. Okazuje sie, ze jesli w naszych rezultatach polo-
zyé T; = 0, to istnieje doskonals korespondencja miedzy
jego i naszymi rezultatami. Poniewez u nas:

-]
/2/ No= Nw
namy natychmiast relacje miedzy predkoscia Landaua i'nzszgz

otk
/3/ ui'-'UL"N°
Jesli zachowaé poziom naszych rozwazand ogdlnych, tj. zanied-
baé¢ pochodne wyiszych rzedéw niz pierwszy, jak rowniez pote-
gl pochodnych wyzsze niz pierwsza, to dostaniemy:

X7 ramach ndszej teorii zqdanle odnoenle energii jest nie

do speinienia, giyz £ F-[J‘ = 3



L..)
-r'

U
/4/ 3__
/5/ Ut Uk = Ul - U[-l%"; - "%’;uk

o T bt - (il e+ )

gdzie Tg:' oznacza tensor energii-pedu cieczy idealnej

z predkoscig wg Landaua. Je$li wykorzystaé /3/ do wyraZenia
tensora enmergii-pedu Tt -~ tensora zwigzanego z procesami
dyssypacyjnymi wg Landaua [13] s to mozemy natychmiast stwier-
dzié roéwnowazno$é tensoréw energii-pedu Landaua i naszego.
Pocigga to za sobg réwnowaznosé uktaddéw réwnan opisujacych
ruch o$rodka. Drobna réznica tkwi w tym, Ze u Landaua wyste-
puje dodatkowy wyraz w tensorze energli-pedu -f u'ﬂk

Jego obecno$é w tensorze Landaua zwiggana Jest z p:r:ostym fak-
tem, ze Landau w swych péi-fenomenologicznych rozwaianiach
dopuszcza dowolne ciecze rzeczywiste /a wiec i z niezerowym
drugim wspdlczynnikiem lepkosci/, podczas gdy nasze rozwaZza-
nia obejmujg jedynie gazy jednoatomowe dosk-onalex/ « W pordw-
naniu rezultatéw Landaua i naszych moina posungé sie Jeszcze
dalej. Mozna latwo dowiesé, ze:

12/ AT

X/% rozwazaniach dotyczqcych poréwnania przyjmujemy "f“ = 0y
a co za vym idzie (;=¢5=-(0 . Landau przyjuuje bowlem, e
w ukiadzie wiasnym ggstosc energii jest taka, Jjak cieczy
idealnej, czylz €= 0. Klasycznie dla gazu jednoatomowego
doskonatego Ty= O. Widocznie Landau przenosi te wiasnosé
$ladu rowniez na przypadek relatywistyczny.



iS5

/U".-. b.lﬂ;:: jest relatywistycznym potencjatem substan-
TN e

W=Pyt€u entalpig jednostki objetosci, (; -entropig,
¢o pocigga za soba natychmiast

jor L l=3 4

Tym samyh identyfikujeny JL ze strumieniem ciepza S; .
Jesli wigc zaniedbaé Ty , to zbieznosé rezultatéw jest zu-
peina. Réwnowaznosé rezultatéw pozwala tym samym w prosty
sposéb wyznaczyé nieokreslone wspéiczynniki fenomenclogiczne
w rownaniach Landaua. :

Proby uzyskania tensora naprezeh lepkich w postaci
Landaua na gruncie teorii kinetycznej podjeli w swe] pracy
G.M.Zastawski i 5.S5.Moisiejew [23] . Stosujgc metode momentow
Grada uzyskali tensor lepkosci pokrywajacy sie 2z tensorem
Landaua 2z dokladno$cig do zaniedbywanego przez nich wspol-
czynnike drugiej lepkosci. W innej pracy Zasiawski [24]_ uzZys-
kal réwniez strumieh ciepla w formie Landaua. Z innych prac
na uwage zastuguje praca Masowej [16] . Autorka znalazla
postaé tensora energii-pedu dla osrodka % procesami dyssypa-
cyjnymi rozwijajac metode Enskoga - Chapmana w formaliZmie
relatywistycznyn; nie znajduje jednak efektywnie postaci
dyssypacyjnej czesci funkeji rozkiadu, pozostawiajgc tym sa-
nyn nieokreslone wspdiczynniki transportu. W pracach Zasiaw-
skiego i Moisiejewa parametry dyssypacyjne s3 okreglone
%z doktadnoScig do pewnej charakterystyczmej, blizej nieokres-
lonej funkcji T s grajacej role charakterystycznego czasu
zderzen i reprezentujacej czton zderzeniowy . Z dokladnoscia
do charakterystycznego czasu.zderzeh okreslil tensor energii-
-pedu réwniez Marle [19] , zastepujac réwnanie Boltzmanna
modelem B.G.K.X/, Jak widaé zaden z autoréw nie podejmuje

T/5xrét od pazwisk autordw: Bhatnsger P.L., Gross E.P.,
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préby pelnego razwiazania zagadnienia, ktéra wigze sie nie-
rozlacznie z trudnosciani, jakie kryje w sobie prawa strona
réwnania Boltzmanna., Warte tutaj wspeomnieé, Ze rezultaty
Marle sa ideowo najbliisze naszym rezultatom, w szczegdlnos-
ci zas rezultatowi niezerowego Sladu tensora napreZzen lep-
kich. Przy poréwnaniu wynikow naszej pracy z innymi narzuca
sie W sposdb oczywisty problem dosé dowolnej eliminacji po-
chodnych makrowislkosci z rdwnan cieczy idealnej, czyli zas-~
_ tgpowania w tensorze energii-pedu gradientéw jednych wielkos-
ci gradientsmi innych wielkosci. Problem ten wystepowal réw-
‘nie? w przypadku klasycznym. O ile” jednak klasyczrie tensor
nagreisn lepkich Tyy dat sie wyrazié tylko przez pochodne
predkoséci, zaé strumieh ciepla tylko przez gradient tempera-
tury, o tyle w przypadku relatywistycznym staje sie¢ .to nie-
mozliwe. W nasze] pracy kierowalisdmy sie¢ analogig klasyczng,
¢o niewgtpiiwie wpiynelo na fakt, Ze postaé tensora enesrgii
-pedu w uktadzie wlasnym jest mozliwie najbardziej zblizona
do postaci klasycznej; postaé Ty, Jjest w swej formie iden-
tyczns, za$ Uy wyraza sig poprzez gradient jednej wielkos-
- ¢i termodynamicznej A y podczas, gdy klasycznie poprzez
gradient temperatury.

Dyskusja

Na czolo rozwazah wysuwa sie problem niezerowego $ladu

Typ#l i xonsekwencje z tym zwiazane. Fakt pojawienia sie
w ukladzie wiasnym niezerowego $ladu Ty , réwnowazny nie-
zerowemu wspoiczynnikowi drugiej lepkoSci, jest efektem
czysto relatywistycznymx/. Klasycznie druga lepkos¢ mogla
sztapié dla cieczy scisliwych rzeczywistych /np. gazy geste,
gazy z wermetrznymi stopniami swobody, ciecze, w ktérych mo-
%e zachodzié przebudowa quasi-struktury/.
Podstawowa konsekwencjgq niezerowego Sladu jest to, Ze:

xJFakt tenjest niezaleimy oc modelu oddzialywah czastek; za
niezerowoié 5ladu odpowiedzialna jest tylko lewa strona réw-
nania /IV,9/.
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/9/ N'=Nu+Np E=gne€0
gdzie:
7 AP o L
o N3 ,:sz} i iy manN (4 )
podczas gdy przy Ty = O: N9=N; . B8 s

Stan oérodka opisany Jjest nadal przez pigé makroparametrow:

N: 1 Tn ,.‘q y jednaX rownania gazodynamiki, w pordéwnaniu
ze znanymi-ujeciami, modyfikuja sie w ten sposdb, Ze w row-
naniu cigglosci pojawiz sie dodatkowy czterowektor pradu

Nt- N U » & w réwnaniach zachowanla tensora energii-pedu

dodatkowa gestosé energii E /obydwie dodatkowe wielkosci
sg proporcjonalne do $ladu 'fﬁ /. % obliczen z':izerycznych
wynika, Ze wspoétczynnik drugie] lepkosci jest w caiym obsza-
rze temperatur ujemnyx y Posiada minimum i przyjmuje w Jjego
otoczeniu wartosci co do bezwzglednej wielkosci rzedu wspdi-
czynnika pierszej lepkoSci, zas w obszarze klasycznym i
ultrarelatywistyczoym przyjmuje wartosci o rzad mniejsze od
wspblczynnika pierwsze] lepkosci. Wynikiem zaslugujacym rows
niez na uwage jest faxt, ze w obszarze klasycznym pojawia
sie efekt Eckarta /strumien ciepla proporcjonalny do kombi=
nacji gradientéw temperatury i gestosci/, wartosé jednak
wspéiczynnika przewodnictwa zwiazanego z gradientem gestosci
jest, w odniesieniu do wartosci wspotczynnika przewodnictwa
zwigzanego z gradientem temperatury, do zaniedbania. Zauwaz-
my jednak, Ze niezerowosé sladu Tp i wspélczynnmika Ky
wynika dopiero z wyzszych przyblizen; jesli ograniczyé sie
do przyblizenia gwarantujacego dokiadnie przypadek klasycz-
ny, to otrzyms-v Slad T& nieokreslony, a wspéiczynnik

T
i

Jest to tym samym czynnik zmrniejszajgcy efekty dyssypacyj-
-ne.



k. =0,

Do ciekawszych rezultatédw nalézatoby zaliczyé réwniez
prosta zaleinosé wspdiczynnikéw transportu od temperatury

w przypadku ultrarelatywistycznym. Przedstawiona metoda
/ktérg mozemy nazwaé metodg czternastu momentédw ze wzgledu
na brak postulatu Ensko a - Chapmana / pozwala w prosty spo-
séb znajdywaé wyzsez2 przyblizenia. I tak, kladac po lewej
stronie réwnania transportu £° z ok.reéionymi %z pierwszego
przyblizenia T;;n Ty i ¥ uzyskamy poziom, odpowia-
dajgecy w przypadku klasyeznym réwnaniom Burnetta.

Trudno przewidzieé, czy sposéb obliczenia prawe] strony
réwnania transportu mozna przeniesé na dowolny model oddzia-
tywania czgstek. Wydaje sie raczej, %e wybrany przez nas mo-
del oddzialywania czastek nalezy do nielicznych, przy ktoé-
rych jest mozliwe analityczne rozwigzanie problemu w sposdb
precyzyjny od poczgtku do koihica. Z przykrodcig nalezy jednak
stwierdzié, Ze nawet najprostszy model /jak nasz, w ktorym
przyjelismy staltoéé rozniczkowego przekroju ¢zynnego/ przy-
nosi w praktycznym liczeniu olbrzymie trudnoéci rachunkowe.
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Summery
The effective debtermination of dissipative parameters
of a relatiwistic gas in the frame of the kinetic theory

The relativistic invariant of Boltzmann equation was
obtained by Cernikov [2-6]. It was shown further that from
this equation it is possible to derive a set of equations
of relativistic gasdynamics [16, 25, 24] . However, the
next step in this direction, namely the effective determi-
nation of dissipative parameters was not yet done in spite
of the fact that this problem has been treated by several
autors [16, 23, 24, 19] . This is probably due to the
difficulties connected with the right hand side of the
Boltzmann equation.

The main aim of the work was to obtain the formulas of
the dissipative parameters assuming a simple model of par-
ticles interactions., It was assumed that the effective diffe-
rential crossection of particles interactions in the centre
of mass system is constant. 3 _

We consider a homogénous, electrically neutral gas with-
out creations and annihilations of particles. Starting from
relativistic Boltzmenn equation and using the method of mo-
ments we found the set of equations which corresponds to
Navier-Stokes equations., An inte.esting result of the theory
is that the trace of viscous-stress tensor is not identi-
cally zero. Further the asymptotic behaviour of transport
coefficients were found, both for classical and ultrarela-
tivistic regions. '

In Chapter I the basic notations are introdeced. The
laws of the space-time coordinate transformations from one
inertial syster To another one are described by /1/. Using
the invariant {istribution function in the state of equi-
libriun [20] the following macroparameters are defined:
numerical density N, velocity q , energy-momentum tensor
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Ty + and temperature 1° /formulae /2 /34 /4/ end /6/ /.

In Chzpter II the known form of the relativistic Boltz-
mann eguation and the corresponding basic properties of the
collision term are given. '

In Chapter III the set of relativistic gas dynamics
equations /1-2/ together with the appropriate formulase in
the system of reference for wchich the macrovelocity of gas
element vanishes /rest-system/ /14-16/ are derived.

- The method of the effective determination of energy-mo-
mentun tensor iec iescribed in Chapter IV. A method anslogous
%o Grad method [9,2’[}r is employed. The distribution function
is developed in the series form /1/ . For determining the
energy-momentum tensor we start from the system /5/ .

. Further we use the iterative method described by /6-7/. The
first approximation is given by /9-10/.

To solve effectively the last system of equations we

" have to calculate the appropriate integrals in /IV,Q/; this
is dome in the following Chapter V. After rather complicated
calculations we got for the left hand side /for 1,k=1,2,3/
the formula /9/ and for 1=4, k=1,2,3 the formula /1% the
calculations for the right hand side of /IV,9/ are still
more complicated. The calculations are performed on the pa-
ges 24-24; the finel formulas are /49/ and /60/. Comparing
the results of left and right hand sides we get finally the
expressions for dissipative parameters /62-66/. The values
of transport coefficients were numerically calculsted and
are shown graphicaly on pages J4-37 and in the table

/page 38 /.

The asymptotic behaviour of the previous formulae are
considered in Chapter VI first for classical region and then
for the ultrarelativistic region. The results are in full
agreement with those obtained by direct methods.

The transformations of the energy-momentum tensor to
the laboratory coordinate system are given in Chapter VII.
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Comparison with the results of other suthors /first
of all with the Landau results in Landau-Lifschitz, llecha-
nics of continuum media/ is given in Chapter VIII.

A short discussion of the results closes the paper.
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