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TEORIA GRUP LIEGO W ZASTOSOWANIU DO ROWRAN
ROZNICZKOWICH CZASTKOWYCH

1. Wetep

04 swego poczgtku teoria cigglych grup przeksstalceh, inacze]
grup Liegc nierozerwalnie wiazala sie ¥ réwngniami czastkowymi. To
" wiaénie na badeniu ukiadéw réwnaf réiniczkowych o okreslonych wias-
_nosciach opiera sie cala teoris struktury grup skoficzonych /zales-
nych od skohczonej liczby parametréw/ [19] oraz teoria grup nieskoh-
‘czonych /zeleinych takie od funkcji dowolnych/ [29]. Z drugiej stro-
ny kiedy mamy do czynienia z konkretnym uktadem réwnai czgstkowych
moZna zapytywaé o takie przeksztalcenia przestrzeni argumentéw i
funkeji, ktére przeprowadzaja rozwigzania ukladu gnowu na jego roz-
wigzania. Jak sie¢ okazuje rodzina takich przeksztaicen stanowi giu-
pe, ktérq po Jej wyznaczeniu moina na wiele sposcbow spoiytkowad
albo do poszukiwma rozwigzal szczegblnych wyjsciowego ukiadu albo
) tes do mzszczepienia ogblnego problemu calkowania uktadu na zagad-
‘nienia prostsze. 0 ile jednak sama teoria grup Liego doczekaia sie
giebokich uogélnied; od strony algebraiczno-topologicznej jako teo-
ria grup topologicznych a od strony analitycznej jako teoria Carta-
na struktury grup skoficzonych i nieskohczonych, to zastosowania do
réwnah czastkowych pozostaly na uboczu i od kofca ubieglego wieku
" ukazalo sie niewiels prac z tego zakresu /mp. [ 5], [3] /.
Ostatnio jednsk w zwigzku z poszukiwaniem nowych metod anali-
tycznych, zwiaszcza dla potrzeb hydrodynamiki, siegnieto po dobrze
wypracowany jeszcze za czaséw Liego aparat. W znanej ksigzce Birk-
hoffa [1] a% dwa rozdzialy eg poswigcone rozlicznym powigzaniom
teorii grup przeksztalcef i hydrodynamiki, przy czym giéwng uwage
zwroéconro tu na powlgzania teorii grup i analizy wymiarowej, stad
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tez zakras przedstawionych metod nie mmrpynl wazystkich mozli-
wosci zasvascwania teorii grup.

Przelomowe znaczenie mialy w tym zakresie prace Owsiannikowa
[26 - 29] 1 jego ucaniéw, podsumowane nastepnie w monografii [30],
ktéra niestety z powodu matego nakladu nalezy do bibliofilskie]
rzadkosci. Wypracowany przez Owsiannikowa algorytm wyznaczania
grupy podstawowej orag konstrukeji rozwiazaﬁ szczegdlnych oraz pod-
gtawione przez niego zagadn.tsnia klasyfikacji okazaty sig w peini
sprawnym instrumentem przy badanin konkretnych ukladéw réwnan ,% kté-
rymi mamy do czynieniaw fizycc matematyczne.‘l

Praca niniejsza ma na celu mesliwio peine sapomenie cgytelni-
ka z tym algorytmem i kregiem stawianych przy tym zagadnien. Te
strong algorytmicznq majac przéde wszystkim na uwadze staralem sig
zmierza¢ do celu na;]prcstszm érodkni. co mozZe byé nie bez zna-
czenia dla czytelnika pragnacego przymié sobie aparat bez szcze=
gblowego wnikania w trudne dz_ialy matematyki, Jjak np. teoria grup
topologicznych, od ktérych wiasciwie nalezalo by zaczynaé. Z tego
tez wzgledu zrezygnawalem ze. zbyt" pedantycznego wymieniania zalo-
el przy ktérych mozna praeprowadzaé wystepujace tu rachunki. Nie-
uniknione zbieznoSci z monografig Owsisnnikowa staralem sig rekom-
penaonié przez rozbudowe nntqpuaqbych tan algorytméw na praypadek
grup nieskoucson:c.h.

- 2 nielicznymi wyjqtkami unikaltem 1lustrwu.1.a przykiadami tych
zastosowanl, ktére latwo znalezé moins w przytoczone]j na koncu bi -
bliografii. Pozostale przykiady wynikly z moich obliczen.

' W calej pracy z wyjatkiem punktu 4.6 jest konsekwentnie stoso-
wana konwencja sumacyjna wzgledem powtarzajacych sig dolnych oraz
gérnych wekasnikéw wzglednie ichzespodw L.
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2. Grupy ldego przeksztalceh ciggiych. Przediujanie
‘przeksztvaicefi punktowo-punktowych na pochodne czgstkowe

2.1. Grupa jednopsrametrowa. Operator infinitezymslny. W na-
szyoh rozwazaniach EA’C‘U bedzie oznaczaé ./ - wymiarows prsestneﬁ
euklidesowg, ktérej punkty majg wspélrzedne 7 = (’ cees y?)
ZaloZenie, Ze ;..7-;, jest -przestrzenia eux.lidum nie jest istotne
i wiegkszosé stwierdsefl i konstrukeji odnosi sie ogélnie do rozmai-
tosei rézniczkmch, als zachowujemy Jje dla wigkszej pogladowosci
rozwazed. Pole wektorowe J(y) = (27 (4)s « + ,,'-t"?})) Klasy (°<
wyznacza W 2, (}C /) = lokalng kongruencje linii pola, okreslong
uk2adem rémﬁ rézniczkowych

Lyl oyt »
/2.4/ e e T g
Ay A "0y

Kongruencja A linii pola powsteje z przeciecia sie rodziny
powierzchni

/2.2/

A Ji(}/‘@)"'} e/]'f-l@)=g'—i)
gdzie J;(} 4,_1(}) 8q to funkecyjnie niezaleine caiki
pierwsze uld:adn /2.1/

Z kongruencja A~ moina zwiazaé ciagia rodsine przeksztalcesh
punktowo-punktowych przestrzeni 7'_’_:”. o te] wiasnoéci, Ze dla daneé-
_go punktu D& EA/ jego obrazy 7  zajmujg poloenia na linii
pola poprowadzonej przesz /z) -y ionymi slowy poruszajq si¢ po tej
linii jako po trajekbtorii. W tym celu obok ukladu /2,1/ rozwaimy
uklad nastepujacy:

| Lz S/ L -
e o " %g) s, i



- % warunkiem poczgtkowym

2.8/ 7 o#;{” S=d,e, ¥

Na podstawie /2.2/ rozwiszanie ukladu /2.3/ ma postaé

LG =Cr Gy (=G, Xg)=teC,
a biorge pod uwage /2.4/ znajdu;}uy |

| J(C'?/, - X(}/ #T

punktami Pr( ) o wspblnednth } "« Latwo apmds.té. ﬁe od-
wzorowania 7; naja wiasnosci nastgpujgce:

2.6/ i 7 -
/ / 72102_,; .—_—..72_;*::1 ; /Q =.Z' :/-;-1‘._.7_.
oraz e superpozycja przeksztalcei jest dziataniem lgczanym s /
Rodzina 7, stanowl wigc ciagia grupe pmkuta.luoﬁ. zalezna od
Jednego parametru = .

Jak widzimy, kaide dostatecznle regularne pole wektorowe -1(;:‘/

w przestrzeni £A" sen.eruae jednopmotmq grupe prizeksztalced

g.: . Hbwnocseénie mokeny mozemy powiedzieé, e grupe g‘,_ genam;ie
liniowy operator rézniczkowy pierwszego rzedu X 7% (2)3 .
gizie o= 3/3 4 , nagywany tei operatorem in:initezmalm gTu-
Py 97‘ . Za takiu ujeciem przemawia 3 jedne] strony to, 38 w geo-
metrii rozmaitosci réiniczkowe] wektor kontrawariantny jest defi-
niowany aksjomatycznie jake liniowy operator rézniczkowy oras to,

""wzasnoaci. /2.6/ stajs sie jeszcze bardziej widoczne jesli obraé
DR AR o Jeko nowe wspéirzedne przestrzeni =,
rt:ecty bowien /2.5/ zapisse sie¢ Jako _

= ens :Z. =J K=

A~z °
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te uklad /2.1 jest réwnowazny stowmynom réwnaniu czqstko-
* wemu pierwszego rzedu s

o i‘(;r/éjévc Ve e I G~ 0

Z drugie] Btm rola operatora R - 4(}'/ 2 Przy generowa=
niu grupy /7, staje si¢ jJeszeze bardziej widoczna, Jesli zalo-

Zywszy - tycznosé pola .2(;/ zapiszenmy réwnenia /2.3/ w pos=
taci : ' '

. . . .
/2.8/ | —‘{3—-_—_,23.,—)  AmL e

_oraz rozwigtemy je przy warunku /2.4/ przes rozwinigcie 7w sze-
‘reg potegowy wzgledem 7 , ktérego wspdiczymniki obliczamy przesz
rézniczkowanie /2.8/ i podstawienie 7 =0 . Otrzymanmy wéwczas
formalne rozwiniecie

2o Ty R GG XYy =TT

=0

czyli w zapisie symboliczoym

/2.10/ - }"-'_,ef/,ﬁ.g);‘;

Przeksztalcenia skoliczone grupy ¢/, moina wige otrzymaé
w postaci szeregu potegowego, ktbérego wepdlczynniki otrzymuje sie
przez kolejne iteracje operatora infinitezymeslnego <X dzhalaja-
ce na y? /szereg Liego/. Z dokiadnocig do wyrazéw rzedu drugie-
go wazgledem 7~ W

/2.11/ ; ; +2'95 Y=g AU
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Z tegd powodu & /a dokladniej pele 4 g nszywsmy takie

| _przeksstalceniem infinitezymalnym grupy %

Odwrotnie, kazdej jednoparametrowej grupie pneksztalceﬁ
% 7 ,_;/ —:‘7 ). 772 @/=5" odpowiada operator infinitezymal-
Wy ‘Y= %9 » PrZy czym jego wspéirzedne obliczemy wg wzo-
réw

2/ 2 d(,'/) - ';ZZZ-o

Opératorom %“"?% orez %—i r?: 3,_, nos:m PrEypoTagi-
kowad opers.tor J!_f,i

/&'m 3;/2‘)]%—5?292 42 )%,

J2.27

: 3,2
£.4 =2, .M

Prsypo:‘:qdkowpu to, odgrywajgce w d.slsnyn clagu waiag ml@,

nazywa sie iloczynem Liego albo komutatorem operatoréw XK, ¥, ..
 Jest omo
. antysymetryczne :
/2.13/ (.2 )=-(2%.3%)

liniowe usledom obu czxnni.kéw-

1w (< X283, X, )= (3,2, ) (R ),
o<, B — stal :
oras spolnio. todsamokéd chqb;ggg _

/2.15/ %,ﬁﬁ:x}"/ j
K, (&"; %.,))%O
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2.2. Grupa r-parametrowa. Algebra Liego operatoréw infinite-
zymalnych . BezposSrednim uogélnieniem jednoparametrowej grupy prze-
ksztalcen jest pcj«gcie lockalnej r-parametrowe] grupy 05‘/, definio-
wanej Jjako rodzina przeksztalcen przastrzeni E y zaleina w spo-
36b istotny od r parametréw 2% ..., &

/2.16/ j/—’jn }E"‘é/f'...,;/’faf---,q’), PP

i speiniajgca nastepujace warunki /dla skrdcenia ich zapisu ozna-
czm/ (;a $Vs a=(@ii,a”), Fe(FL. m%)
)s :

1 Zawiera sie w niej przeksztalcenie toisamosciowe; istnieje
d=g, ze :7—'(}/,-9):9_ )

2. Superpozycja prazeksztalcehd naleiy do rodziny; Jjesli 7‘;}& g,,_
ora.sT-E e 3 ; 7:-‘(;,4/, ;g,r(/ g).to
ALV AR hwﬂ@e QZ— czylj;;lz}"éz‘(;o-‘% &) =AY 0(2,8)

3, Je$li przeksztaicenie /., nalesy do rodziny, to przeksztail-
cenie odwrotne Z_‘ =7 jigtnieje i tez nsleiy do rodziny, czyli

-z
7; = 7‘_:,,@(,, s Plaa)=©laq,k))=e
4, Superpozycja przeksztalcel jest w tej rodzinie dziataniem

W LG T ) = (To7 )7« tmseses

/2.17/ Rlp(ad)e)=2(a008,.))

5. Funkcje .50(0/ ¢/ A(a) s analityczne w pewnym oteczeniu

€ a funkcje -~ ( “ia / sg dostatecznie regularne w pewnym obsza-

rze £ o i analityczne w pewnym otoczeniu e  wzgledem zmiennych
Q¥ i . .

Oméwimy bez przytaczania dowodéw stwierdzenia skiadajgce sie
na tresé trzech podstawowych twierdzen Liego o r-parametrowych
grupach przeksztalceh [19y 4, 30] .

Grupa ?, zawiera oo™ podgrup jednoparametrowych gemero-
wanych przez operatory



. |
128 - X=A EF At A, At AT stalk,

Opmtory /2.18/ tworzg linjowa przestrzed Y © liniowo
niezalestnych /wzgledom stalych wspdiczynnikéw/ operatorach bazy
X, =35 (#)34, 7=2,-...~ okveslonych przes pochodne _
2“-‘ =(2F /aa’)/c-c —mn wagleden iloczynu Liego, poniewas
5ac.hod.zi

. i ; zﬂ
/2.49/ (o8 )=, X,

2 ) _
gdzie Cf, 7 oznectajs state wspblcsynniki, tzw. state struktu-
ralne grupy (//, . Przestrzeh ﬁr,, . stanowl tzw. slgebre Liego
grupy 97,_ . Stale strukturalne grupy czynia sadosé zwiazkom

/2.20/ g amf T il Ty
o ;C_':«"f PR v A o K L

oraz

&t g B Z ‘ p :
/2.21/ - : I o 1.74.L,8=
CsCot* G Coy T, =G . i
/tozsamoéé Jacobiego, pozostajgca w ﬁcia;tym mviqzkn % lacznoscig
superpozycji przeksztalcel w gruple/.
Funkcje #~ ~ , okreslajace przeksgtaicenia skohczone grupy
gfr speiniajs nestepujgcy ukilad réwnah czgstkowych:

4.-:1';‘./’"

IE LS
/2022/ ,_2;-‘;-— - /?A,(;—-)_%; (a) - ‘-z(=14--'.7‘“

-snrunkimppeagfm -}’:A‘&-; ’Gﬂﬂlolf‘/) 35%‘;’
8 to tzw. funkcje pomocumicze grupy; 3?‘ (e)—

Katomiast funkeje kompozycyjine grupy ja(a,{/ spe}.nia.jq, rbwns.n:l.u

=4



/2.23/ :_W‘ @/3 5= ;-i\ (f/

z warunkiem poczgtkowym &/ e, @) =a =
Warunki calkowalnodci ukladu /2.23/ majg postaé

/2.24/ 2}7 J- S;Af

Odwrotnie, je$li wyjdziemy od staliych strukturalnych grupy,
tJj. od ukladu stalych spelniajacych /2.20/ i /2 21/ i rozpamy-
ny liniowy uklsd

z‘ ¥
/2.25/ I f L AL Mo
' =3 =d, *Co 2%
° niewia.dmah fnnknaach 19 » T2y warunku 15"2-(2‘,41/ =0, a
nastepnie prazyjmiemy. 1/- (a)= é’. ,/f' a /l/_’ i to omm_

my uklad funkcji pmcniosych spelnia;jqcycb. 72,24/ a tym samym,
poniewaz zapisany przy tych funkcjach uklsd /2 23/ bedzie ca...ho-
walny, funkcjo kompozycyjne (o '

Z kolei rozwazajgc pewng algedre ui.sgu -2 operatvoréw infi-
nitezymalnych przestrzeni Z, dang przez vaze <Z,, --...%. , spei-
niajgcg /2.19/ /staie C}i -speiniaé bedy /2.20/ i /2.21/ na mocy
/2.13/ i /2.15/ i powtarzajgc przyvoczons konstrukcje dla staiych
stmkhmlnych tej] algebry Liego oraz calkujac nastepnie ukiad
/2.22/ /warunkiem caikowalnosci sq akurat zwiazki /2.19/ / prsy
warunku 7/,_, = ¢ dojdziemy do skohczonyeh przeksstalced gTupy
gf,. y ktérej algebra Liego pokrywa sie /jest izomorficzna/ z al-
gebrg y,_ y stanowigcy punkt wyjscia.

W prakhyce, aby znaleéé skonczone przekszitelicenia grupy r.:f.,... _
danej przez. uklad jej operatordw lﬁmtezymln;rch szukamy naj-
pierw odpowiadnic.h grup. ;;ed.nopa.mstmwy.h senarmmrch przez te
- operatory. Jesli wige x — y =7{’ (’ ‘a,) to przeksztalce-
nia skoiczone ?’r mom napisaé w posta.c:. gl :

/2.26/ ;” / // f‘“_/‘(./ D)i8 )y ,-‘;cz,.,’;}_,-a.g_:f'..
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Parawetry @, ..., @, & Przy tym parametrami kapopicznymi
drugiego rodzaju ol J. Inny sposéb polega na calkowaniu ukladu

7 e P
/2.29/ ;{?11—-474(27(;_/’} 2’__4..‘47“’ 9=, ..V
—a) = ¢? . '
przy warunku poczgtkowyn ¥ A:.c /= oras na przyjeciu zmien-
oych T4/..., 747 Jjako parametréw grupy. - '
Przytoczone stwierdzenia sprowadzajs badanie lokalnych grup
przeksztalcen Liego 4o badania odpowiednich algebr Liego operato-
réw infinitezymelnych. W szczegdlnoScl istnieje odpowiednioéé
struktur algebraicznych grupy (/- i jej algebrysg,~ . Tk
wiec, dla przyktadu, podgrupie gTUpy n?, odpowiada
podalgebra algebry g, @zielnikowi nérmalnemu X< &,
odpowiada ideat 7  algebry ¢, , & grupie ilorazowej -algebra
residusdw algebry /.. wzidem odpowiedniego ideaiu itd.
Funkc;}aa'{@,:..-_,;/’:) nie wlegajace zmianie prezy przeksztazce-
niach grupy '~ [inwarianty grupy/ czyli spelnisjace tozsamos-
ciowo wzglqdm-/ i & gzwigzki

/2.28/ /4;‘;/ "//;@de"‘ggf/

spelniajg réwnania
/2.28/ cfz’; P

o czym tatwo przekonaé sie przez réiniczkowanie /2.28/ wzgledem
a’r i podstawienie = = e . Odwrotnie, kafde rozwigzanie
/2.28/ jest niezmiennikiem - inwariantem - grupy f" /por.wzér
/2.26/ /.Wobec /2.19/ uklad /2.28/ jest ukladem zupelnym, a licz=-
ba funkeyjnie niezaleznych rozwiazah [8] czyli liczba niezalei-
nych inwerientéw grupy wynosi o —M-mgd[a;:'_

Rozmaitogé . ,412 przestrzeni E;’

2.2 . £ r e L-= ey, —
/2.29/ 4 ;/f(;,...,/#j o 2., #~L
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jest niemmiemnicsa wasleden ZTURY %, jesli dla kazdego f€ .4
i dla kazdego /€ 7  zachodzi ﬁ'—?‘fp}g, . ¥ tarminach
operatoréw infinitaémlnych ZTUpy (7, ~ warunek ten tiumaczy
sig jako warunek stycznosci o P dof‘zﬁ’ czyli

/2.30/ :_:;_'Z(’ zju’.-= oC ., {f/?zoo/a%/.l .

/Symbolu (mod' 4 ) uiywemy dla podkreslenia, e Téwnosé zacho-

dzi tylko dla 2z speiniajgcych /2.29/, %] tylko na rozmaitosci
(

, Je4li rozmaitodé niesmiennicza jest niecsobliwa, to jest

Jesli w je} punktach rz3d macierzy [ ? 7 . nie ulega zmniejsze-
niu i Jest taki sam jak liczony dla d.mlnych ¥ 2z obszaru,
gdzie o7 s§ dane, to jak dowodzi sig, [4 . 30], mosna ja zapi-
saé w postac:.

/2.31/ Ve B i om
: : ?"/‘".f.'!':_’f/.r _'f/o #/ =

gdaiaa;’:,--v,df sg piezaleinymi inwariantami grupy

2.3. Przedinzanie yﬂﬂ&_&&pmmm_uz_

chodne czgatkowo '
2,3.1. Rozwaimy # przestrzeni .E'A,_ rozmaitosd n -wymmwg

4, » Przy czym dla wygody oznaczmy wspolrzgdne zf: jako

X7, 2wl 4™ arm= A imsch

/2.32) At ”dﬂif*(xJ"--,xn,} o = Ly s

- oraz przeksztaliceflie punktowo-punktowe f"__' .
) _-.(‘ -L- oo
X me X (0U) F= v n
/2.33/ 77

2" - i X A= L, m

réznlczkowalne dostateczna liczbe razy.



-1 =

Obuz% pod dzialaniem 7’ oznaczmy przes =TV, ./
syl , L X e Xl alx)
12:38° A e g, winy),

Ale £ ‘moZna opisaé takZe za pamocs T ° d przez odwrbcenie /2. 32/ :
& tym samym moina ustalié odpowiednioéé pochodnych B w 27T &
nmp-:‘aa'yaz‘pnes gréiniczkowanie /2.32/ nglqdu 2 < po
uprzednim odwréceniu /2. 32/1 s CZJ11 : : J

/2._:53/ ﬁ-dg (ﬂ-c. ’.{”A‘? L, @

Przy czya operator pomocniczy )
/2.33/ -‘@ _-EQ -.t-/!:/ 2% %=5_9; ; 9x=5§;‘_
Jjest operatorenm réin.iczkora.nin supeinego wzgledenm =~ :
Jesli W=/2:Z/%0 , to /2.33/ po roswiszaniu wzgleden
;‘i prowadzi do roml /3' z /é S, L) Doigczajge je do wzordw -
okreslajgcych 7~ otrzymsmy przeksztelcenie przestrzeni Z Z oy (xoigd),
e ('=n+m~,~nn,
o~ () ;
/2.34/ 7-_ f“,wazJ“)
/-5-‘!:‘ "'/3}’/:‘ a"/‘ 2, )
nazywane przediuzeniem przeksztaicenia 7" na pierwsze pochodne
%% wzgledem ¢ . Ksztalt 7 7 nie zalesy od konkrema
postaci rozmaitodci _4/, e -jedynie od postaci 777 .
Analogicznie, odwracajac /2.34/ 4 podstquc do /2.34/,
& potem do /2. 54/ i rézniczkujac tzgledam 2% otrz:mamy drugie
przediuzenie

=) -7‘5'(”
. ‘ —oc (2 = (2) 7 ot
/2350 7 P z( )z 4 - 915

2)
gdzie Q =9+/AJQ“+/5{-§/5L{
Ogélnie. przedluteni«e na pochodne rzedu » Dbedszie mialo ;
postaé :
= (v-2)
=~ ) 4 '
/2.36/ VR S

(“)_..
/5c,.. tn/ 5 9('35-‘:‘
gazie
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) 3 .
123U G Qo o et B S B
oraz (,**&=Y-Z . ¥ dalszym cisgu sachowamy oznaczenia T
Q=27
[ [ P
Przeksztatcenia / 88 prrypadkism szcZegilnym priekssztai-
ced stycznosciowych, tj. takich przeskszsaiced

4

/2.38/ X=X(up). &= Uz e p). S= ,5"(:,«_/5  j

.pnutmwi ot 2 a?/.y y ktére sachowujy serowanis sipy form ros-
niczkowych

1239/ O m 0~ e oS "ol

czyli dla ktérych sachodei G%m 0 /med/e®ep) s+« =formy

ksztaltu /2.39/ w mieanych T , 7 . 5 SEYM & e oLl

Dowodzi sig, 2e dla 7> Z przekszialcenis stycznosciowe spro-

'ij:'q sie do prsediuzonych prseksztalced punktowo-punktowych
25/ . .

Jno wsoréw /2.33/ moina dojéé tei mastepujace. Dopelniamy /|
wgorami /5'; o /3;-"(2-,0 f/ ¢ 2gdamy, ieby tak otrzymans prieksztai-
cenie przestrzeni Z (x,«,4/ %achowywalo zerowsnis sig formae” .
¥ analogiczny sposédb moina dojs¢ dp przediusedr wyilszego Izedu.
0d 7%?-2) prgechodsimy do 7 (*Y prsez dozacsenie formui
Pi- oy =P ; G p%. p)1 tadanie, Geby powstale prieksstal-
cenis pnestm‘fni Z:M'fﬁ’ o, /,rr,; /,a,)‘ e 12)) zachowalo zerowa-
nle sie form .

(»-2) < _ 5 v o a
[2.80/ @ ’@c}---5.__#5:{“&_/0-’5:-&‘;’-«;{ b 3L

Przy teiim ujecin Zatwo sprewdsié, jak zachownjq sie Dray

przediuzeniu praeksztalcenie toisamoiciowe przestrseni %V orag



superposycja 7, o/, dwéch pnchstdcds pmmo—pmktm
' przestrseni Z . Mamy misnowicie:

1. Praedtutenie 7 prseksstalcenia wsmwr
prsesirzeni Z, jost prseksstaicenien toima&cim el
preestrzeni i—‘ (o, p% s p®) urn g™,

a ». . :

(7)™ 2?-’7":

Udowodnimy ostatni weér. Prssksztazoenie 7;('9 -geruje formy -
- G @, 4w “("'1.) modulo formy &, & ..., oMY, & Zf(”)
seruje’ tom T8, ..., 5 ™% modulo formy t‘b, , @Y .
" Wobec teso 7‘"') z *’_J rélmiez seruje formy &, .: a:“"’*’ modulo
@, «”"” & ten ostatni warmnek jest wizénie dsﬁnich(?o ZL
/pnrpm. 2e (7 o7 )"/ ' dsiaza po dwoch pierwssych wspdi-
Tzeduych X, « praestrsent Z (.y(.’:oy/” A7) A
m T, (xuy) ¢
¥ szczegéluofel, wycliodzac se Wroim 7'"’=7"=.Z' i prud.h-
' %ajac do pochodnych rsedn » , mamy na podstawie /2.41/
(7=2)*% 70 7(74kad po posmoteniu prawdostronym obu stron
Prues(7 )2 owsymujesy ' £

a7 ﬁ’) =

. ¥sory /2.4'1/ 1 fa.w 83 v sasadsie prou‘l:yn Iﬂiolk‘ilﬂ /n
wiasciwie 'mzm/ z Teguly teficuchowej obliczania pochodnych
funkcji zioZonych i funkcji odwrotnych.

¥ przypadku grupy przeksztaiceh proediuienia Z(U
" Jej elementtw 7 ¢ takie zaleis od Derametrow -~ , PrIy’
crym rodzirs pre przekszialced z uwagi m 1 oraz /2.41/
i f2.42/ bedzie mials wiasnoSci
(%) ”("’-=J R ;
J2.43/ (7‘, i ~b) B3 09 20U 5203
| ). ~lig="4 %

('7— /‘vl'l( j')-v() /::)‘_ (/7?/..9 -zl

: Rodsiu preediutonych przeksstalcen jest wigc samknieta wzgledenm
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superpozycji 1 odnmcania przeksztalcef, a m smqm tworzy grupe
przedznzonq g,. » Przy ozyn struktura % %_ jest taka sa-
ma.

Wynika stad miedzy imnymi, Ze dla danej grupy g[ przestrzei
"dznlania moina powigkszyé co do wymiaru bez naruszania struktury
przez rozpatrywanie grup przediuionych.

2.3.2. Stwierdzenia pmiue B oczywiscie tym bardziea waine
w_ przypadku grup jednoparametrowych. Po pierwszym przediuvieniu gru-
Py jednoparametrowe % otrzymemy grupe przediuzong . Ale
Jek wiemy z p.2.1 kazdej grupie igdnopmetmej odpowiada opera-
tor infinitezymalny. Dla grupy g] ' OZNACZAMY ZO PTZEZ Z 1 nazy-
wamy pierwszym przediusenicm operatora ¥ . Eorzystajac ze wzoru
/2.11/ "oraz /2.33/ /1lub co na jedno wychodzi - rozwijajac w szereg
/2.33/ i korzystajqc z /2.11/ oraz poréwnujgc wspéiczynniki przy7 /
widzimy, 2e jesli ( }7’ D K EC )P+ 7 )3, O

/2 44/ gf M‘gsé&/z,«)a = XX, &) %+ ST (x,,,/é,/_z___ ™

Przy czym akladowe S‘"‘-‘“ czesel xZ operatora x dziatajgce]
~ na pochodne /a';:‘ wyrasaja sie poprses & ¢ i 7= jak nastepuje

s2.45/ | 5'-“.,»2 ; 4

gdzie jak i poprzednio operator pomosniczy . = +4"3. .

¥ anslogiczny sposdb otrzymuje sie przedliZenia operatora FE
na wyisze pochodne, przy czym jesli y K ED -~ 7O
oraz

~ (V=) ~ov-2)

. 2
e = L u pl Y ————
A ] e o
% (Lo#emtla -y-2/ :

o

) ~ 0oy .-..»(ﬂ—,:}
f u? = §‘ (_z #,6(”’ 76{”

Z
fy-
zdzie i
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/2.46/ < 41 o ” €
SL @' Cpreitn -_/Ac:. ol %{‘yf‘f

orazs
] 47
@" - ‘,: *"I'/e5 ; P p ‘“’ 2
i 4 "“/ % 3
r” ‘,‘_
5:4---:‘ C‘ = V-7, 9“’&!-4 9}}
Przedtusanie operatoréw infinitezymalnych jest przedstawialne

2 iloczynem Liego operatordw. Jezeli <2, i =¥, dwa dmolno ope=
ratory infinitezymalne, to zachodzi

/2.47/ . M‘”; /cx‘ rx/w»)q_ (&:‘:’;M ~fy-

Niech v=2%, ZaFf 3 *?, 2 oraz K = £ 'D - 72' 2. « Operatory

przedluzone ma.jq, postaé .-_'72} X, > S w =" , glzie

X'=$T ; i %’_Q:‘?? . Obliczajgc iloczyn L:Lego mamy

(. Z) =2 2~
(. ) S HEL K ) # (HT K=

= * B (K- (B AH KT,

poniewat &, (¥ /=0 oraz &,V %)=0. Poniewaz wyraz po prawe]
stronie daje operator =Z,’z_ » Dozostaje do wykazania, Ze pozostala
czgéé dzialajgca na pochodne pokrywa sie z Qj_:' obliczom na pod—-
stawie wzorow /2.45/. Poniewas 77”7« 2X/7.%)-2, 77, &; = 5) ﬁar
/por./2.12//, pozostaje do udowodnienia tozsamosé

Z043)- Zisn) =S5 =
= D/ (7)- 272~/ ﬂx@v’/ A

ktérg latwo mozna sprawdzié, imudnym wprawdzie, ale elementarnym:

rachunkiem. Dla wyzszych przedluzZed dowéd przebiega indukcyjnie.
Banalny rachunek wykazuje, Ze takze ma miejsce

S,

/2.#8//0(;2(;1‘(-/8&/) (i)_o(%(p) fzf =<, /3 - state.
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Jesli wiec ‘_2;,--'4 LZ,. rozpinajg algebre Liego &~ BT
Py g‘v— , to przedruzajgc obustronnie /2.19/ 1 korzystajgc z
/2.47/ i /2.48/ widziny, te

12l (3, )L (EORY=C E

_— -

szerzonej QZ—:’») . Falct ten wynika takie bezposrednic 2z kohcowych
uwag punktu 2.3.1.

=y L da i
Zatem K, . .-, -.%T = rozpinajs algebrg Liego & ’*) grupy rog-

2.4. Inwarianty réznicgkowe grupy ./ . Kownenia definicyj-
ne grup. Funkcje okreélone w przestrzeni EM&:—(:-:’:}@/;H,;_..”NW
i niezmienne przy przeksztaiceniach grupy (/- noszg nazwe inwa-~
riantéw roiniczkowych rzedu V  dla grupy (7, . Funkcje takie
53 rozwigzeniami réwnan réZniczkowchy /por.fE.EB/ /

ﬁ}(;})

/2.50/ K, F=0 T 7207

Odwrotnie, kazde rozwiazanie tego ukiadu, jako niezmiennik grupy
przediuzone]j jest inwariantem roZniczkowym grupy (/7. . Analogicz-
nie jak rozmaitosci niezmiennicze okresla si¢ niezmiennicze roz-
maitpsci rdzniczkowe rzedu Y , to jest jako hiperpowierzchnie
W EA/:»; (=, zx,./o*’f_: ...,i,éf“«y : s ktérych punkty pod dzisianiem
przeksztalcen (0?7; ” nie wychodzg poza te hiperpowierzchnie. Dowo-
dzi sie réwnieZ, Ze nieosobliwe niezmiennicze rozmaitpSci réinicz-
kowe dadzg si¢ zapisaé przy pomocy inwariantéw rdzniczkowych.
Liczba o(*) niezaleinych inwariantéw réznicskowych rzedu ¥,
07{”- - o-z{f:) wynosi _/0 o _ Af{p.-"_ rzad [‘i"_-;"iz 1/ gdzie
Eg‘;"j 7 oznacza maciers wspbiczynnikéw operatoriw ﬁ;”f...', .if:_ Ja
Poniewas rzad ten nie moze dla (/- byé wyiszy niz »—~ , przeto
biorge co raz to wyisze przediuzeniam ¢/~ /tj powiekszajgc licz-
be zmiennych niezaleinych w ukladzie /2.50/ i pozostawiajac bez
zmiany liczbe réwnan/ dojdziemy do nisograniczonego ciggu inwe -
riantéw réizniczkowych grupy. Ale nie tylko dysponujemy tu rzedem
inwariantéw rézniczkowych. Jeseli g,, dziata wEﬂ,gq ) mozemy

/Uxred /2.50/ jest zupelny na mocy /2.49/.
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zmieniad 7z  otrzymujac w ten sposéb rdine ciggi inwariantéw
w zaleznosci od wymiaru rozmaitofei .4, /2.32/, ktéra stanowila
podstawe do wyprowadzenia wzoréw na przediufanie przeksztalcei
na pochodne czgstkowe. Nie wyczerpuje to jednak wszystkich mozli-
woSci, poniewaZ samym przediuZeniem moZna nadaé rozmaity._sens,
réznie ustalajgc wzgledem czego liczymy pochodne obrazu/Tozmaitos=
el L.

. PrzedluZenie na pochodne wzgledem wspbéirzednych wleczo=
nych.,
Niech 7/~ bedzie przeksztaiceniem punirtowo-punktowym Przestrzeni
=5 (;&‘) y c2yld

/2.51/ 7o ;7“_—;,;7‘”@) d=Frep

Rozmaitosé .«&é wymiaru £ zapiszemy w postacli parametrycznej

M ¢ F =yt

Obraz ut.’/ 7_6{/ ) roma.itoéciwdé pTZY pmakazt‘.alcaniuﬁ;q-
dzie mial pmdstawionie parametryczne

st A F= Gy )

Przy te] parametryzacji punkt /:é ué; i je'so ‘'obraz F{:J
mAjq jednakowe wartosci wspéirzednych /sg to tiec tzw. wspo}.rzed.
ne wleczone na rozmaitosci At Oznaczajgc /p #.- /;, aﬂa
oraz réiniczkujgc obustronnie /2.52/ wzgledem s¢ otrzymsmy od-
powiednioéé pochodnych -

= ,Z‘::-ﬂ... Ve
977 g% " :
/2.53/ /Z:‘d“?;-,_l &< 9;1" .’6‘- €=2..,. ¢

Wzory te s znane w analizie Jjako transformacja pochodnych przy
wprowadzeniu nowych . funkcji nilewiadomych do wyrazen réznicazko-
wych. Do tych samych zaleznosci doszlibysmy przez rozpatrzenie
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w przestrzeni 2=, o (}0 o)  preeksztalcenia specjalnego typu.

psy oo | ITTW

z

i powtérzenie rozwazah z poczatku p.2.3.1 kladac przy tym o—
gamiast om; zamiast « . ,

Uwaga ta pozwala stwierdzié, ze przy tym rodzaju przedluze-
nia pozostajs na mocy wszystkie stwierdzenia jakie w poprzednim .
i pa poczgtku obecnege punktu byly wypowiadane o przediuieniach -
i inwariantach rézniczkowych /. W szczegélnosci biorac X=11p5,
otrzymsuy na podstawie /2.44/ i /2.45/, kiadac Y7, O =f

-

/2.55/ F= Xy 22 & 237y 47 ottt
= §/ %, S: 3;’7-‘ 4 = /'ai.- Losl,

II. Przediuzenie pa pochodne niezmiennych funkeji. Niech
ek i popraednio 7  dsziela w Z,_ . Dopelnijmy £, przez ¢
 nowych zmiennych 27 ... , ¢ € i rozciagnijmy 7~ na tak powstalg

zestrzeh - jal tept
przestrzen t{_ﬁy (x,;) Jak nastepuje

y ) . 'Q-EL-:- Je". ) o YR g
/256 o _

f.' é‘4=j'4(;¥/ J=7:,..,A’

Niech & 'ac‘;a.:‘}'; /) begdzie 4 -wymiarows rozmaitoscig przes-
trzend =, /s, 22 . Pod dzielaniem 7-  rozmaitoéé ta brans-
formuje si¢ na '

: ' _ <<=ty Fw tin,
/2.572/ A, -

sp 7 el .

/ "; (y) D L A

1/ Dopeinienie -_?;— transformac ja 3_“=_o“ wg /2.54/ sprowadza
sig do rozpatrzenia grupy%@.z w przest?zeni %’y@z-;
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Obierajac ;’7 7 " Jjako pa.'csmetz';r na rozmaitosci .A'/;_ » Oraz ozna-
~ czajge Bi= 932‘ v fi= 9:“ i réinicszkujac obie strony
‘/9..57/1 wzgle%.em y otmymémy nastgpujgce odpowiedniosé pochod-

: _. e .
2.58/ D=L = 4 o
./ .58/ S %I g tn

ktors tesz moznn otrzymaé w ramach schematu p.2.3.1 kladgc 5< za-
miast 2« i ¥ zamiast X oraz 7.— zamiast wystgpu.;qcago
‘“tam 7~ . W szczegdlnosei, biorac = =1%y)2, -otrzymamy na
podstawie /2.44/ i /2.45/, kiadac tym ::az_em" A»>f 0=y . odpowied-
nie przedluzenie pperatora infinitezymalnego na pochodne niszmien-
nych funkcji. '

: ¢
T S
Latwo otrzymad oba'rod.za.]'e przedluzen na pochodne wyiszego

rzedu. Beda one miedzy innymi prowadzily do nieograniczonych cig-
gow ma.ria.ntér roiniczkogch wyznaczanych z rownadh zupeinych

p J’j;_"‘ o i ~=:¥ l'25--"'—0 odpowiednic, w przypadiu
przedluzama alzgebry v _ cpera.tnm infinitezymalnych. ,

Podkreslmy przy sposobnodci, ze aby zpalezé inwarianty rzedu

zérowesa /zwykie inwarianty/ i inwarianty rozniczkowe przy kazdym
ze sposobéw przedluiania /sposob przedstawiony w p.2.3,1 bedziemy
nazywali dalej - ogdlnym/ Wystarczy znaé algebre »,_ Jjej opera-
toréw infinjtezymalnych /a wiaSciwie jej baze X/ ... . <&
Te clagi inwariantéw /J',{. AT L7 /przy przedluzeniu ogdl-
nym/ dziela si¢ na serie, w zaleznosci od wartoseci / w ciagach
{3}z, {7}r 1+ »~ weiagu (7} . Jak sie okazuje w kazde]
serii inwariantéw istnieje zupeiny uklad inwariantdw, z ktorego
wszystkie inwarianty réiniczkowe wyzszego rzedu tej serii. p_ows‘ﬁa_—
ja przez rézniczkowsnie, Twierdzenie to, podame przez Liego [21] ,
udowodnil Tresse [47] . Ma ono liczne zastosowania w teorii réw-
nah definicyjnych grup ciggiych oraz w tych zastosowaniach grup
do réwnsd rdéizniczkowych, ktérymi jeszcze zajmowall sie Lie orasz
Medolaghi [24] 4 Vessiot [50], [51] . Dowéd twierdzenia opiera

/2-59{ E(}E-wf‘ <—‘ y;.":
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si¢ na fakcie, Ze nieograniczony co do rzedu cigg réwnan roéznicz-
kowych czgstkowych moie tylko wtedy mieé rozwigzanie, jezeli jest
ciggiem powstalym przez rézniczkowanie pewnego skoficzonego ukiadu
réwnan. Stad juz prosto wynika istnienie ukiadu zupelnego inwa-
riantéw rdzniczkowych w danej serii, jako Ze biorgc odpowiednig
Tozmaitosé analityczng 1 obliczajac dla niej wszystkie inwarian-
ty serii, popadlibysmy w sprzecznoidé z poprzednim stwierdgeniem,
‘glyby wszystkie tak otrzymane rownaniea byly niezaleine wohec TodZ-
niczkowania. 3 .

¥ teorii grup przeksztaicef przestrzeni Z w(4) wazna role
odgrywaja uktady zupeilne inwariantéw serii ¢=,- w obu ciggach
(3], 1 [ 3}x + W punkeie 2.2 przytoczylisny uklad /2.22/,
ktéremu zadobé czypig funkeje -?}"g;a) okreslajgce przeksztaice-
nia skoiczone grupy (7,.. . Do opisu grupy tﬁ}- za pomocg rownaxl
rézniczkowych mozna jednak podejsé inacze]. ”Potraktujmy /2.16/
Jjeko calke ogolng pewnego ukiadu, w ktérym < beds zmiennymi nie-
zaleznymi a 7 - funkcjemi szukenymi. UkZad ten moins otrzymad
przez rozniczkowanie /2.16/ i wyrugowanie parametréw
z /2.16/ i otrzymanych zwigzkéw. Otrzymamy wowczas ukisd réwnah

72.60/ /| (yl.... gV FLLFN 53_’.‘:“ _.'Zf_‘i’i?;_ s i
; ; o ; 3;":‘ i 9,}’ % /.

gdzie _/ oznacza zespél lewych stron tych rownan, a 4~ rzad

najwyzszej pochodnej., Nazywamy ten uklad réwpeniami definicyjny-

mi przeksztalcen skoficzonych grupy g,- i oznacsamy (2)s,

Ma on nagtepujgce wiasnosci:

(Z)Z@L 1. Jest zupeinie calkowalny, co oznacza Ze kazde réwna-
nie rozniczkowe rzgdu nizszego lub réwnege . Jjakie
mo%na otrzymaé z /2.60/ przez roézniczkowanie i rugowa-—
nie - wynika za pomocg semego rugowanisaj

2. Jesli- 7"-':(?), 77-_;(;') sq dwoma szczegblnymi rozwig-
zaniemi (2),; y to ich mmzmﬁ{yk%(’g{y)
tez jest rozwiazaniem Xz /poniewaz 7, naleiy
do rodziny F#(y;a) o % ktbérej /2.60/ powstalo przez
eliminacje o« /3

3. Ukiad (ﬁ)ﬁ;\, jest spelniony przez przeksztalcenie toz-
samos$ciowe '-F(ﬂ )= 7 oraz przez przeksztalcenie



-21-

odwrotne do danego, czyli jesli F:F{}:) jest rozwigza-
niem, to obliczajac Yy = funkcji 7~ 1 kladgc nastepnie
Foy - g>F znowu dostaniemy rozwigzanie.
4, Rozwlgzanie ogélne ukladu zalezy od 7 st:alygh dowolnych .
/stopied swobody albo dowolnosci rozwigzania ogdlnego/.
Zauwaimy, Ze przy eleminacji parametréw .2  przez réiniczko-
wanie otrzymalismy ostatecznie jako £/ --) wyratenia zawierajace
pochodne czastkowe #~ wzgledem ¥ 0 Wystepujacy tu proces rdi-
* niczkowania mozna vraktowaé jako przedluzsnie grupy (7, wedlug
_schematu I /albo II/ przy czym <=4~ . W istocie wigc pbiniejsza
eleminacje parametréw «- mozna traktowaé jako al.‘..m:lnacje para-
metvréw w przeksztatceniach skohczonych grupy - 7?;- /albo _;_-474,_ /.
Zatem L. (.-+/ sg inwariantami rézniczkowymi rzedu < grupy
i moZna je wyrazié Jjako funkcje - pelmego ukladu inwariantoiw medu
A .. Po rozwikianiu wzgledem tych inwariantéw otrzymsmy réwna-
nia- ('ﬂ))}d;‘_ w postaci Liego

1260/ L g FFL, T =)

gdzie funkcje X ( 4) sa to "wartodci" inwariantéw ~° na przeksz-
talceniu tozsamosciowym = Y= =7’ .

Poniewaz inwarianty grupy sg rowniei inwariantami jej podsrup,
dla podgrup jednoparamsvrowych zawartych w grupie 7~ 1 genero-

wanym operatorem infinitszymalnym -X=.7J, powinno zachodzié
. . ey,
/2.61/ L)

-t

) )

gdzie K oznacza przediuZenis X m pochodne rzedu << we-
diug schematu I /albo II/ przy ¢=4" . Poniewas /2.61/ musi za=-
chodzié dla kazdej podgrupy jednoparametrowej zawartej w (/. otrzy-
mujemy tym samym, traktujac jeko funkcje szukane 47y)....d%7y)
liniowy i jednorodny uklad réwnan rzedu _<¢ ., Uktad ten nazywamy
réwnaniami definicyjnymi przeksztaicen infinitezymalnych grupy

i oznaczymy ('}J),,% . Ma on wiasnoscl nastepujace:
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.- Jest zupeinie calkowalny
2°._Kombinaoja liniowa /ze stalymi wspélczynnikami/ rozwig-
zai szczegdlnych tez jest rozwigzaniem /jako konsekwen-
cja liniowosci i jednorodmosci ukadu/;
3°. 001l O, =40(w)y, . K= ) sq Tozwiazaniami,
to ich iloczyn Liego %;!((?’:%;;;_ %361, tez jest
rozwigzaniem, co wynika ze wzoru /2. +?/ i ogélnea wiag-
nosci 1loczynn Liego (&” T %"",l q"_/ ¥ ).-‘;1_" :?;;‘2’ skad
jeslt X0 1 FM=0 to rownies Ty Vi A
4°, Rozwiazanie ogélne zaleiy od ~ staliych dowouqch
inaczej méwige jest 7 -wymiarows przest;zen;thininna
/zamknietq wzgledem iloczynu Liego wobec wiasnodei 3°/.
Wiasnosoi uklm&a(ZkLag pozostaja w Scistym zwigzkm z wias—
_noéciami 1 = 4 ukiadu (3)/‘;‘ . Okazuje 3zie, Ze odwrctme, jesli
dany jest uklad réwnah speiniajacych warunki 1° . 4°, czyli defi-
niudqcy algebre Liego ¢/, operatoréw infinitezymalnych przastrxa—
_ EA'(}) , to mozna znalesé réwnania (D,f_;,,x grupy -_5;2',.. przexsi-
talcen £,-(y), ktérej algebra Liego pokrawa sig z %~ + PTZY
czym.‘b)F&h znajduje sig przez calkowanis ukladow zupeznxch. Nie
Jjest konieczne przy tym calkowanis (’ J),...fé e Jaine %o _s‘tw:.erdzame,
do ktérego powrdcimy w punkcie naatqpnym sprowadza badanie wszel-
kdich mozliwych grup przeksztalced w bw,,J, i ica struktury do
konstrukeji wszelkich mozliwych ukiadéw “2/; . i stosownej ich
klasyfikacji [19] . '

2.5. Nieskonczo eksztaicen ’,:f.,g + Grupy przeksztai-
celd wyodrebniajg sie ze zbioru wszelkich mozliwych przexaztalcen
- Z,(/4) praez jakis warunek niezmienniczosci, wymagajacy °d tych
praeksztalced zachowania, czy to pewnych tworéw w Z,  czy tetz ich
okreslonych wlasnosei, co po¢igga od razu za sobg, ze do wyodreb-
nionej rodziny wchodzi przeksztalcenie tozsamosciowe /jako ze nic
nie zmieniay superpozycja przeksztalceh i przaksz“’alcam.e odwrotne,

udry&«..«#ﬂg 5

o ile istnieje. Jesli wiec w&msxr W pos ST 5w rézniczkewych
wigZgcych przeksztalcenmia skonczone grupy albe jej przeksztalcenia-
infinitezymalne, to mozemy od razu stwiesrdzié, Ze spelnione beds
‘warunki 2, 3(D)f“_ oraz 2° 3'3’@),,_,. . Warunii 1 i 17 2atwo
mozna speinié przez dolqczenia do c‘l:rz;rmsnych zwiazikéw /réwnah/
roznieskowych warunkéw calkowalnosci. Jo dc stopnia  swobody roz-
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wigzania ogblnego moze on byé rdiny. W przypadku, gdy rozwigzanie
ogdlne zalezy od skoficzonej liczby stalych dowolnych bedziemy mie-
li do czynienis z grupg zaleing od skohczonej liczby parametrdiw.

¥ -‘rsecium przypadku, kiedy rozwigzanie ogdlne zaleiy od funk-
cjlaowolnych powiademy, ze (D). /albo (J);, [/ detiniujs gru--
pe m.eakonczang e W tym przypadku wiec zamiast warunkéw 4
i 4° vedziemy mieli warunek

4o Rozwigzanie ogblne zalezy nie tyl.ko od stalych dowlnych
‘ale i od funke¢ji dowolnych. _

' Przyktadem 57 jest grupa przeksztalcen konforemnych
piaszczyzny okreflona ukladem Cauchy-Riemanns zx,,nz;_a Uy = V=0 -

Dla grup nieskohczonych nie ma opisu przy pomocy Téwnan wiz-
zacych przestrzen parametréw i przestrzen dsislania jak /2.22/
dla grup skorczonych. Dlatego te:z przejécie do réwnah (&‘/:;;;- R LR
przeprowadzone W poprzednin punkcie pozwolilo na iatwe uchwycenie
szerszej klasy grup przeksztaliceh. Teoria cisglych, nieskohczonych
grup przeksztalceh /a w szczegélnofcl badanie ich struktury i kls-
syZikacje/ opiers sig na badaniu réwnan definicyjnycn (D/s. i

(D7 wif  20], [23], [#9] . Niezbedne w tych badaniach i nasuws-
Jace sporo trudnofci okreflanie stopnia dowolnoéel rozwiagzad /wa-
runek 4. / przywiodio w precach E.Cartens [2] do innego ujecia.
Zastepujac réwnunia (D)ﬁ; ukladem Pfaffa, Carvan wykazal, ze kai-
dg grupe nieskofczong okreilong pmez(’ /) /I!_r,“,'\ * mozna traktowaé Jako
grupe niezmienniczosci form rézniczkowych o okreélonej strukturze,
zepisujgcej si¢ przez pochoéne zewnetrzne tych form.

Przy stosowaniu grup nieskoiczonych do réwnah ozgstkowych
czesto wynika koniecznosé znalezienia jej inwariantéw roézniczko -
wych. Podajemy tu elgorytm [20], [21] oparty na rownaniach (D).
majgqcy zastosowania przy kafdym ze sposobdw przediuiania przekszf—'
talced infinitezymalnych. Dla znalezienia inwariantédw rzedu ¥ 4
.piszemy symbol przeksztalcenis infinitezymalnego ¥'= ,?”(;f) i
przediuzamy w odpwiedni sposéb na pochodne rzedu » i porzgd-
kujemy wedtug pochodnych 2"(?), i A"?;) , czyli

Nf’#) 1.‘ (v) f’.,,'r
e E= XK ATAY, LR A,

4/ Z”%-0 na
Ozyli funkeyi takion, se & /=0 na katdyn rozwiasaniu
ukzadu (D) Lz
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gdzie 7’?,:"“'" liniowe operatory w przestrzeni pochodnych

A5, 27 . Nastepnie przediuiamy przez Téiniczkowanie

uklad (’.&'},;?.L az do pochodnych rzedu » . Z otrzymanego, nadal
iiniowego ukladu réwnsh mozna wyliczyé czesé pochodnych

w funkcji pozostalych, parametryczaych pochodnych 2‘; :;,,? "
Podstawiajgec wyliczone pochodne do /2.62/ i pDI‘SQﬂkﬂ;jQO wzgleden
sochodnych parametrycznych otTzymany (¥ 4 =274 9"" ‘;",;' 5
Poniewaz pochodne parametryczne 27 sq dowolne, réwnani féfd“”’ =0

7*t:lz.=.'.z¢::zejp:|.l!. sie na ukiad 7"

g

) — L Ty
r2.83 . Z ?‘.’:Lo ses AT TR0

¥ykazemy, e Jest to uklad zupeiny. ¥ tym celu rozpatrzmy dwa do-
wolne operatory im‘.‘initesymalne Z,=379,., X=7"5 iich
ilocayn ., K j=¥, = J,Ld.. . Przediusamy X, X, .. 2%, i po=

rvad.xuamy wzgledém pochodnych 7, %, 7, . . Nastepnie liczymy
‘f” :?’“’ ) . Jak wiemy zachodzi tozsamosé '
T =
re | RV Z

T3 lewej svronie Wystapi suma wszelkich iloczynéw Liego operato-
6% 7+ . Frawa strona jest }:ombmc;zq liniowg opemtorow A4 ze
wspoiczynnikami, store sg pochodnyui 7.=23722- 2734, . Dobiera-
Jac odpowiednic ,?, "’ mozna wiec wyrazié poszczegdlne iloczyny
-~ jako kombina.cge l:uuawe tych operata:mw. Jesli teraz &%, X
bedg dwoma dowolnymi ragwigganiami ukadu r/),i,,f /przediuionego
na. pochodne rzedu » / to pa podstawie zwigzkéw jakie réwnania
te narzucajg na pochodne 3, /i odpowiednio A.° / zardwno
s r”/ jak i J.’ "/ rozloza sie na sume operatoréw 4 , a lewa
strona / 2.04/ bedzie zawieraé wszelkie mozliwe iloczyny operato-
16w 4 . Ale #e iloczyn dwich rozwigzah {-DJ..,;( jest tez .rozwig-
zanism /taks bowiem wilasno$é posiada @),.74 / prawg strone
/2.54/ mozna wyrazié jako sume operatoréw 2 . Przez odpowiedni
dobor wartosSci pochodnych parametrycznych 44 i .J 2 otrzymany
rozkiaed zlocmbw Liego opera.tom :4 na kombinacde liniowg
t7ch operatorow.
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. Udowodnions zupelnosé uktadu /2.63/ odgrywa istotng rolg
w przejsciu od (4., do (Dpr W przypadku nieskoniczonych al-
gebr Liego /okreélonych przez (2 i s [207 -, [23] .
Postad réwnan definicyjoych przeksztalcen skonczonych odpowied-
niej ?’_, ' znajduje sie przez calkowanie ukladu /2.63/, otrzymane-
go przy przediuzeniu I gdy <-4~ do rzedu Y . Operatory 4
powstale przy tym przediuzeniu maja te wiasrosé, Ze same tworzag
skoncsong aigebrg Liego 3~ & odpowiadajgca ‘im grupa skorczona /7
odgryws wazng rolg prey badaniu struktury i klasyfiks.ca:. grup
nieskonczonych [23].

3. Grupa_podstas

1 2 ig defi : icyin odstawowe].
Rozwazmy kwaziliniowy ukiad rownan réiniczkowych pierwszego rzedu

y Hwper
/3.4/ _{_'*,;I a (a./-:ﬁl {:r u//é +;£/.'af,u/=.0 Cx Fyeney e
' i et

gdzie z* funkeje szukene, .x° amienne niezaleine, s liczba
réwnah i A= _?_: . Powiadamy, Ze ukiad ten dopuszcze

przekaztalcams punktowo-punktowe

o el ..x_{-ﬂ E‘(—T«d{)
/527 L L
= (i)

przestrzeni fr(ﬁ’a“ﬁ/}g 4o jeteli 7 przeprowadza kazde
rozwigzanie (.f) 1na rozwigszanie tegoi uktadu (%) ., Widaé wprost
z definicji, e 2bidr wezystkich przeksztalcehr dopuszczalnych sta-
nowi grupg, zawiera sie w nim bowiem przeksztalcenie tozsamo$ciowe
& superpozycje dwoch przeksztalcei dopuszczelnych tez bedzie
prazeksgteicenien dopuszczalnym. Przejdimy do analitycznego zapisu
warunku dopuszezalnogci 7 . Hiech 4, t #“y<(z) bedzie roz-
wigzaniem ukiadu () . Obraz &, rozwiszenia .Z. ,.Z=7(4.) ,
powinien jako rozmeitosé Z *= Z%/% ) spetniaé (" / , przy
czyn wartosci pochodnych trzeba obliczyé przez réiniczkowanie L™
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wzgledem -€ ¢ s czyli powinno zachodzié

133 A (BT flmi)=O  (rmortsy

Warunek /mod (/) / oznacza, %e wypisane obok réwnanie ma byé
speinione dla .4, powstaiych z przeksztaiceniaw rozwigzah (57

Pochodne /3':’ 8q jednak zwiazane g pocnodnym:./oz' 2

nastepujgco
/por. /2.33//

REECTN s % L8

gdzie - = 9‘--/}4‘;"9‘,‘ Warunek /3.3./ mozna wigc traktowaé
o~

jako 2adanie, aby transformacja / , powstaia z przediuzenia /

na pierwsze pochodney zachowywaia (<) pojmowane jako /¥ Z 5/

—wymiarowa rozmaitosé przestrzeni Z, ey (-?zm//, A a7t

Inaczej méwiac / bedzie dopuszczalne jeieli L/ bedzie niezmien-
niczg rozmaitoscig rézniczkowg 7 , czyli niemenniczq rozmaitos-

cig 7 « Wobec t;ego podstawmy do /3.7./ /ag obliczone
Z f'}u"‘-/
135 A (BDP Crup) +ElE i)

Réwnosé ma zachodzié na rozmeitosei (<5/. % réwmah /3.l./ mozna
wyrazié czesé pochodnych p(pochodm giéwne )za pomocsg pozostaiych-
tzw parsmetrycznych pochodnych, ktére oznaczamy priesz g a4
ktéryeh wartosci na rozmaitosci (<) moga byé dowolne. Podsta-
wiajac gtéwne pochodne w funkcjillo /3.5./ otraymamy wyrazenie,
ktére musi byé speinione tozsamosciowo wzgledem £3 s 212 . Ae
X i « sy argumentami szukanych funkcjli Z=x.¢) , Z-Zrz.e,.
Wobec dowolnoéci 9, wspéiczynniki rogwinigcia tego wyrasenia

w szereg wzgledem g, powinny byé tozsamosciowo réwne zero., I uwa-
gl na algebmczny charakter zaleznoéci /a‘ T, S /’/2, y

_:t/ Przy ogbélnym schemacie przediuzania
.podanym ¥ pe 2¢3.1.
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prowadzi to'do skonczonego ukladu réwnan rézniczkowych czgstko-
wych pierwszego rz¢du

1368l A (=t...x%05 07 B2 B 83 Bl 2T
Sg to réwnania definicyjne grupy przeksztaiced dopuszczalnych
dla uktadu /3.1/, czyli grupy podstawowe;j uktadu. Bedg one
speinialy warunki 2,3 /str. Z0 / dzieki temu, e dopuszczal-

noéé jest wiasnoscig grupows, co podkreélalismy na poczgtku tego
punktu. Warunek 1 moZna spelnié przez dolgczenie do /3.6./
wszystkich warunkéw catkowalnosci tego ukiadu.

Praktyczne wyznaczanie (7 2)4u:.  grupy podstawowej dle

prostych nawet ukiadéw </ nastrecza wiele trudnosci rachunkowyck.
Do tego ukiad (/4. jest na ogdt nowdokreélony i bardziej

skomplikowany od ukiadu wyjsciowego. Dlstego teZ przy badaniu
wzasnosci ukladéw réwnan z punktu widzenia teorii grup posiugu-
Jjemy s:.e mcznie prostszymi réwnaniami definicyjnymi przeksztal-
cen infinitezymalnych grupy podstawowej. RoOwnania @/‘,}A

tatwo otrzymujemy z werunku, ze (.f) jest niezmienniczg rozmai-
toscig roiniczkowg grupy przeksztalcen dopuszezalnych, czyli

130 ZSAL e Cen)f= 0 (et (5)

~

gdzie c}.’ jest pierwszym przediuzeniem operatora infinitezy-
malnego ¥ = FYu), 4y “(x4)3, ~ Bemerujacego jednopa-

rametrowe podgrupy grupy podstawowej / por. /2.45/ /

pigy RS T G TrapT

S/=BrpEGE Y= Y frd
Rozpisujgc warunek /3.7./ otrzymemy
D o At 027 (HoAiae e PP AL D E P~
2e BEPTPE= O (mod (25

[4

/3.9
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Po wyrazeniu pochodnych gléwnych przez pochodne parametryczne ,?/

z ukladu (5" 7} 1 podstawieniu do /3.9./ strzymamy uklad niejedno-
rodnych form kwadratowych wzgledem 70 Wobec dowolnosei pochodnych
parametrycznych wspdtezynniki te - liniowe i1 Jednorodne wyrazenia

wzgleden & "-@:_, %) y 7%(x,2) i ich pochodnych 2l 2.5 '9;?‘3?,? 2

- muéza byé réwne zero, W ten sposédb warunek /3,7./ rozszczepia
sie pa uklad réwnah posiadajacych wiasmodci 2°, 3%, i po doza-
czeniu warunkéw catkowalnosci - wiasnosé 1° /str. 22 [/, S3

to réwnania (2));74 dla grupy podstawowej uktadu (<) . Ukiad
( D)&% ‘bedzie zawieral ;s /f’ff)/f’fzj;'ém, gdzie A~ liczba

pochodnych parametrycznych. Utrudnia to dyskusje swobody roz- :
wigzania ogdlnego ukladu (D)‘:.?ﬁ ;3 Dprzez proste przeliczenia
moZna przekonaé si@, Ze nawet dla prostych 1 -spotykanyeh prak-—
tycznie ukladéw liczba réwnah ukladu (13)4;.% jest znaczna. Tym

miedzy innymi objaénia sie fakt, ze w badaniach z tego zakresu
nie ma tak ogélnych teoril z jakimi mamy do czynienia przy '
twierdzeniach o istnieniu i jednoznacznedci rozwiazan ukiadéw
czgstkowych. Dla konkretnych ukladéw na ogéd: nie wszystkie réw-
" pania ofrzymane z rozszczepienia warunkéw /3.7./ sa niezaleine,
a stopien dowolnoSci rozwigzan mozna znalezé wprost w trakeie

~ rozwigzywania @);,74 jeéli znajdziemy calke ogbélng tego

uktadu (D)inf . W niektérych zastosowaniach jak np przy grupowe]
klasyfikacji zbioru wszystkich rozwigzah uktadu (/) , kbérg
oméwimy w p. 5 nie ma potrzeby rozwigzywania (QD_),,._/ i wys-

tarcza sama znajomo$é tego ukiadu.

Rozwazania te tatwo uogdlnié na przypadek dowolnego
uktadu rzedu p: ' '

150101 ()17 ¢ Flatoxithas T p e p)=0.

Okreélenie przeksztalcen dopuszczalnych przestrzeni Z, (onu)
pozostaje oczywiécie bez zmiany. Przy mmadzenin@)ﬁ;‘,’

G = ry
trzeba postuzyé sig¢ przedluseniem '/’ Y ,.& przy wyprowadzaniu

—t

(. 2)‘:74 - przediuzenien =l , co w obu przypadkach pro-
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wadzi do roéwnan rzedu ¥ ., Inny sposéb polege na sprowadzeniu
ukzadu (J/ do rownan kwaziliniowyeh, co zawsze moina uczynié
przez rosnicgkowanie /() i wprowadzenia ncwych funkcji szukanych
zawiast pochodnych stzego rzedu. Sposéb ten jest na oght tab-
wiejszy, & komplikac je rachunkowe wyaikle z wprowadzenia wigk-
szej liczby funkcji szukanych sg rekompensowane tatwiejszym
rogszczepieniem warunku /3.8,/ dla réwnai kwaziliniowych. Grupa
podstawowa otrzymsna ostatnim sposobem bedzie przediuzeniem )
' grupy, do ktérej dochodzi sie pierwszym ze sposobéw, co oczy-
wiscie jesli chodzi ¢ samg strtzklrure srupy podstawowe j prowadz:.
) do jednakowych Wynikow.

el Przykln'd;r wyznaczania w podstaiowej. ’

3.2.1 2 1. Dla ykiadu rownai rézniczkmch zwyczajnych w
postaci ncrmalne‘t

. o ! - ; : . ,
/3010/ ,' .S}"”__ ﬁ“—f‘{'z,ﬁj;x’v, )%%‘: oK=Fee, m,

-p;-seksztalcenia in_ﬁnitcmum zapispjainy w postaci. .

K=l 2yt g 3’4@75/@:‘);;»9'5%*/’% :

Warunek dopﬁamzalnoaei ey preyimie postaé -
2 y o o )
e A e Z eI )
Podstawiajac /4 ‘:-/“’/.a;xy -otrz;ynamy
/

. ey
72
el e e T e
a.’"f L m,

Latwo sprawdzié, Ze ukiad ten bedzie speiniony przy dowolnym

& Jesli jako < przyimiemy Al /’(f' ,» 'CO oznacza
Ze (.Jy dopuszecza grupe nieskoiczong o opera:borach 2:':"'5& -4
gdzie 4 operator stowarzyszony g ukiadem /3.10/

A2l

o= o= . Poniewag @),;% jest liniowy
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i jednoroany S¥ = F- ZE_, tei jest rozwigzaniem @j;}{
Oznaczajac 7 "-170"‘:4"/.21«/1 podstawiajac do /3.11/ otrzymamy
na funkcje @ =x:«) uktad réwnan
p—— 951" /«@ 2873l p R

* Pur
Rozwigzanie ogdlne tego ukiadu mozna skonstruowaé nastgpujaco.
Weimy pod uwage réwnanie 4F=0 i oznaczmy
przez Y57, .. 7/*”" peiny ukiad rozwigzahd Punkcyjnie nie-
zaleinych. Poniewa? réwnanie to nie moze mieé nietrywialnych
rozwiazen, ktére nie zalesaiy by od Z7, ..., ™, przeto rzad

macier_zy [V‘}s"‘j ygdzie }’J- _ Y wynosi ». ,

i
“ o :
Oznaczajac przeg ?f‘;_., element macierzy odwrobnej

/3e13./ %ﬁxﬁ“—ﬂ=
-

mozemy tatwo sprawdzié, zZe Zﬂ'f . Bg rozwiazaniem ukadu /3.12/
przy ustalonym 2~ . W same]j rzeczy, dziatajgc operatorem 4
na /3.13/ co prowadzi do zwigzkow W"‘é’;f* Z-_A’ }é"‘=0

oraz rézniczkujac j’;&-"‘ (O otrzymujemy /.,{;/-—--_Jf'_%..e.

24~
skad %_,.;(g%_., ?ﬁf ‘;)—0. Tak wiec rozwigzanie ogblne
/3.12/ ma post

G S
/3.14/ G = YIS
gdzie g A dowolne rozwigzanie réwnenia 4’ ,C_Z—= O

Ale, ze uk2ad stowarzyszony éfg =0 gz ukladem
/3.10/ jest réwnowazny z ukiadem wyjSciowym, peilns grupa Ez

ukladuw nie moze byé wyzneczona bez znajomosci rozwigzan
uktadu wyjsciowego. Tym niemniej znajomosé, nawet jednego ope-

ratora infinitezymalnego 5{;5151%,«) 7., 8rupy podstawowe]
% ukladu ( .574,,,_ utatwia jego calkowanie.
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Istotnie niech 2, =#"(2¢/; bedzle dopuszczalny dla
ukladu /¢/. Obierzmy jeko nowe wspéirzedne przestrzenifﬂ, {z" ,
seeey T AJ“) a" inwarianty;i, reny %ﬁ_‘ grupy ., gﬂ‘

oraz rozwijzanie ;f" réwnania %Z'sj ; ktoérego wyznaczenie
sprowadza sig do kwadratury, jesli U_,“z’,,... 5 dz,"’"‘ s34 znane; PozZoOS-
tawlajgc bez zmian wspdlrzedng = , co daje ukiad

/3415/ %_-: 4022; 2ot m-2,
o
2L ¥

Prawe strony w tym ukladzie zaleZg tylko od {77,, sk JZ,_ ; Doniewaz

%/4#/*/;2,4%@05‘6&@; réwnosé wynika z zaleinoSci
@f )= )& wiadezace o tym, e grupa I - e

generowana przez operatory 3;’.1""(&'/4 jest dzielnikiem normal=-
nym ogbélnej grupy copuszczalnych przeksztalced. Wobec tego szukane
funkc;ieoz;..., ., Speiniajq uklad = -Z poczgtkowych réwnah
uktadu /3.15/, a rozwigzanie ostatniege réwnania sprowadza sie do
kwadratury.

3.2.8. Podobnie tes nieskoficzong grupe przeksztalcen
dopuszcza zupelny uklad o funkcji niewiadomej z(=/..,z")

1338/ (§),,,  Lulef=@el)2e=0 -t

Aby to wykazaé pokazemy, Ze ukiad ten dopuszcza nieskonczong
grupe przekszbtalceh postaci #@=#, F=F ¢(z/-, 7) . Lapisujac

o 3
operator infinitesymalny w postaci <X =75/  otrzymamy
e =
po przediuzeniu ¥ =c§_“’~75 25 2, = 2¢ , Warunek
7 527 3p 2=2¢
dopuszczalnoscl ma wiee postaé

1339 (o, 2FC, =0 ms (K, L. ) fu)=D

22/
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' Poniewaz ma byé on spelnicny tozsamoéciowo na rozmaitosci /,&7
a uklad ten jest z zelcienim zupelny, operatory /g%',_/__‘) powinny
rozkiadaé¢ sie¢ na sumg operatoréw .. L. czyli

/3.18/ (2)"-%' _ 2
()= E_(IL,

W szczegbdlnosci warunek ten jest spetniony przez operatory postaci
3'.,=/c"‘/z)4‘x - gdzie c™¢=) dowolne funkcje x/...,x7

Operatory % nie nalezgce do tej trywialnej czeéci dopuszczal-
nych operatordw maja te wiasnosé, Ze pozwalajq generowaé nowe roz-

wigzania ukladu (_._S"/ Ze znanego rozwiazanie tego ukiedu, jak 2atwo
bowiem sprawdzié z rozkladu /3.18/ jeBli ./x_> spelnia /3.17/ to

2. ) tez jest rozwigzeniem /3.
FE( 3 iazeniem /3.17/
3.2.3. Wigkszosé nielirniowych ukiadow rownan spotykanych

w teoriach fizycznych dopuszeza tylko skoficzone grupy przeksztali-
ceh. Na przyklad dla rownar Bulera wystépujacych w dynamice gazoéw

L, KyW&%lfyﬁq/’éﬁ-O
—/J—a"‘ éf?’uaf/égﬁ/foéub’ O . . (;é/o)/
ogblne rozwigzanie odpowiedniego ukiadu /j,,jﬂ/ ma postaé
Fo=CR# f(”'éf’gd.ue

R

=2, =2 S e

= tZrD, HmdPrl. HetE
%az? /;L-r-?f—a" -53‘-:

e 2 i Ui~

: i
o= g5 *‘?—""a%-—ﬁf;f—:
Ry mtE e
Réwnania Bulera dopuszczajg wige grupe ¢/, zaleing od ll-tu
parametrow.
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Sg jednak w hydrodynamice roéwnania nieliniowe dopuszcza=-
Jjace grupe nieskohczong., NaleZy do nich ukiad opisujacy tzw.
fale kroétkie w dynamice gazdéw

2, ~24 —2r-2)0a~ZK =0,
<S;, = Zé FUz=0, # = et
Zapisujac operator infinitezymalny w postaci

£=fg,g+fay*$? "2«5@“ J&Zf LV punke jo x5, W e

po rozszczepleniu warunku niezmienniczoscl 2’/4’%0 otrzym jemy
nastepujacy ukled réwnah definicyjnych

@
Y w0 £m0, 1m0 7m0 5im0 gm0, i,

/3.22/ 2 128 ol —2her % ~ L2V~ 2412 0,
(F2)( U~y #ba—-U) 2 # £- V=0,
7 2 (r-2) (Vi #2) fﬁ #Z 74= 0,
T}Tﬁfém(/’f&" z.éu-;?x,— 2)
2o~ =)(Va -p=) 55 =0,
Uy -7 +7 - f= q-o,
Uy -Vg +& -7 =0
Z Z{,’—_i; -Z22.=0, z%‘f‘_g; =

0gblne rozwigzanie tego ukladu zalszy od dwéch stalych i od
trzech funkcji dowolnych jednego argumentu i ma postaé

XK=CH QA ZH gL
=2, K=t A At

=2
2%’

gdzie

oras

73423/ 3[7‘3;,45)5 /’r‘}*;/%*zfa%f
it sy gy A T Bty T
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We wzorze tym ,ﬁ;,.( - dowolne /dostateczng ilosé razy
rézniczkowalne/ funkcje 7 . & Ym @lg,cﬂ,;;;#,«.() -
-Zbiér'operato;-éw f(,'é';v,)(};jest liniowg przestrzeniq, zam=
kniety wzgledem iloczynu Liego; proécz tego zachodzg zwigzki
(2. 2 k) =22 %), s A)=~ B 25,34)
Zatem.fé'é;”() generuje podgrupe g7 » bedacg dzielnikiem
normalnym grupy podstawowej ukzadu /3.21/

[==]

Poniewaz 7© jest inwariantem % przeksztalcenia skohczone

grupy 77, moiemy znalesé przez scalkowanie ukladg._ 2
ke REG)s . SEUARFEED), Boon
gazie 5,7, -, V. wepbirzedne operatora fz?f;mf) . Oznaczajic
znowu dowolne funkeje7przez 7/, ;,.(. otrzymujemy
. —_— y '/

/3.24/ 5 A ek
J =77~

o

'l‘ =
T s L - Al Y ey - Ly A,
T (4 - ZA52 ) 5 %5

Regury kompozycji przeksztaiceld grupy 7 sa naste-
pujgce. Niech

77&/;:.{:/6 2 3 7{%ﬁ,{,jdfwaﬂy 7-(}-4)72)/({.)07%;"1{J -

) (74'245"’2;4{&}'6%
pPrzy czym

/3.25/ I
7= et *E (G A
o= Bt ot 2 o KAk ALK
— At )ty AT A % s .

Latwo tez sprawdzié, ze /( G040/ jest praeksztaiceniem toZsamos-
ciowym grupy J¢° orez, e ze zwiazkuZ”T([:ﬁzj“@& wynikajq
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nastepujace zalesnofci
e e e

pozwalajqce wyznaczyé przeksztalcenie odwrotne do danego.

Przel;sztalcenim skotezonymi grupy 7 . mozna postuzyé
si¢ dla skonstruowania klasy $cisiych rozwigzed z danego rozwia-
zania ukiadu /3.21/. Pod.da;lgc_ rozwigzanie 2= y,{z,ﬁz‘), =Gl u)

uktadn /3.21/ ogblnem 'przeksztazceniu grupy 7 otraymany

matania :

f((-z.;.é/== Tl 3] Rl )X~ 2 L L
-"/2%,?*/"@-’// //G’/Za;aé)f(

0‘@51‘)- S Cop)— %Yy ~
% f//f!;‘/yv‘}/v‘;_? |
ktére po wyrazeniu E,;_,z‘ w funkeji Z 7.7 - na podstawie -
traech pierwsaych waordw /3.24/ = TALG - Z LI,
'_=7_*/ bedzie 'prmdstawialo klase rozﬁqzsﬁ /3.21/

Cala ta klasa jest tei rozwiqzaniam przy dowolnych funkejach
/, ,..C Tym samym otrzymujemy znacznie szarszq klase rozwiazah
7 rozwigzanie wyjéciowe.

Dla zilustrowania postaci, ktérq, przybierajs réwnania
definicyjne (D j . praeksztalecen skoficzonych ukladdw kwazili-

niowych nasgkicujemy algorytm rozszczapieni& warunku /3.3./ na
przykladzie ukladu fal krétkich /3.21./. 'lprowadzaja,c oznaczenia
Lp= X, U=, Ux=d, U = &, a;:,é =9

otrzymjemy z ukladu /3.21/ _

= 2k p 2 B2z pne

2 2 - P |

esyld <, 8 u,d =3 po_chodmi'pametrycznymi. Z wam.nku /38a/
otrzymujemy nast@pujgcg odpowiedniosé pochodnych /przeksztaice-

nia.przedluﬂone/ DEE,
- 7 DEL, a) {?_ M) ﬂ 7 _.__.il_)

/3.26/

1327/

. WD (<.,
=¥ . Qo) 7:9{1 #2) (x40
1 2&TY) 5 7 EET) g 2EZTF)

o~ SRy "W Ry Y R
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gd.zie @?(J 202D jua oznacznja wyznaczniki zbudowane ® pochodnych
gupeinych funkcji wystepujacych w "liczniku" wzgledem zmiennych
wystepujacych w "mianowniku®. Warunek /3.5/ dapuancsalnoéci

praeksztatced
e (.'r..’v,?‘ o)
X=Z(xpCu) ,-:y(t;f o) b=ty tve). . Flx gt ao)

ma postaé

_ -'a(x, ?.‘)
/3280 2

(A z.y/ = 9 g & ) 3

RDEZTZ) S@Jé:f)
Bt Dy —C (o' ts 22)),

Ale na rozmaitoel /3.21/ mamy na podstawie /3.27/

/3.29/  SDuw Dt Pt p O
‘9; = Oyt (R +25+2(0%))20 - 9 9,,
Dem Qvotdun iy

i réwnosé /3.28/ po podstewieniu /3.29/ winna zachodzié toisa-
mosciowo przy' dowolnych wartosciach o, P a, » .CO Sprowa-
dza si¢ do zgdania aby 'sn:l.kaly wepblezynniki rozwinigcia otrzy-
manej réwnosci wzgledem poteg «, &, 7, 4 . Wspélczynniki te zmaj-
dujemy przez réiniczkowanie /3.28/ s uwzglednieniem /3.29/-i
wziecie pochodnych przy zerowych wartosciach oc, ‘_/S,J?. 4« o Ko=
rzystajac z tego, Ze pochodna wyznacznika jest sumg wyznacznikéw,
w ktérych wystepuja kolejno pochodne wierszy /lub kolusn/ oras
uwzglednilajac ./2;59/, widzimy Ze po srézniczkowaniu i podstawie—
nivete f=d=st=0 odpowiednie wyznaczniki zamienig sig¢ na
gwykle Jekobiany. W ten sposéb keidej potedze A,  moina
przyporzgdkowaé formelpy operator, ktéry prowadei do odpowied-
"niego Tréwnania @ /?4-& po pomnoZeniu przez symobliczmy

zapis lewych stron /2.28/

i, BemARER LU LR N 1R AET),

B, = 9Zx, oy,asw z 7).
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W naszym przypa.dkn_ niezerowe operatory formalne majy postaé

<
_)Z’s 4 e ‘(U".JLZ

xyt)  d(met) e 3Gy

133y A= s
. 2t ux) 9&;/ S, = 3;tzy Pt

=t -, Zex
. 3@-2‘: v e, rzz‘)
S =
: 6= 9&",”) Jzz 7
5" Pl e ?
-
J" a(;-l”:ﬂ')

‘Przy dziataniu ich na /3.30/ & wymnozenia symboli 2¢, , ) stow
jacych w /3.30/ 3 odpowiednimi symbolami’ a(, » ) » W mianownikach

operatoréw F7,, -, 7, powstana odpowlednie Jekobiany szukanych
- funkeji =, y,-e‘, 7, wzgledem zmiennych niezaleznych . %7 &~
a przyréwnanie do zera IJ?E;C B =0 =1L x=12Z progadzi do ukladu
(3),42. zawierajacego 16 réwnah. Z ukiadu (D)/«l tatvwo mozna
otrzymaé @)4../. ktadgc )
= =-z+f'a!¢" ' C T= %er
#7 L, ' L
=7 E=T4s o,

. UVt
i pomi;]ag’ac wyzsze pobegl o/Z i

Uwaga. Jak wiemy z punktu 24 i kodcowych uwag punktu 2.5.
lewe strony réwnan definicy h s3 inwariantami rézniczkowymi
grupy gz’. ckreélonej przez D)/A..., przy plerwszym sposobie:
przediuzania przakaztalceﬁ. ﬂaszkicawany algorytm prowadzi wigc

Al 1iczy A 8 zZnic zkow /tuukladl?;al/_dg_
;mariantow rozniczkogzch grupy ' przy pierwszym przedituzeniu,
Fakt ten wykorzystuje sig¢ do konStruowania za pomocg rézniczko=
wania inwariantéw wyzszych rzeddw, kiedy sg dane inwarianty
rzedu nizszego. Istotnie jesli c;“/ jest inwariantem % to
réwnanie : E

przedstawia niezmienniczg rozmaitosé réfm:hczkowq grupy o Wyni-
~ ka to z tozsamodcd

1333 EQ;F=% a.f,z-- .@-@9@ F
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zachadzqcejwd.la dowolnej funkcji F. 'Sﬂl‘:}d W szczegdlnoscl dlaaz .
‘otrzymamy 3’-@-}%—%{1“%)‘; i KQ, 7  zeruje sie |

na rozamitosdci %af =0 , Ukiad réwnah /3.32/ dopuszcza wiec

1 algorytm wyznaczania (3);.:& grupy podstawowe] * tego ukladu
prowadzi do inwariamtéw régniczkowych g * . Poniewaz Jc Q"‘ ,

a inwarianty grupy s tez inwariantami jed podgrui:. Ten sposéb
tworzenia inwariantéw /czyli metoda tzw parametréw rézniczkowych/
wykorzystuje si¢ przy wyznaczaniu zupeinego uktadu inwariantéw
grupy (4+]  /por. stx. 79 /. '

3.2.4. Inny praykiad nieliniowego réwnania czastko-
wego, dopuszczajacego grupe nieskorczong stanowi réwnanie opisu-
jace przepiywy okolodiwickowe

/338 @ Dpr +dp—~ D=0,
dzi. P

§ . 4d = ?)2’}’ i 3:;

a E . C/ e
Wprowadzajac oznaczenia z%x, X%y * w2, -‘-“-2‘3/-%% Py ”a‘xé
zapiszemy uklad /3.34/ jako .

/3-34/, (S) g /J,Q, -f 603,3, 7‘/33 ‘/é_'f/dff)

[pi, p & j#7. #4% ‘pochodne parametrycane/. Biorac operator infini-
tegzymalny w postaci E'ﬁ?&zﬁ,gfz 7*7@5‘?59};' znajdujemy pierwsze

i drugie przediuienie ST
TR E =R Sk

Sy = Y- pust D3I,
‘ a nastepnie g warunku S

/3.35/ ZEN)—0 ()
otrzymujemy réwnanis .
-@‘)‘;f < 4‘}{—-—0 . Zpp= 7;"&% Ty = 700=" %



RASEV RIS L
RfE=7m=0, ,@;"—J;’;o, L=
J*,_’+J§¢‘-61;2'=0; zﬂr_ﬁﬁ_z‘_q
Rogwigzanie ogdlne ma postlé o

13.37/ ;25'-253: ,g/:;,%y,z)

gdzie
&, = z%,—;f;&;
Qf”.- .fzg_‘+y9-y 2 %3‘4}0 9;0
HemEatZy% 2Y 20t 30 303t 3 5 - I3,

2}5- = 1*3}!:3,,-,‘ Sz 3y v‘J‘z"Q,_ 3%,
J—'

g/{?,ﬂ,v,ﬁ.ﬁ?ff?,‘ﬂ z-ﬂj;’g-f- 3?7,‘/(9_;{.

A %y 1y A L 2,2)] 9;0

A:4,7  funkea jednego avgumentn ¥, s funkeje Ay

jest dowolnym rozwigzaniem réwnania L= Z(2VyraPzr »)
- Zbiér operatoréw 2/ 7 «,v;/) jest preestrzenig liniowy,. zam-

kniets wzgleden iloczynu Liego; jesli 2, =2( 7.4 Yrifs). %=

:z@;&;&;?;)to (‘g’: 2’2)"—' g/,ZgJ/afzJ -Vln.j;f{:z)
gdzie A2 =0, Az =0 oraz

.Vrz’ ==/f' '!7' s Ay Ay
4 e
i %/,‘ 2/ ,4',«7,‘ D R
; 2 5
=N = /4':.. -?;’]f&’?/ ,?‘:j"’a‘/’z"’%

skad L4y =2 25,

Operatory 2/7, /%) generuja dzielnik normalny 77 grupy
podstawowe (], réwnania /3.34/. Przeksztalcenia skoXiczone 22:
) m:jdujemy przez calkowanie ukiladu
gév_ dE_ ALE e
ST 3 Fpp TtV G f*,a‘."f*ﬂ’}-'ﬂ"'ft?zﬁ

oras

- 13438/
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przy warunku poczqtkom ( z- -?-'-fﬁ’/ = (.42, ) -, skaa
; € =7, '
, ?Z % é y*2
/3.39/ e 2 A

= -.zay?y,i,;r’.a "_ff-iz?-:sl/‘ -y,
D =g # (R 1 2 AV AL (77 ) 2 AL
gdzie 7,4 ¥ dowolne funkcje 7 a funkcja »%%.27) jest dowoluym:
rozwigzaniem réwnania . '
Af = LAY /,‘,«"“56 ¥ 874
4 AT stk AR
Reguly kompozye ji przeksztaloen Btoﬁczonych gmpy % ma:ia
postaé: )
Tﬁz;/lﬂ.! y“ﬁ’é 071(?'.4""01! /e.)’?,ﬁun”ﬂw&' Al/)

gdzie : gz,,;” Aoy lae = ey

T N a5 Lt e

A= Ay 1 A &Agm?«»z-‘ﬂuf’/*%&mf’*
Podobnin ;iak dla réwnan £l krétkich przeksztatcenia
skoficzone grupy J¢ = pozwalajs budowaé szersze klasy rozwigzan
z danego rozwiazania §(zy,=z%) . réwnania /3.34/.

3.3. Grupowa klasyfikscja réwnah i ukiadéw.

Jezeli w wyjéciowym ukladzie réwnas ('S istnieje pewien rodzaj
niec_akr_eélonoéci, przejawiajacy sie wyst@powaniem parametriéw

lub funke ji, ktére nie sq w peini okreflone, to nieckreslonosé
ta przenosi sig takze na réwnania @/"7“ i rzutuje na stopien
dowolnosci rozwigzania ogélnego tego ukiadu, przy czym im wigk-
sza nieokreslonosé (f)) tym mniejsza jest swoboda rozwigzania
ogdélnego @]{71 » Dyskusja wplywu nieokreslonosci (7 na roz-
- wigzanie ogélne( )h/ prowadzi tym samym do rozbicia /._{") na
klaay dopuszczajgce coraz to szersze grupy podstawowe przy czym
dla tych klas ukladéw {7/ stopier niedookreslonodci -jest coraz
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mniejszy. Jek zobaczymy W nastepnym punkcie znajomosé grupy
'podst_awowej moze byé spoiytkowana do latwiejszego wyznaczania
pew: ych szczegbdlnych rozwigzad ukiadu (’--J"'/I s dlatego grupowa

" klasyfikac ja ukladu prowadzi do odpowiednich klas rozwigzan. Ich
" sasbb bedzie ogblnie méwige tym wigkszy im wiece] parame‘t;réw

ma grupa podstawowa /w przypadku, gdy jest ona skohczona/.
Przykledy zastosowania grupowej klasyfikacji réwnah roézniczko-
wych mozna znalesé w pracach [29] [11]i w pracach p:;-zytacza-
nych W D. 4.4,

Innym czynnikiem rozszerzajacym grupg¢ dopuszezalnych
?rzeksztalcex&'sa wszelkie procesy aéroksymacji uktadu wyjscio-
wego. Np réwnanis /3.21/ i /3.34/ s3 pewnymi aproksymacjami
ukiadu Eulera /3.19/ dopﬁszczajacago grupe skohiczong, a same
dopuszezajg grupy nieskonczone. Nasuwajgca sie tu idea oparcia
na pojeciach teorii grup Liego racjopalpej teorii aproksymac;ji
wymagalaby jednak algorytméw pozwalajacych na uchwycenie struk- |
tury grup nieskonczonych co przy cperowaniu ukiademi (P)ﬁn

i D)t nie jest mozliwe. Pewng perspektywe otwiera tu po-

dejscie Cartana do struktury grup nieskonczonych, naszkicowane
w uwagach kohcowych tej pracy.



4, Zastoscwanie grupy podstawowej do konstrukeji
rozwigzad gmsggélnych. Xlasyfikac ja peinego zbio=
ru rogwigzah

4.1, Roswiazania niesmiennicze wzgledem Dodgmup_grupy podsta-
wowej. Fakt znajomodci grupy podstswowe], a wiasciwie jej algebry
Liego, ozy tei nawet samych réwnah definicyjnych (7 D) inpt

przeksztalced infinitezymalnych moze byé na réine sposoby Spo-
sytkowany, czy to do konstrukeji rozwigzah smzagéinych, czy
tet do redukcji zagadnienia catkowania wyjsciowego ukzadu /(/ .
W plerwszym przypadku pestgpujemy nastepujgco. Bierzemy okres-—
long skoiczong pod.srupgg grupy podstawowsj. Niech .

c:'?.{.,: beda generatorami tej podgrupy, czyli
. . I =A b ad T NP
/48l (z:%)"q,r%\“" i
: — 4 ' -
gdzie Cry stale strukturalne podgrupy’s
Rozwiazujae uklad zupeiny ¥ X = =0 znajdu-

jemy pelny uklad funkcyjnie nieszaleinych Meﬁ

lig)' o
o ke ':'7_ gan./o-/i"fe ,a 2  jest to

md miu'zy wspbirzednych operatoréw —%, .. . X
! Zakladamy dodatkowo, Ze -

& -— 3 9‘ = e, =,
/4e2/ rzad 2“: 3 5% o

.Rozwigzanie M. s /3.1/ nazywa sig rozwig~
zanien niesmienniczyn wegledem podgrupy %5 _sr_upz_u.ﬁmig-
jessli jest ono mieosobliwa rozmaitofcig niezmiemmic -é. :
czyli jeseli daje si¢ zapisaé w sposéb uwikiany /par. /2.31//'
nastepujaco

143/ ﬁl/f}% T ﬂ.z/?) -9
¢M(07J ,%J: o,
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_ 4,2, Zasadnicze ﬁicrdzonio (1] mm;mmm-_

czych., Z przytoczonej definicji nie wynika jeszcze istnienie
rozwigzah niezmienniczych i generalne rozstrzygniecie tej kwes- .
tii nie moZze wchodzié w mhubg Tym niemniej, ;]ak poluﬁem,y ich

¥ tym celu, aby znaleié ulr.lﬁd. Ktéremu winny czynié za-
do#¢ funkcje &, (7,..., 7] obliczamy pochodne Tozwiazania pries
72 ?/’f: )

rotniczkowanie /4.3./ co prowadzi do zwigzkéw
. = =Lean xr/‘..."ah
YR {’?? 52( «=0 7 -

'z ktérych wyznsczany 47> B~ ¥V« 1 podstawieny do /3.1/.

Poniewas gmpn'é, jest mmulnn dla uktadun (<) nokm g
zapisa.é Jeko

/45 S p)=0

w funkcji inweriantow i inwariantéw rézniczkowych G;Z
srupy‘g /wytaczamy s rosweieh przypadek kiedy S/ jest osobliwg,
niegmienniczg rozmaitofcis résniczkowy grupy « Po tym
podstawieniu lewe strony réwned (_f/ beds inwariantami srupyj.

Aby to wykazeé wystarczy dowiesé, se inwarianty ré!ufzkowo

F 2 “p) my% po podstawieniu /{5;’;— ;é‘-"f:rw) staje
sie zwykiymi inwariantami grupy % s ¢zyli $e zachodzi réwnobé

SEF 20s )= H P % 2 e “X Yo

Ale 07( ’-’_/y,},:/; o -!pelnia.;jq réwnanie

R g

Pozostaje wige do vykaza.nin-, te ‘;{36"(:\;;‘%)%#{74#!)



Dzialajgc operatorem =3 na /4.4; znajdujemy

/4'?/ x:ﬁ_* -Ib-/"\»:-;« e

o - -
Dxe K S~ Z T Sp T
o peS D rd =¥ =

Z drugiej strony mamy na podstawle tozsamosci /3.43/ i rdwnan
=y T P
4.6/, /8.4 zwigzek, X=J;  Z.j=0C  ktéry pc rozrisanin

0 .. A &%
X X< ¥ 2C P 32
St - ,é, 'AJ/" 823 ;-‘E:? :- 5/_? o 2

i poréwnaniu lewej strony z lewa strona /4.7/ prowadzi do azu-
kanej réwnosci 55%_-:___3.-_;‘.-

Fd
¥

|
i
TR
4

/rzad | = F~ T .

Ostatecznie wigc ukiad, z ktoregc wyznaczamy rozwiaza-
nia niezmiennicze daje sie zapisaé jakc ukiad, m gbérym: szuka-
nymi funkcjami sa ._:;_x,:_.., . g«,’ﬁ_ a argumentamri 7 . 5%
¥ szczegblnoscl zapisujae /4.3/ w postaci rozwikiane wz;leo.:em‘

inwariantéw

A - :
/41 /“ = j‘?:‘!’f.?'::l. P ft’E R v

o

dojdziemy do ukladu, w ktorymi niswiadomymi beda inwarianvy

P 2’,,\_ & argumentami 7«.,. car o 77 o Ten zredukowany

S
ukiad /f/ :g Jjest wige o tyle prcatazy od wyjsciowego
ukladn /”'/ y %e liczba zmiennych niezaleinych wynosi

/indeks rozwijzania/ ,{: = 0 = 7 i jest o wj

mnie jazy od licsby argumerntow ukiadu wyjscicwego ' i
szezegdlnosel rozwigzania o indeksie 1 wyznaczajz ale z uiladu
rownan rézniczkowych zwyczajnych, a rozwigzania indeksu 2
sprowadzajq sle do dyskusji rdwnan w dwoch zmiennyeh niezalesg=

nych, dla ktérych i metody matematyczne /np metoda charakterys-

tyk jesli /-.: ’/_,-.-, jest ukzadem hipertoliczroym/
oraz numeryczne sa dostatacznia dcbrze rozwiniete. Redukeja
liczby zmiennych niezaleznych jest podstawowym "chwytem” =
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rozwigzywaniu réwnaf, stgd tei uswiadomienie sobie jakg rolg od-
grywa przy tym grupa podstawowa ukladu(J7 ma wazne gznaczenie
zardwno dla systematycznego, racjonslnego, poszikiwania ta-
kich zredukowanych ukadéw (.f)/-,g jak i dle dyskusji, jaki

jest charskter ograniczeih narzucanych ns rozwigzenia.

Mozna postawié ogblnie zagednienie jakie ograniczenia
/warunki wyodrebnianis/ mozna narzucié na rozwiazania, tak aby
ukzad wraz z tymi ograniczeniami pozostal nie sprzeczny i mial
rogwiazanie ogblne o maksymalnej /najlepiej funkcyjnej/ swobo=
dzie, pozwalajacej tym samym traktowaé dostatecznie szeroks
klase warunkéw granicznych. Badapie warunkéw zgodnosSci prowa-
dziloby tu w szczegdlnosSci do wyznaczenia grupy podstawowe;j
uktadu [.57 .'Takie ujecie zagadnienia poszukiwania rozwigzah
szczegdlnyeh nawet przy prostych ukladach/,j’/ prowadzi do bardzo
zmudnych rachunkéw i chociaZ w zasadzie ogélniejszzehe od
metody opartej na wykorzystaniu warunkéw typu /4.3/ nie ma jak
dotad wypracowane] jasmej i przejrzystej strony algorytmicznej.

4,3, Klasyfikacja rozwigzah niegzmienniczych. Opty-
malny ukiad podgrup. Konstrukeja gasobu rozwigzah niezmienni-
¢zych uktadu (j’)’. dla ktérego grupa podstawowa ()7, jest znana
w postaci odpowiedniej &lgebry %r operatoréw initezymalnych

z;-‘, - e oy g)"‘-
zaczyna sie od wyznaczenia wszystkich podgrup -‘5; danego
rz¢du 7~ , cgzyli do wyznaczenia wszystkich podprzestrzeni

po =
e [ AL T=T
przestrzeni o7, » zamknietych wzgledem iloczymu Liego.
Przy badaniu ‘struktury podgrup grupy ??_ tzw_grupy podobne,

takie Zze od jednej do drugie: przejs¢ mozna za pomocg automor-
fizmu wewnetrznego grupy nie sg rozrdiniane, Podobnie rzecsz ma

' Dla podgrup jednoperametrowyeh (7 FK=£0 2% D

dopuszezalnych przez (<) indeks wynosi 72 —Z , mamy wiec
redukcje liczby zmiennych niezaleZnych o 1.
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sie rozwigzaniaml niezmienniczymi na podgrupach podobnych. Jeze-

1i ‘% *:17-% 77 gdzie 7 jest pewnym elementem . 1 to
&

rozwigzanie ¥ niezmiennicze wzgledem g; LF=7 , pod dzie-

laniem tego samego automorfizmu wewngtrznego przejdzie ne rog—
wigzanie niezmiennicze wzgledem %"’_ co wynika z roéwnosci

L TLT: B E = TR T T T = TR AT L
= 7§ 7= >

Nie ma wiec w zasadzie potrzeby traktowania rozwigzan
niezmienniczych nea podgrupach podobnych jako roinych. W takim
razie zadanie sprowadzea si¢ do wyznaczenie po jednym przedstawi-
cielu z klasy podgrup podobnych /optymalny ukied podgrup/ i do
sgkonstruowania rozwigzan niezm:enniczych ne tych prrzedstawicie-
lach. W terminach algebr Liego nalezy wiec utoZsami¢ odpowied-
nie podprzestrzenie /4.8/ odpowiadajace podgrupom podobnym. Jek
wiadomo aubomorfizmom wewnetrznym grupy yy- odpowiadajg
automorfizmy wewnetrzne algebry o v, ta gas ostetnia
grupe moze byé zastgaplona przy komstrukcji optymalnego ukladu
podgrup grups dotgczong /7 algebry %,

Operatory infinitezymalne algebry o  grupy {’:_’/ mejg postaé‘l/

-

/4.9/ ’gﬁ"‘ =/Qf¢—) :.-':\.:.,/ -9_,5

]
=
‘./-

mozna je wiec wypisaé, jesli utworzymy tebelke komutatordw
bazy c%, e 5%‘? algebry 57,_ N

Znajdujac nastepnie przeksztaicenia skonczone grupy
dolaczonej w paremetrach kanonicznych drugiego rodzaju /przez
caikowanie odpowiednich réwnaid dle przeksztaicen skoficzonych
generowanych przez poszczegtlne opera.toryé /, utozsamiamy
te podprzestrzenie /4.8/, ktore wiqza przekazta?,.eafia“' grupy (/7

1/ Grupa W dziaXa na wektory w przestrzeni 7,
jeko grupa odpowiednich przeksztaicerd liniowych.
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oraz wybieramy po jednym przedstawicielu z tek powstalych klas
7 — wymiarowych podprzestrzeni rozpietych na =, ... . .

Sprowadza si¢ to do nadania postaci kanomicznych bazom tych
podprzestrzeni, nie-prz;wiedlnych przy przeksztalceniach grupyﬂ[,"
Nastepnie nalezy wyodrebnié te podprzestrzenie, ktoére sz zam—
knigte wzglgdem iloczynu Liego. Warunek ten

/4.10/ /_%J g‘/ Ca{

—~ <
/ Ca_g stale strukburalne grupy 55; / po uwzglednieniu
roéwnai strukbturalnych algebry ¢7,. przyjmie postaé

£
/4.11/ (? ’?6 z; C 2

Jest to nadokreslony ukiad réwnan algebraicznych o niewiadomych

:g . Aby ukiad ten miat rozwigzanie musi zachodzié wa-
runek
o - T
rzad[%a .;)g ,”f? 7 2l

/4.12/

Warunek ten powoauje cstateczne rozdzielenie -esrezex}tantow
klas rownowaznosci wzgledem (’L na pﬂzedstancieufagf:fmalnago
uktadu podgrup . 2agadnienie konstruxcji optymalnego
uktadu podgrup /a wiasciwie odpowiadajacych im algebr ILiego/
moze byé przeprowadzone takie na podstawie samych roéwnan {/3’/;?&

grupy g],- [19, [23], [49]. & ze przy koncu punktu :.2.
podkreSlalismy, ze takze wyznaczenie inwariantow grup nie wy-
maga obowiazkowo znalezienia jej algebry Liego, caly proces
badania]‘/ rozwigzan niezmienniczych moze byé w zasadzis prowa-
dzony przy pouwocy réwnan (2 )5;,74 grupy podstawowe u.‘i:ladu/.fﬂ

4,4, Przeglad zastosowan. Od pierwszych prac Owsianni=-
kowa L?_Gj, LE'?] l_28] do chwili obecnej zgromadzil sie ok=-

1/ To jest jesli chodzi o konstrukej¢ odpowiednich uk;adow(f)/j_
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redlony zas6b informacji o przydatnoéci przedstawionej metody
i semych uzyskiwanych rozwigzen szczegbdlnvch. przy czym pamig-
taé naleiy, ze rozwigzanie matematycznie nawet poprawne
nie zawsze jest przydatne w Tizyce.

Poczgtkowe prace [34], [35] korzystajace z tej meto-
dy dotyezyiy rownan hydrodynemiki i wniosty nie wiele wynikoéw
nowych dla mechanikéw. Prace poZniejsze objeily zakres riwnan
stosunkowo mato zbadanych, poczynajgc od meteorologii ]__9_],
ol, [11], poprzez teorie wiazki elektronéw [43, - 46], do
teorii plastycznosci [1‘?3, iiB]. Na szczegdlng uwage zastuguje
ta ostatnia praca, w ktorej zostaiy polgczone wszystkie do-
tychczas omdwione zestosowaniza, jak grupowa klasyfikacja ukla-
du, konstrukcja optymelnego ukiadu podgrup grupy podstawowe]
dla kazdego stopnia jej swobody, oraz konstrukeje i dyskusje
rozwigzah odpowiednich ukladéw (,SJ/% . Rozwazany uklad (..S’ )
opisuje zagadnienie plastycznego plynigcia metali pod wpiywem
temperatury. Metody teorii grup Liego pozwolily tu na skons-
truowanie klasy rozwigzan przy fizycznie nigistotnych i dosyé
ogbélnych ograniczeniach, wynikgych z grupowej klasyfikac ji
wyjéciowego ukladu, na wspélczynnik przewodnictwa cieplnego
i na zwijzek pomiedzy naprezeniem scinajgcym a predkoscig de-
formacji. Wszystkie te prace, lacznie z pracg ['?] i [38] wy-
kazaty, ze metody teorii grup moge byé mocnym narzedziem ba-
daf amnelitycznych.

Inne mozliwodci wykorzystanie grupy podstawowej pole-
geja ne konstruoweniu rozwigzah czesciowo niezmienniczych, to

jest takich ktére sg zanurzone w niezmienniczej rozmaitosci
grupyﬁlﬂ? - ¥ tym przypedku zamiast /4.3/ naleiy wziaé 77 <im
zwiazkéw pomigedzy imwariantami J‘fn = -,7';;- . Przy tym jednak
w ukladzie (S)/sg, nastgpuje zmniejszenie liczby szukanych
funkcji, & tym samym pelezy delaczyé do ukiadu warunki zgod-
nosci. Do rozwigzart czeéciowo niezmienniczych naleig zna-
ne w teorii rownah hiperbo}icznych fale proste i fale pod-
wbjne uktaddw postaci v‘fuf‘('a/;i“—:.‘f s ) + Oparta na
X

pojeciach teorii grup klasyfikacje fal podwéjnych w dynamice
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gazéw mozna znalesé w pracach [31], [32] .

4.5, Rozwiazania prostsze geometrycznie. Z punktu widze=
nia konstrukcji rozwiazah szczegdélnych sporo nalezaloby oczekiwaé
od niezmienniczej, czy jak sie niekiedy méwi, tensorowej postaci
ukladdéw rownan wystgpujacych w fizyce. Poniewaz postaé tych row-
nad wyraza okreslone postulaty o rownoprawnosci dopuszczalnych
uktadéw wspéirzednych przestrzennych, niektdre podgrupy grupy
podstawewej powinny byé widoczne z samej budowy réwnan, czyli
powinny tkwié¢ w ich strukturze geometrycznej. Poza polami po-
szukiwanymi /Jjak pole predkosci itp/ w rdwnaniach tych wystepuja
pewne pola absolutne, jak pole tensora metrycznego, pole obiek-
tu koneksji afinicznej itd. Nazwijmy grupa geomebryczna zbidr
przeksztalced inwariantnosci wszystkich wielkosei absolutnych
w rozwaznym ukiadzie. Cznaczajac przez §‘ wektor kontrawarian-
tny na rozmaitosci, na ktérej uktad () jest rozwasany, atwo
stwierdzamy Ze roéwnaniami ( y), )m/ grupy geometrycznej bgda

rownania nastepujace

D)y - Lp gy =0
/4.13/ sfﬁ_ /3"‘: 0

gdzie "é‘ oznacza pochodng Liego wzglgdem wektora & . O tym,
%e beds miedzy innymi speinione warunki 3% ze strony 22 '
przekonuje tozsamosé, udowodniona przez K.Yano “_'52]

JL

/4.14/ % /;f{,, Fow B Ly /@_QJL)=,€G‘:?) 27

(B2 = £, 70 FOup 7% £
A
gdzie )  —liniowy obiekt geometryczny

Jesli ukzad /4.13/ jest calkowalny, to mozna konstruowaé jego
prostsze rozwizzania na podgrupach jednoparametrowych, Zadajac
zeby takze pola szukane byly niezmiennicze wzglgdem jedno-
parametrowych podgrup grupy geometrycznej. 0toz we wspoirzednych
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kanonicznych generatora z"f;{%‘ gTupy % y to jest w ta-
kich wspdirze¢dnycen, Ze K= 9,; /ich znelezienie sprowadza

sie do wyznaczenia peinego ukiedu inwariantéw 7, i do calko-

wenia réownania XA =2 / warunki /4,13/ tlumaczg si¢ jako

warunek niezeleznosci skladowych wielkosci absolutnych od
wspbirzednej 7 . Narzucerie tege samego warunku na rozwiaza-

nie /we wspéirzednych kanonicznych/ nie prowadzi wiec na ogoédl
do sprzecznosci, poniewaz redukuje tylko o jedenm liczbe zmien-—
nych niezeleznych., Tek wiec mie wnikajge w to jak ma sie grupa
geometryczna do grupy podstawowe]j ukzadu /.._f’) widziny, Ze poz-
wzla ona na konstruowanie pewnych klas rozwigqzan prostszych
geometrycznie, Na ogor dla ukladdw wysbepujgcyeh w fizyce gru-
pea niezmienniczoéci ?w jest tez grupg niezmienmniczosci /;;',-'5'

/iefli ez to symbole Christoffela zbudowane na danym ?‘o‘ /

i cels analiza znacznie upraszcza sig. Dla takich ukladow,

gdzie wszystkie wielkoéci absolutne sa komitantami geometryczny-
ni jednej z nich, oprocz rozwigzan niezmienniczych wzgledem
podgrupy izometrii, mozna, teZz otrzymaé redukcje liczby zmiemsy
nyck niezaleZnych dla rozwigzan wzglednie niezmienniczych itd.
Zastosowsnia te] idei w dynemice gazdw znelezé moZna w pracach

'[15_‘], [_-14], Przy CZym rozwazano rozwigzania niezmiennicze na
grupach jednoparametrowych izometrii orez wzglednie niezmienni-
c¢zé na jednoparametrowych grupach podobienstw

Dalszg redukcje, przynajmniej je$li chodzi o uktad
dynamiki gazow

£) =
/8.15/ 2p+HR(prI=0
» ' £, ) LK =123
RvisslGrityap=o.

91‘(:940’;)*”(9(//6//’0 )= 0.



mozna otrzymaé przez rozpatrzenie podgrup grupy izometrii.
Jesli af;? -5*;2‘- ,Z=%+-.7 tworzg podgrupe, to wprowa-

dzejae jeko nowe wspéirzedne inwarianty tej podgrupy 7, ... 7

: 7~
i oznaczajac pozostale wopéirzedme przez 47 ... 77 = 3-0
widzimy, Ze /o poczatkowych wspolrzgdaych wektorow &,. ,/~
Jjest réwna zero. Vynika stad, ze w tych wspoirzednych kanonicz-

nych podgrupy ’T/g grupy izometrii, niezmienniczy skalar
charskteryzuje sig¢ tym, ze nie zalezy od 47.. , 2:’

a niezmienniczy wektor kontrawarlantny = tym, 2e © jego
o
poczatkowych skiadowych nie zalezy od 47..., )7 . Poniewas

poszczegilne wyrazy W rownaniach /4’.15/.1 i /4.15/3 34 ska-

larami, a w réwnaniach /4.15/2 - gkiradowymi welktorow kontrawa-
riantnych, przeto zakiadajac, Ze rozwiazenie /ohj, ¥  Jest

gl

niezmiennicze wzgledem grupy ‘ﬁ , czyli 55,.-;”*0.-’75-. 420 L=
‘r “r b o

po przejsciu do wspoirzednych kanonicznycn"ﬁ, ,}’;J_ » /']VG

- i #
’2:1 /753 - = 3-ﬁ
/pochodna liego jest przestawialns z & dla izometrii /
otrzymamy uklad, ¥ ktérym wszystkis wyrazy w /4.15/, 1 /4.15/3
8q funikecjemi tylko a’.\”,J S %f“ a W o poczgtkowyeh
réwnaniach /11-.15/2 wszystkie wyrazy takie s3 funkcjami tyl-
ko inwariantéw 2, ..., ‘% . Ktadsc pozostaie skladowe

¥ oraz sradiantu/d jako réwne zero, otrzymamy zamkniglty
ukrad réwned, w ktorym redukuje sip liczba zmiennych nieza=-
leznyeh o 3 - i w tym samym stopniu liczba funieji
szukanych, )

Postgpowanie Yo tratwo przeniesé na przypadek ine
nych ukiadéw wyst@pujacych w fizyce.

4,6, Grupa podoblefistw i zwigzki z analiza wymia-
rowa. Inny uproszczony sposéb konstruowania rozwizzan szcze-
gélnych () /3,1/ bez wyznaczania grupy podstawowej polega na
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znalezieniu dopuszczalnej dla uktadu (/podgrupy /<, grupy
podobienstw ?rf,, A=n+m | dla ktérej przeksztalcenia

skonczone maja postaév

Vo .  Eimalal fmton
4,16 —
/ . / Z{Hr.z a’h‘—xy“ S ‘,J L

a algebre Liego okreflajg operatory

co wpl O s 2
/4.0 ,%l._-==1"915 > ;3.{,,,‘,5— z"“g;:—

Wspélesymiiki @f.., @™ /pavavetry grupy /2 /
przebiegajg wartosci dodatnie, s3 to wspéiczynniki dylatacji
na poszczegblnych osiach ukzadu /z,«/. batwosé znalezienia
podgrupy }?(' grupy })‘O‘__ polega na tym, Ze s& one
wszystkie okreslone /po ewentualnej zmianie numeracji/

zwigzkami ksztalitu /4.167 gdzie

Mf v

& = )™)Y fa) Y peiet

/Dowéd tego stwierdzenia mozna znalezé w pracach [37] 1 [16}(
Wobec tego cale zagadnienle wyznaczania podgrupy

E dopuszczalnych podobienstw ukzadu (.5?‘ ) sprowadza sie do

znalezienia wykladnikéw podobienstwa 72,,, ..., Py f=To0 e ]
7-iloéé parametréw )0,  , ktére natychmiast wynikaja z za-

dania, 2Ze (,5’7 dopuszcza /4.1;?/ i powbérzenie rozwazan, ktoére
¥ przypadku ogoélnym prowadza do ukledu i ﬂ}%‘;" /dla grupy
pd_ uktad ten sprowadza si¢ do prostych zwigzkow

1/ W punkcie tym nie stosujemy konwencji sumacyjnej.
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algebraicznych, z ktérych wynikajg wzory /4.18% Mozna teZ
postuzyé sie ogdlnym operatorem infinitezymalnym grupy ?,Or
Rozwigzanie réwnah definicyjnych (2/;,74 bedzie wtedy

postaci‘l’,

3;’“"4’

&
2
X= C,@;?;f L TIPS 4 ”?-x)?;—?-})f
7
/4.19/ . - R & = a - R . . . - .
2 -3 s 3 a2
C’"(; 57_;,_;"‘ ﬁr,r-yr;-;;-*"'*”‘mr? 37: J
gdzie (7 ..., (7 stale dowolne 2, ..., 7, -~
state zalszne od rozpatrywanego ukladu fJ'/', a jednoczesnie
wyktadniki poteg we wzorze /4.18/.

Z tej postaci operatora infinitezymalnego wynika, ze inwarian-
taml grupy }Oﬂ_ bedq wyrasenia postaci

T, P Xy 2 o
14,20/ Z7~= "?;'J{?/ (’;’m‘jdﬁ:&/}}‘/dr

orzy czya stale oy, ..., x;ﬁ 33 zwiazane wykladnikami podo-
bisdstwa nmastorujace
Ay o e 2y,

/4,21

-”f-n",-'-,’l' R "'"‘-’,ymr)r =0

;ﬁf"?":%;‘,czmr:r‘;;’b"' ?"Mrm,r:/y_‘_—_o
W¥yznaczenie inwariantéw sprowadza siz wiec do prostego zada-
nia algebraicznego. Rozwigzanie istnieje i rozpina przestrzen

¥~ wyniarowg. Tyle jest wiec inwariantéw w peinym ich
akiadzie dla )2 .

Grupe ’Z,Jv mozna traktowaé jako grupe zmian skal
wielkoseci ;3 J;”— « Wyznaczenie podgrupy /f._ prowadzi
wigc do tego, ze skale wielkosci ?3 ,;H?’_ zmieniaja sie

wediug zwigzkow postacl /4.18/. W analizie wymiarowej powiedzie-
libysmy, Ze wielkoSci ?r) J;{w— sg pierwotne,

1/ Pe odpowiedniej zmianie nazw i kolejnosSci zmiennych .,
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a ¥ J...,;”" wtérne wymiarowo. Inwarianty 7/,: R
przy tym ujgciu sa to funkcje bezwymiarowe. e

vak widzimy istnieja Sciste 2zwigzki miedzy analiza wy-
miarowa ukladu (Cj'j/ a wyznaczaniem podgrupy dopuszczalnych podo=
bisnstw ukladu_/’j‘;’f. Dopiero jednak w nawizzaniu do zasadniczego
twierdzeria /punict 4.2/ jasnym sig¢ staje, dlaczeszo rozwigzania
3zurans W postaci odpowiednich kombinac ji bezwymiarowych
/¥ryteriow podobisnstwa/ wyznaczajg sie z ukiadow o gredukowa-
dej liczbie zmiennych niezaleznych. Metoda bakiej redukeji
uk¥addw jest powszechnie stosowana w mechanice, a zwiaszcza
¥ hydrodynamice :_56'3, flj a odpowiednie rozwigzania szczegdlne
n0s25 nazwe sa.mc:;odobr.zch. '

4.7 Elasyfikacja peinrego zbioru rozwiazan. Zonstruk-
¢ ja ukiadu automorficsnsgo i rozwizzujacego. Jezell ukiad /.

Ay = i s et £ s 2
dopuszcza sruce 4',';,‘, %o peiny zbior rozwiazan (.} _/j mozna roztil

na xlasy rownowaznosci, przy czym dwa roziniazania %)’/ naieza
d0 jednej i tej samed klasy sprzystajy wzgledem zrupy & /’
Jjezeli mozna przzjsc od jodnego do drugiego rozwiazania za
Domoci DEewnego przeksztalcenia grupy (:‘?"' + Np wzory /3.26/
sodaja klase rozwiazan ukiadu /3.21/, Ltére przystaja ds roz-
w#iazanla ¥, /=z. #7), o3 EPR Y

wiglgder zrupy 27 . Rozbicie rozwiazan na klasy rozwiazan
przystajacyeh, klasy rownowasnoSci, sprowadza jednoczesnie
crotlsm catkowania ukiadu ;’.:_]” Jio dwoéch zagadnien pomocniczych

a. Do wyznaczenia wszystkich klas rozwigzan

b. Do znalezieria jednego rozwiazania wewnatrz klasy.

Wszystkie inne jej rozwijzania powstajg ze znale-
ziocregzo rozwiazania pod dziataniem przeksztaicen
gTupy é’Z ‘

Zadanie to nie jest oczywiscle nowe. Zs)mowali sig
nim ILie i Vessiot [51_]. Punktem wyjscia w pracach Vessigt byiy
jednsk réwnania definicyjne przeksztatcen skonczonych fﬂj,_;_,;\_
grupy(’u. Skomplikowany charakter tych réwnan nie daje mozli-
wodci praktycznego stosowania tej klasyfikacji. W pracy :_'rl',"__.]
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zagadnienie zostalo rozwigzamne na podstawie znajomofci algebry
grupygz’ v « Rozpatrzymy przykiad réwnan fal krétkich i
rozbijemy zbiér rozwiazan ne klasy przystawania wzgledem grupy

o - Z(#3.X) /2.36/.

Aby dokonaé rozbicia na klasy przystawanis nalezy naj-
pierw znalei¢ kryteria przystawenia. Dla dwoch rozwigzan przys-
tajacych w odpowiadajgcyeh sobie punktach beda rowne wartosci
wszystkich inwariantéw, w ciggach i seriach omawianych w punk-
cie 2.4. W naszym przypadku posiuzymy si¢ ciggiem powstaym
przy przediuzeniu na pochodne wzgledem wspokirzgdnych wleczonych.
Poniewaz ¥ jest inwariantem 27 obieramy jako wspoirzedne wle-
czone G, &, + 1 piszemy rozmaitosé .5 w postaci

X ==x(5.0G)
/4.22{ ;‘:?(Q',' ﬁ'—'i)
= = ’ = (S0 ,7)

Pryzediusamy ,‘564; AJ na pochodne “"/‘/2 wzgledem 63,6; ¢
Inwarianty rézniczkowe powinny spelniaé réwnanie 3// 9. ,{/,.Z”"
przy dowolnych 75,;, Z . Wobec tego rownanie to rozszezepia
sie na ukiad rcwnan

U= UG, rz..'{‘)

/5.23/ 4

( * j;:_o /:z(y’ac, Wi )"’L?:,p /F=0

© 5 2 ;_,9__,_’9 Sy S R I~
@19__-‘._;+;2'§;_+ 2’ ap‘,r"' ’Sa," ¥ 2u,, 7 0,

2 B B - )
@5;1‘_1-"9% 750, ;"90“ # 5

1/ Poniewai jak si¢ dalej okaZe rzecz polege na wyznaczaniu
odpowiedniego zupelnego uktadu inwariantéw, mozna w ujgciu
infinitezymalnym wprost postuzyé sie (2)- , /Te2.54
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Indeksy oznaczajy odpowiednio pochodna wzgledem S, i 52 a
prim pochodna czastkows wzgledem 7.

Uklad /4.23/ jest ukladem zupeinym jako konsekwencja
zamitnieto$cl rodziny operatordw _,{‘7'[74; ,,{j wzgleden iloczynu
Liego. /por. kohcowe uwagi punktu 2.5/. Nie jest to wprawdzie
ukiad Jacobiego, ale daje sie catkowaé metods Jacobiego. W dal-
szyn ciagu bgdziemy korzystali z nastgpujacych rozwigzan
ukicda /4,23

=;/ﬁ,__, &(5712
154'= ’54‘*;1f;¢e . B=A2
A2 = e g?/,z

/4 .28/

gﬂ%z/y“*f/”;)}/ﬁ+(’xx*;/;%;/%’
— L{yx}{ﬂ(g{-’aﬁ*&ﬁf)’

4 = #f /
A o

Zachodza tez zwiazki nastepujace
My Zes ~ Mo foy = 4
w2s! M o = M Ay =48,
L-L,86,-7 MMy=Mb T %l oy

poniewaz uklad /4.23/ ma tylko osiem inwariantéw pierwszego

rzedu funkcyjnie niezaleinych.
Zeuwazmy jeszcze, Ze zachodzi rozniczkowa zaleznosé

pomig¢dzy inwariantami

/4.26/ /"” &y &, ———~7‘ 4+ 50 %%
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Wobec czego, jesli rozmeitodé ./{'3 jest zadang, to wys-
tarczy obliczyé ne niej inwarianty A7, g/g} ¥ i dwa
| spobréd ipwariantow /_}'d 5 aby otrzymaé wertosei wezystkich
inwariantow dle caie] rodziny rownowainyek rozmeitosci
. - TV LM .
Ay =, \r.f}w‘»/uﬂ"_«;(ﬁﬁiﬁ). Okszuje sie, ze ten werunek
konieczny jest rowrniez dostatecmym.Wrmczy samej, rozpatrzmy
ukzad rownat czastkowych '

(:74' _’; . }.{' = ,/‘/..r

/27 Ry ys= bs

(z

-+ !//f"‘,"' o - o |

o F st (z,,cgl?,/;g,; ~Z % (Hrrvr) = Frr,

- r |
5 ) ] ;

(o ..,é( Eol ;{7 fﬁ-&?};}f;}j(a- _Z}{,;{&/ff-fa‘ ,) = A

w ktorym prawe strony trafbujemy jako dane funkeje &, 5.7t o
JesSli ukzad ter jest catkowalny, t6 jak ratwo sprawdzié przez
rezpatrzenie roznicy dwéch rozwigzan, beds one zwigzane pewnym
skonczonyn przeksztalceniem grupy Z“l’, /3.24/, Ukiad /4.27/
jest ukladem sutcmoPficznym wigledem grupy 77, , co oznacza
ie rozwigzanie ogdlne ma tekl sam stopied swobody jaki jest
wiasciwy przeksztalcenion skoficzonym grupy ¥Y orez ie kazde
dwa rozwiazanis s§ zwigzape za pomog§ przekszialcenia do
grupy tej nalezgcego.

Punckcje A, é/gi L2 ,7’;2) ,?;, nie mogg byt
oczywiscie zupeinie dowolnymi. Muszg ome speiniaé warunki
calkowanie ukiadu /4.27/, ktére wyrazajg sie za pomocg samych

inwariantéw grupy JU 1 maja postaé



2 2 Ay
2l -2 - M I Mt M Yy =0

26, 74
2 %) 2 Ky
a'ﬁij;:')‘_;.d-z_/-fﬁ—:—/+
“ G (G Mar )~ b (M, 2 1,) 5
+ 2/l ) 2
=556k
PR MG 2 G ) Mt 20,07
7 m &Z%M - Qy_?_/(/z'____ﬁ

Aby rozmaitosci danej klasy wszystkie czynity zadosdé
wyjéciowemu réwnaniu /3.21/ nalszy na inwarianty narzucié jesz-
cze zwigzkl powstale z /3.21/ po zapisaniu tych réwnaid za
pomocq inwariantéw, czyli

= 7+20:4=0,

/4.29/ S‘; = Z.o"/yﬂ:o'

)

Uklad ten wraz z warunkami zgocil.m:-sciI Ln/.‘ua' dopuszcza jug
grupy J{_ /wyraia sig przesz inwariamty a wzgledem tych zmien-
nych dzialanie j sprowadza sig¢ do przeksztaicenia toZzsamos-
ciowego/, a poniewaz wyznacza klasy rozwigzad przystajgcych -
nosi nazwe ukladu rozwizzujacego (;{’,) . Przy znanym rozwigzaniu
ukladu (f@/ rozwiazanie uktadu 64) y Jak latwo sprawdzic, spro=-
wadza sl¢ do kwadratur, Uklad /£ ) mozna tez wykorzystac¢ do
konstruowania rozwigzan szczegélnych [‘-}.Sj s PTZy czym W odréi-
nieniu od rozwiazahn omewianych dotychczas beda to rozwigzania
niezmiennicze rdzniczkowo,

Przy rozwaznym tu zagadnieniu konstrukeji uktadu
eutomorficznego i rozwigzujgcego, miejsce szczegdlne przypada
rémaniom(.sydopuszczajqcym taka grupe %Z , 2e odpowiedni
uk13d automorficzny pokrywa sie z uktaded wyjsSciowym. Whedy
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badanie wszystkich rczwiazaﬁ(iﬁi@prowadza sie do znalezienia
jednego rozwigzania szczegblnego{;rjoraz do wyznaczenia przeksz-
talcen skonczonych grupy (7 . Istnieja waine z geometrycznego
punktu widzenia, nieliniowe réwnania, automorficzne wzgle¢dem
grupy konforemnej piaszczyzny f123 .

4,8, Szkic metody Cartana. Pojecie grupy przeksztal-
cen pojawia si¢ w naturalny sposcéb przy rozpatrywaniu nskladal-
nosci dwéch rozmaitosci przy przeksztatceniach punkbowo-punkto-
wyck. JesSli dwie rozmaitosci mozna naiczyé na siebie, to ogolne
przeksztalcenie majgce t3 wkiasnosé bedzie superpozyc ja pewnego
przeksztaicenia reeslizujacego nakladalnoéé dwoch rozmaitosci
i wszystkich przeksztalcer zachowujgcych druga rozmaitosdé. .
Powstaje pytanie czy ka2dg grupg, okreslong ukiadenm (Z'}}&d-\_

mozna okredlic w ten sposot? Pozytywna odpowiedz na to pytanie
stanowi fundament Cartanowskiej teorii strukbtury grup, ktora
ujmije jednym algorytmem grupy o skenczonej ilosci parametrow
jak i1 o nieskoiczonej ilosci parametrow. Vychodzac z roéwnan

r’.?jjj[;;‘ grupy, Gartan wykazal, ze kazda grupe mozna sche-
rakteryzowaé jako grupe zachowujgcg uktad form rézZniczkowych
o okreélonej strukturze. Stosowany przy tym rachunek form roz-
niczkowych zewnetrznych prowadzi jednoczesnie do zupelnego
ukiadu inwiariantéw grupy |21
Ale postgpowanie To jest malo efektywne kiedy wycho-
dzimy od uk2adu/.Y/, & to z uwagi na zlozonosé (f?,G4A; . W tym

proypadku stosowane jest metode reperu ruchomego. SURCHICHIN

w serii prac, opierajgc sig¢ ne rczwinigciach metody reperu
ruchomego wywodzace sie od Laptiewa [22} 1 Vasiljeva EQ&],
atakowal zagadnienie wyznaczania rownan strukturalnych grupy
podstawowe]j dle ukladu dynemiki gazdéw w jednowymiarowych ru-
chach nieustalonych, oraz zagadnienie grupowej klasyrlikacji
tychze réwnan [3¢], [40], [B1], [42]. Jak sie wydaje z dotych-
czasowych prob w tym kierunku im wigksza jest liczba zuienuych
i funkcji, vym bardzie] zagadnienie wikla sie¢ w Zmudne rachunki,
Z tegov wzgledu zastosowania grup, zwiaszcza do poszukiwania roz-
wigzan szczegdlnyen( ), beda sie raczej rozwijaly na podstawie
dobrze wyksztalconego algorytmu infinitezymalnego.
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