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W.J.Prosnak, M.E.Klonowska 

·O DWU om~~\ACB METODY POHLllA.USENA I ICIT 

z.ASTCSOWAKIU DO PRZEPLYWU "N Sł-SIEDZTWIE PUNA"TU 

SPiil'R~NU. 

·Praca zawiera opis dWli odm~an wetody Pohlhausena 

f wyniki .icll zast.oaow~m1a .do przepły-wu . w są.siedz

tld;e pun!:tu spiętr~eni&ł położonego na. ruch:ome j 

aciance. Obie o@iany róitnią si,.· warunkiem łiz;od• · 

noś ci"; ~tóey jest' wnioskiem z równari warstwy przys-
. ciennej; · a dotyczy pochodnej· prędkości ciec~y na 

.ściance. · Wyk4zano • .. że wielolliany aproksymujące roz

kład Prł~os~i . w w~ti·tlt'ie ·, · apełriiaj~ca warunek zg.od

noaci; Da Og.Ół g O r Z 8 j . Op1$Uj4 wars.twę przyś

cienną. w 'badanym przypadkU, niż w.ielomia:ny~ nte 

spe łriiające wanu::Qr:;u z~odno&ci~ WYnik .teń , podwata . 

Wili os !d.' za.wa:rte w 'p·racy Huge l!Ja.!la T 1l ' przy czym 
c • • . • .• ~ ~ 

. nie zależy .on od stopnia: N. wie,lomta·nu aproks~~jąca-

go. w kaidi$ rażie ·~ po.żo, .taje on ·. w 11ooy. dl~ ·.N • 4; 

6; s •. 

1. DWIE QDi>l"I.Cff METODY POBI.BAUSEla 

Rozpatr2imy pła:s:q., stacjona~ lfarstw' · przyścienną, 

zak~adając, 1 .. c).·ecz -. ~tał4 gtstciić . J_ 1 1tał4 lepkość 
dyliamlcz~ .. JL .. Jęj .lepko86 ldnematyoana Y ma zatem rów

nież watt()•6 st•ł•· 

· Załó•r, · że · śc1arib, przy której · formu.je aię warstwa 

prz"cienna, j~•t prostoliniowa, i wprowadźmy prostokątny 
. . . . . . . 

układ odn1eaie.n1a . ~ •. y , taki• te oś x pokryw& się ze 
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śc1anq, a o~ "f . jest normal48 do ścia$1 1 zwrócona w stro
nę warstwy przyściennej. · 

O.zna.czmy symbolami U {x,7} 1 T (x,7) składowe pl'fdkO~

c:i cieczy w wars.t1fie pnyśc~eJW!j wzgltde.ll tego · uładu od

niesienia, a symbolem u· (x) ... prędkość • pnepływu potencja!-

. nego na graniQy ~arstwy. WprowadźmT symbol Óo{x). na ozna~ 
. . . . 

czente · grub~ś~:i. waratlfy lJrs)"Śoie.rinej. 
. . . . . . . . . 

. Zał6żmy ponad to,· że · 8cial)ka · rówtliet porusz• · slt wzgitdem 

przyjętego : układu bdJ:ues1en1a • W .,;ej · płąazczyźnie. P;t'QdkOŚĆ 

. tt"c1aDk1· oznaczmy aJ]iboie~ V-w (x) 

Układ równ.ui, · ~łożony z: ró~a Prandtla 1 równani• · 
. . 

ciągłości • opisu·j~cy· .pole pzot~ości cieczy .,;. warstwie ~rzyś..;, 
. . . 

ciennej,. motna zap1aać wówczaa w ila~tępUj!lcej .tormie: 

ux + v., , s o ; 

przy czym dolne· wskaźniki ożnac~ają pochodne cząstkowe, 

a prim - pocbod114 zupeł.Qł\ wzgltdem x. · 

Warunki ~rźegowt dla tego Układu dotycz~ S~l&dOWyCh 

prędkości na ścian.ce y ::1! o 1 na grardcy wars~wy . ~ .!) 
1 mją one znaną postać: 

u (x, o) .• uw { x) ; 

u (x, J") = U (x) • 

v (x, o) . • o ; 

. Po obustronnym zróżniczkowaniu równania (1.~ wzgltdem 

y 1 uwzględnieniu równania ciągłości · (1.2) otrzymuje· aię: 

a po uw~ględn1eu1u warunków brzegowych (1.3) na •ciance 

- ostatecznie: 
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(1.5) uw • uxy \ • 
7• o 

Y u \ yyy Y•O 

Powytszy warunek, b•dEtcy wnioskiea ~ układu równań ( 1:.1) , 

~·a) 1 warunków brzegowych ( 1.~ , btdziemy nazywali w dal

szym ciągu w a r u n k 1 e m z g o d n o ś c 1 • Nazwa ta 

stanowi przekład słów "compat1bility condition•, i została. 

zapo~yczona z pracy nugel.mana [1] • 

O ile nam wiadomo, warunek zgodności został zapropono

wany 1 zastosowany po raa pierwszy w pracy Schlichtinga 

1 Ulricha (2] w 1942 r.llugallian i Haworth zaproponowali go 

ponownie w późniejszej o lat dwadzieacia trzy pracy [3] , 

dotyczącej warstwy przyściennej magnetohydrodynamicznej, przy 

czya • jak si~ wydaje - cytowana praca Sohlichtinga 1 Ulricba 

(a] nie była 1m znana• 

1,2, OdmianY: klasyczna 1 zmodYfikowana 
wetody Pahlhausena 

Wprowadźmy symbole r. . J , 't' o na oznaczenie 

- odpowiednio - miary liniowej straty wydatku, .miar,- linio

wej straty p~du i nap~żenia stycznego na ściance. 

Oto znane wzory. definiujące wymienione symbole: r 
~.6) t,. • J (1 - -+) dy 

o ; 

~.7) ~ = J +(1 -+1 dy 
o 

~.s) 

Przy ich pomocy można zapisać znany wzór całkowy 
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Jt&,..&oa, at.ano•1.4cy całq równania Pra.ndtla (1.1) , w Jlalttpu• 

J4Cłj po1tao1: 

+ I )u_g!l_ 'to . ~ ·r. 
ZapropoDOYaaa przeli Pohlb&useD& '(.&.] ae't.ocl& wyzna.czal'lia 

war.twy prs,Wcieuoej Y •pos6b przybl1śony, o~11ra ait Da 

aproka,.acji rozkładu Prt4ko,c1 w warst~e Wielomiaue• po

t.t&o",., apełnia,l4oJII nór całkowy lC&rmAu ~.t) ~raz plli'DI 

Yaru.nki U ao1&Act 1 la &rani01' warstwy. 

• sale.t.Ao~ci od pott.ao1 tTch warunków ...,-rótn1ać bfdzi•· 

ar w raach Ai.A1ejazej pracy •odmi&Dł ·klasyczJ:Ul• 1 "odmi&At 

smodytikow~• metody Poblhausana. Odpowiednio - m6wi6 będz1•

•r o •1r1a loai&Die klaarcz11ym" 1 . •rte lom1a.n1t SIIOdyfikowa1J111•. 

Prucbod&1Jay do okrealeDJ.a wprowadson1ch .aan. 

'lprowa4ĆII'J bezvy;U.aro._ sate-.: 

t· -1-
oraz rtelo:iu pott&OY7 N-te&o •t.QpD.ia n·gl~dem '1, , apro

kS1JIUj,ey J'Oskład · Prtd.koaoi w wantna pn,.Wc1eDDI~: 

u -u· 
N 

Z, •n 
łł•O "ll . 

l1półc~t1 w1elom1ann ~ D4 og6ł tu~cjami ~•DDAJ 

x , prsr cz,. wapółczynn1.k: 

-· • o 1 (x) 

bfds118Y uwakli 1t d&lazyw. otuu za fu!Ucjt ~~. W,-auo~e

llie warstwy przyacitllDij aet.oq PohlhauBena 1pr01r&cba a1t 

do ~aaczenia pozostałych ~lpÓłozynaik6w. 

Zw&tyvszr, te 
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= f' . z D 2 
••• an "l, . ~ 

N 

= l 
hO . 

·· + 2a · 1 

(an 

N· 

"t ~2 + 2 z a • o ihf 

.&n·. _4). . n_._ ··.+. 1+ . . +. 2a.. . (., • • • . . . ~r.J-1. 

. an "L D 

· - m~żemy łatwo obliczyć dne nast.ępują~e sumy: 

Ji+) 4n • ~ b;h) 
. -t o 

s2 • . J~)2 d~ = 

. · 11 . · N ·· .z·. a,/ · ·Z: 
aao . 2n .+ 1 + 2ao lł•l . 

o . fi 

+ 

an .· ·.· · . z .an 
n + 2 ~ • .. + 2~-1 N. _n+ N ...: . . na 

Zwraoamr uwag, ria fakt, ~e sumy s1 1 s2 zale~ wyłącz

nie od wsp6l~zynntk6w wielomianu (1.1~ • 

. Zgodnie z wzor~i (i. s) 1 (1.1) wielkości d~ .1 ~ 
wyrażaj~· sit poprzez s1 1. s2 i mianowicie: 

przy czym gruboś~ warstwy przy&ciennej .t jest nieznaną 
tun~ .ją zmiennej x.. 
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Nap~żenie styczne (t.s) wyraza się pochodną w1elo

ruia.nu (1.11) w punkcie 'rt, • O 1 -:ynosi: 

Wielomian aproksymacyjny musi c~ynić zadość wzorowi 

całkowemu KJlrmana (1.9) • Podstauiając (1.16) , ~.11) ,(1~18) 
do ~.9) uzyskujemy zatem .pierwsze równanie na współczyri.niki 

a 1 , a 2 , ••• . ~ oraz grubość warstwy · d . Tę os ta t~1ą tunkcj' 

niewiadomą zastąpimy dla wygodT pohlhausenowskim parametrem 

kształtu: 

• 

Poniewa:t liczba niewiadomych iTsp6łczynntk6w wielomianu wy

nosi N , układ równań słu~cych do wyznaczeni~ A , ai , 

a2 , ~ będzie składać się z (:s..9) ora~ N dalsżych 
równazi. 

Brakujące równania tworzymy -w oparciu o następujące 

warunki, r 6 :t n 1 ą c e . się nieco w przypadku "odmiany 

klasycznej" 1 "odmiany zmodyfikowanej" metody Pohlhausena: 

1/ żądar11y, aby wielomian (1.11) spełniał rór.uanie 

Prandtla (1.1) na ścian~e: 

~ .. w) 

(1. 21) 

(1.22) 

u • u l = U U'+ 
w X ya:e 

Y u l · ; 
yy Y• o 

'J./ żądamy, aby wielomian (1;11) spełniał p1erws'1'y 

1 trzeci spośród v.~run~ów brzegowych ~.3): 

· ~ l Y•• :: 01 (x); 

~l 
Y= f 1 •. 

l 
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3/ w przypadku wielomianu "klasycznego" tfłdamy, aby 

na brzegu warstwy znikały pochodne wielomianu ~.11) 

rz~du od pierwszego do rztdu (N - 2) włącziue: 

s o ; k • 1, 2, •• {N - 2), 

4./ w przypadku w1~lom1anu "zmodyfikowanego", qdaray, aby 

na brze~ warstwy ZlQ.kały .pochodne wielomiam (1~1~· 
rztt\U od pierwsze co do rztdu (N "": a) Włączme: 

= o ; 

oraz - aby Da ściance był spełniony "Drunek ag~dllości" 

~.s) 

u., • u1 T •• • Y unTL • a 

Podane wrtej warunkj. 1taąorill d&f1il1cje pojtcS·: "wielo-

. mian kla~yczny" i "wielOmian zmodyfikowany" oraz "odmiana 

klasyczna", bądź teł: . "ociiniana zmodyfikoww" · meto(\y Pohlhause.; 

na, stosowanych w ramach niniejszej. pracy. 

Zauważmy, łie najnit:szy stópleń wielomianu>przy którym 

rozróżnianie odmiany klasycznej metodr Pohlhausena .od oc:lmiany 

zmodyfikQwanej ma jeszcze sens, wynosi trzy. Istotni~. ' po to . 

by wielomian mógł ·spełn16 równooze,Jl1e. wspólne obu odmiano• 

trzy warunlfi (1.20) 1 ~.21) 1 (1.22)' stopi,en jego musi WyDOliĆ 
dwa. Po to by wielomian mógł ape łnić dodatkowy jedyny wamnek, 

~dróżniający obie odmiany, stopień jeg.o musi być o jedność 

wyższy od dwóch. 

w niniejszej pracy ograniczono sit: do wielomianów 

parzystego stopnia. a więc N = 4 jest najniższym stopniell 

rozpatryna~ych wielomianów. 
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1.3. Bezwymiarowe naprężenie styczne 

Czysto formalne przekaztałcenia zależności (1.18) 

prowadzą do nast~pującego wyniku: 

Łatwo stwierdzić, ~e pierwszy czynDik lewej strony re

prezentuje bezwymiarowe naprężenie styczne oxt ; · drugi 

- pierwiastek kwadratowy lokalnej liczby Reynoldsa Rex • 

Iloczyn tych d-riu wielkości oznacza6 btdziemy w niniejszej 

pracy symbolem 02: 

(t. 25) l c2 = cxt Y Rex' 

a i 
:aYK: 

W analogii do oznaczenia~ sto$owanego w naszych wcześniej

szych pracach [ 5 t aJ . 

2. CEL I ZAKRES PRACY 

W dalszym ciągu niniejszej pracy zajmiemy sit zastoso

waniem dwu opisanych odmian metody Pohlhausena do przepływu 

cieczy lepkiej w otoczeniu punktu spiętrzenia, położonego 

na prostoliniowej ściance, h.-t6ra porusza siQ z p~dkością 

u" proporcjonalną do odległości x od punktu spi~trzenia 

/rys.1/: 

UW f'.J X 

Zagadnienie Wyznaczenia takiego przepływu było ju~ 

rozwiązane przez nas w drm poprzednich pracach [s 6] , 

fakt ponownago podjęcia badań nad nim wyruaga ·więc pewnego 

uzasadnia ni a. 

W tym celu przede wszystkim zrelacjonujemy wyn ~ 
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V(y) • -J..T 

U(x) • .b: 

Jlys.1. Scheu.t pnepływu • &llSi&dl~vie pU.Dldu 

ąit~rze.Dia połotoonego na ruchomej 'oiance .• 

a/ b/ 

Tl l 

1 1 
1 

j J 
7 ') 

7 u 
o ci 1 u / u 

1f 

Rys.2. l.Ionotonł.,zay 1 niemonotoniczny 
rozkład p~dkości w warstwie przyściennej. 

http://rcin.org.pl



- 10 -

naszej własnej pracy [ 6] o~z pracy Hugelmana [ 1] ; obie 

z nich stanowiły punkt wyjścia niniejszych badań i obie 

dotyczą zastosowania metody Pohlhausena do przepływu w sąsie 

dztwie punktu spiętrzenia, położonego na ruchomej ściance. 

W pracy [s] zastosowano wielomian czwartego stopnia, 

"idasyczny" w rozumieniu rozdziału 1, tzn. spełniający takie 

warunki na ściance i na granicy ~arstwy przyściennej, jakie 

zaproponował Pohlhausen w swej klasycznej pracy ,{4] , str. 

260/. Niewielkie zmiany polegały tylko na uwzględnieniu ruchu 

ścianki. 

Vnioski uzyskane przez nas /[6], Erratum/ można streśció 

w nast~pujący sposób: 

i/ zastosowane przybliżenie lvielemianem klasycznym 

4.stopn1a nie daje rozwiązania w pełnym zakresie prędkości 

ścianki; mianowicie w zakre.sie 

brak rozwiązania; 

2/ przebieg rozwiązania przybliżonego w zakresie 

różni się znacznie od rozwiązania ścisłego. 

1-.Lówiąc "rozwiązanie" mamy na myśli funkcje: 

fl = i\ (ci) 

c2 c c2 (ci) , 

z których pien-;sza określa grubość warstwy przyściennej, dru

ga - bezwymiarowe naprężenie styczne na ściance, które sta

nowi element najistotniejszy z punktu widzenia pewnych zasto

sowań /patrz np. (s] l. 

Innymi słowy, metoda Pohlhausena - w opisanej formie 
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1 w·zastosowaniu do ocaWiane~o przypadlal przepływ- za

nodła. w :ramailb. pracy. [6 , Erratum J poprzestalilmy na 

stwierdzeniu tego :faktu, Wiedząc, ie z a w o d ll o • 6 
. . . . . . . 

m ·e :. t o ·d Y .. P o h l h a u a e n a ·; jest w og6le :fakte• 

~nanym. •l Na.to~ia~t podejmując . prac- niniej:sŻZ\, _ p~agDQli,my 
zbad8.Ó tł spra\fł 11ie~o dokładniej; Iiii ·to. u~Żynili,my w ·pra-· 

. ,• ' . . . 

cyH· cytO\ranaj . · l (6] . ,· Er~tum/~ Ot&6l~ie bior~o· pragntliśmx 
· strrj,erd.~·i6 ·; czy beto% ·Pohlhausena · zawfe·d@ia ·- w odnies1eJ11:U 

. do przephr~ · ·· gsJedzt.~e puzcitu. ~pi.ttrze.Qia . - .r6~eł : . 

przy zasto~owaniu ·· wie lom.ianą stopni·a :wx~s·żego n1.ż czterr. 

·. :;:~e:st~ .ta. etanowiła pods·tawowy ~.i pracy~ iu~eresuj~~ . 
. cy prżede WIZ.ystkill dlate.go·, ·e· :p 'r. Z· J . O S 7 D ·a · Z a-

·lf o d n· o s c l metody PohlbaUsen& ~e była· ·dotyc;hcżas; · 
. . . . 

o i.ie wiemy, przedmiot e• zadawalaJących·. badali. 

· . · . WydB.je· · siQ OD$ ~iu~ . z ·:ra~t.u,' iż przybliżenie J:Ozkła-

. du · prędko~·ci w warstwie wie:lomiallem . pC,tęco~, tt6rego wap6ł.;. 
czynniki · określa a i t ·z · warunków, . dotyCZZ\cYCb wył~cw.e· brze

.gów .wantwy i kt.óry spe·~Dia 11średniona, nie za' 8cisłe 
równant&· •ars.twy przy,~;te.rinej · ~ :P.o p~ostu nie jest przybl1-

. . . . . . . . . 

teniem . wystarćzająco·do.kładnyJI;. zwłaazcsa, · ~· · niektóre · 

warcmki, nakładane na ten wi.elomi&ll .ą.1e . m&jł\ właściwie 

u~sadllienia :fizycznego. Mamy tu ·na .un.cbe waruuld. · 11uzupeł-
. . . . . 

. n1ajlłc•", ktÓ:re . postulujłł : znika~*' pochÓdJ17oll ~ielomianu 

na granicy wars.t.W1. 1 przepływu pote~cjalnego 1 to pochodnych 

.;Na przykład · Schlichting 1 ·· Ulrioh /[2] ·, str. I i2 , 
. .Bild 5 /_ wspominają O· Diemo~li~OŚCi obliczenia 
.warstwy przyścielUlej w punkcte spiętrzenia i jego 
bezpo~rewd.m .. sąs;iedztwie ·~ meto'€14 ·Pohlhausena, opart' 
na: wielomianie 6.sto~nia "~modyfikowanym" w rozumieniu 
roza.z • .t. •. S.twierdzajl:l, że pochodna gru·bości warstwy 
prŻyściell.o.ej jest w tym punkcie nieskończenie wielka; 
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.tak :Wysokiego rzę.du - w zależnosoi od stopli1a wieloJI~anu - by 

uznpe łnić · liczjję r~vmań służących do Wyz.nacżenia ws.półczYn;;. 
ni~ów /por.par. 1.21. Nic wi~c dziwnego, że ~. pewnych kon

)rretnych przypa~ch przepływu przybliżenie rozkładu p~cik.oa§.:.. 
. . . . . . . . . . . 

ci W warstwie wielomianem ·potf2gOwym może okaza~ Bił Wfłłta.rcż~.;. 

jąCC) dokładne; W innycł;l natomiast ;..· tak da.l~ća nied9kładne, 
. . .· . . . . . . . 

że w .og6le nie : prowadzące . clo roi:Wiązani&. ·Nieco inaoze.j widzi 

Huge lman · [1] · .p~zyczyn~ nie powtłdze ni~ me t ody . PQh~hau$.ena przy 

Żastoso.w&niu ·jej do p:rzepłr,vu w slłsiecU:twie · pu.nld~. sp.1~trze~ 
nia • . Wedłu.g. Hqgelmańa ... "• ~. przy~zyna niep~wodzenia tkwi · 

. . ·' . 

w ·p~m1nięc1u . niezbędnego wamnku żiodno,ci", . wyni.kaj~cego . 
. . 

ż równań warstwy pr~yście.n.D.eJ. , p~y czym".··.- · doł4·czeilie . tego 

wa~ .zapewnia metodzie PQhlbausena· mo~liwoś\S do.tarczeDill. 

popn:-wny.ch rezultat6w w lmłY.m . ~a.kresi~ pJ:takości U.., ści~nkl~. 
Cytowane u~ywkj są •wbowiym . przekładem cz~tago 1 piątego · ·· 

zdania pracyHugelma~· [1) • . :Na .popa~cie tez, · zawartych " ·obu . 
. . 

tych' zdaniach /a sp~zecznych - ·nawiasem m6wiąo - z · cttowa~ : 

pracą Scillichti~~ i - Ulricha. [2} l_ przytacza Hu~eiman lf)'niki, 

uzysltane przy pomocy łłzmodyfikowanego" wielomianu s. stopnia, 

& obejmują·ce zakres: 

· Dmgim cel~m niniejsze~ pracy była z.atem chęć zbadania 

prawdz.iwości twierdze%5., zawartych w dwu o.~owanych zdaniach · 

:U.ugelmana.. 

liianowicie, .. poniewa~ Huteh1an za.stoso'iJał ·wielomian 

·zrJodyfikowany s~sto:pnia, ·a my [aJ ;_ wielomian klasyczny 

4.stopnia,- Żachodziła wątpliwość, czy na poprartenie · wynik6w 
. . . 

•~-:r~;:yi-a :-,a pewno "rodzaj" wielon-tianu,. a nie jego stopień • . 

· Zdsoydo'i7aJ.iśmy zatem wy:<~one.6 oblit::zeuia z.~róWno odmianą 
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klasycz!Ul, jak i zmodytikowarią dla r~ 4; 6; 8 w celu 

rozstrzygnitcia tej wątpliwości. · 

Trzeci cel pracy stanowiła kontrola w~•ikuw liczbowych 
. . . . 

Hugelmana. Ot.óż - IIuge lman. uzyskał s~e wyniki [1] , całkując 

numerycznie p~wiell u_kład równań r6żniczkowych, co jest nie~ 

potrzebne, 'bowiem w przypadku prze:J)ływu w sąsiedztwie punktu . . 

spi~~rzeliiamożna . obltczyć · w&Żystld.e _niewiadome y."spółczynniki 

wielomianu, .jak równie~ · pohl.h.~seuowski parametr ~sżtałtu 
. . . 

/po~ • . par. 1,3i ~z układu · równań . alg·ebrai·cz~ch. Chcie.liśmy 

wi•c · porówn~ wyniki.·.·uzys~~ . dwoma· niezale2a1ymi. sposobami. 

· 3. PRZEPŁY\f W S,ł.SI:EpZTWIE PUNL:TU SPiijlT'RZElUA. · 
. . . . . ·. 

. . , · . . . . . .. . , , : 
3.1. Wzor _całkou · .Karmana 

. . Je.żeli zaró~ prt~o~.S ścianki . ·u~ jak 1 ·prędkoą6 . 

przepływu _ria granicy warstwY.Sił proporcjo1111ln~ do od;I.egłpści · 

X ·Od punktU spię-trzenia, t .Zile . /r'fSe.i/:· . 

a (x.o) • · U"~ x ·; 

. U : (~,' -ó) ••· tT ~. X t . 

warstwa jest samopodobna i 'IIZ~~ ca;tkoWy xarm&ria {1 •. 9J re·.;. 

duku.je się 4o rówDania a;I.gabra1oznego~ . 

Samop.odobieństwo wynik& łat:.ro 'z . Po.Yższych założetł 
. . 

i war1iilki1 · (1.2o) na •oiance. ótrzymuje~y i!lianow1cie: 

~ 2 u ·l · a 2 .. "'x.- , 
Y · . Y.•o 

• dul .· ~ N.X, 
.. · Y . Y~ e· 

a · na. tej podetawie i przy uwiglę;lnien.1u wzoru (1.s} m1oskuje

my, 1z 
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:Uprowadzając 

U a A,· X 

't': •Bx . O· 

do wzoru całkowego KArmaDa (1.9), dost~zegamy natychmiast, 

...... po4st~Wie ~na-11zy ~iar~w, że · ani · J , . a.D.i . l ... nie 
. . . 

mogą zal~żeć ·o~ x.: s' · sta.łymi .• Wobec t·ęgo . - bezwymiarowy · 

ro~kład prędkości w .war~t~a wyst~p~jący we wzorach (1.6) 
i (1.1). też nie mote zaieżeó od x . , tzn·.: 

~J (u tx,r)),. 0 , 

co . właśnie określa "sBJ:lopo~obieństwo" . warstwy. Współczynniki 

wie lomia::lu (1.11) są wiQO .. s . t . a . ~ y m 1 - w rozważanym 

przypad1..'11. 

. z -powyższych rozwazaó wynika, iż pochodna dJ 
\U: , . ~ 

stępująca r;e vzorze Karmana, jest rór:na zeru, i .lilożna 

uzorowi po stać 

( J . ·· .· Jlł) , . t'o 
2 \T :+.T u u . ·=.yo .. 

zawierającą już . tylko pochodne znanej funkcji u. 

3.2. \i'sp.ółczynniki 7<ialom1anu kla.svcznee:o 
i zmodytikow~~eao 

. • wy-

nadać 

F odstawiając wyra~enia (1~ 16) - ~.19) do wzoru całkowe
g\) ~r.:3na. (3 ~ 1) , uzyskujemy pierwsze rJvnanie na 't'lspółczyn

niki wielomianu ~.11) : 
.f. . . ) 

. ~ •"' ~ s:. w .. 

. ' 
Dalsze ·równania tworzy.uy w oparciu o rozważania paragrafu 

~· -~ł.w szczególności - podstawiając (1.3) i ~.11). do ~.20), 
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wyrażającego równanie Prandtla "na ściance", otrzymujemy: 

analogiczne podstawienie do wzoru (1.23} 
warunek zgodności, dostarcza równania: 

wyrażającego 

Pochodna k-tego rzędu wżględem y wielomianu (1.i1) ma 

postać: 

Ostatecznie zatem, można zestaWić równania, słuzące do 

obliczenia J1 , a1 , a2 , ••• -~ w prz)~adku "klasycznym" 

i "zmodyfikoll'anym", w formie następujących d'WU układów, ·różnią

cych się tylko jednyin równaniem: 

(a.4) 

I. R6wuania dotyczące zarówno wie lo mianu klasycznego 

jak 1 zmodyfikowanego: 

N 

z 
,.. " 
ź 
lta;f 

/'1 

1 - c -1 

. . . . . . . . . 
• . . . . .. 

z n (n - 1) (n - 2) ••. ro- (N- 4 )] a • O 
·•taH·l · 1: --u 
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układ ten obejmuje łącznie N równAń; 

II. Równania dotyczące - alternatywnie - wielomianu 

klasycznego lub zmodyfikowanego; 
Ił 

Z n (n-j)(n- 2},(n-(N- 3)] 
"•N-Z 

a cO n - /wielomian 
. klasyczny/; 

ci ai i\ - 6 a3 = O - /wielomian zmodyfikowany/. 

W obu przypadkach otrzymujemy zatem układ (N + 1) równań 

z (~: + 1) .n;.ewiadomymi, którymt są: A .. ~1 • a2 , ••• ~1 • 

Układ ten jest nieliniowy, bowiem suma s2 , występująca w równa 

niu (3.3) , wyraża siQ nieliniow.o poprzez współczynniki a1, •• 

~ - zgodnie z wzorem (1.15). 

3.3. Przypadek szczególny: wielomian 4.stoprtia 

Jeżeli stopień wielomianu jest dostatecznie niski, mo:Zna 

sy~ rowadzić układ równań (3.3) , {3.4) , (3.5) , jak również 

uleład (3.3) , (3.4) , (a.s) do jednego równania algebraicznego 

z jedną niewiadomą. Jeżeli stopień wielomianu jest zbyt wy

soki, redukcja taka, w zasadzie zawsze możliwa, jest tak 

pracochłonna i nastręcza tyle możliwości popełnienia omyłek, 

że nie warto jej dokonywać 1 lepiej uciec sit do wyznaczenia 

współczynników wielomianu oraz parametru i\ czysto numerycz

D j~i metodami wprost z wymienionych układów równań. 

W przypadku wielomianu 4.stopn1a redukcja układu do 

jeilnego równania z jedną niewiadomą A udaje s1~ przepro

wadzić niezbyt wielkim nakładem pracy zarówno w przypadku 

i:>. lasycznym, jak i - w zuodyfi!cowauym. 

" obu tych przypadkach równanie (3.3) , wynikające ze 

\'/ZOru cał~owego ~Carr.1cina, przybiera - po oblic.zeniu Si 1 S2 . 

- postać następującą: 
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(3. 7) 

Z układu (3.4) , uzupełnionego równaniem (3.5) , albo 

też (3.6) , możemy wyznaczyó współczynniki ai, a2 , a3 , a4 

jako funkcje A : w obu przypadl\:ach odpowiedni układ jest 

liniowy względem tych współczynników. 

(3.s) 

Otrzymujemy wówczas w przypadku klasycznym: 

a i = {i - ci) [ 2 + + 1\ ( i + o1) J 
a2 • - + (i - o i 2) i\ 

a3 =(i- ci)[-2 ++A (1 +ci)] 

a4 = ~ - ci) [i -+ 1\ (1 + oi) ] ; 

a w przypadku zmodyfikowanym: 

{i - c1) [4 +{i + c1)A] 
ai = 3 + ~ ci A 

a.2 ,. . - + ( 1 - 012) i\ 

a 3 = + (1 - c1 ) oi A 
4 + (1 + c 1 ) A 

3 + ~ 01 i\ 

Podstawiajqc (3.8) do (3.7) otrzy-.:Juje;,ly równanie: 
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podane już w naszej wcześniejszej pracy [ 6, Erratu.m]. 

, Powtarzamy, że dotyczy ono przypa.dk"U klasycznego. 

Podstawiając natomiast (3.9) do (3. 7)· otrzymujemy r6wna

n1e:I./ 

1\ 3 i - Ci ( 2 . ) +L l 168 i30 c1 + 3i9 c1 + 204 + 

+ 540 :1 o , 

dotyczące przypadku zmodyfikowanego. 

Wyznaczenie warstyy przyściennej i charakteryzujących 

ją funkcji .l\.(c1) oraz o2 (c1) odbywa się - przy wy

korzystaniu uzyskanych równań - w następujący sposób. 

Po rozifiązaniu równania (3.i0), bądź też . (3.11} względem 

l\ przy zadanej c1 , albo odwrotnie - względem ci przy 

zadanej Ji. , oblicza sit ai odpoWiednio z róm1ania (3.8) 

lub (3. 9) , a potem - oblicza bezwymiarowe napręzenie stycz

ne · c2 z wzoru (1 •. 25), odpowiadające parze liczb fl , ci •. 

W opisany sposób możemy w z a s a d z i e otrzymać 

wartości funkcji: 

r. ) { A· c A (c1) 
~.i2 ( ) 

c2 = 02 01 t 

i/Autorzy wyrażają podziękowanie Fani mgr Joli Breiter 
za kontrol~ rachunków, prowadzących do tego ró~uania. 
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w wybranym przedziale c 1 , a ściśle .j - dla dyskretnych, do

wolnie wybranych wartości ci , traktowanej w t~ prZ}};ad~~ 

jako zmienna niezależna. 

Powiedzieliśmy: "w zasadzie", bomem rozwiązanie (3.12) 

może nie. istnieć w wybranym przedziale, lub jego części. 

Wyniki .odpowiednich obliczeń, dotyczące przypadku 

klasyczne~ o, a więc oparte na rór.naniu (3. ;10) , są Zal!lieszczo

ne w naszej . wcześniejszej pracy [6 , Erratum]. 

3. 4:.. Zasada gznacza.nia /1 (c1 ) w prz :rpa.dku wie 1o

~ia.nu ~-tego s topnia. •. 

Skoncentrujemy SiQ w niniejszym paragra!ie na wyznaczaniu. 

A dla zadanej wartości c1 v przypad1.-u wielomianu N-tego 

stopni&. Zgodnie · z uwagami par. i ·.2. obowiązuje przy tym 

zastrzeżenie: 

N :? 3 • 

Opiszemy metodt numeryczną rozwiązania tego za~adn1enia, 

która niezawodnie prowadzi do zauiierzonego celu: przy jej 

pomocy uzys~ano r.szystkie wyniki liczbowe zamieszczone w ni-

niejszej pracy. t.:etoda ta jest metodą kolejnych przybliżeń. 

Przy jej zast~sowaniu wyko.rzystuje ei' spostrzeżenie, iż 

układy równań (3.4) , (3.5) oraz (3.4), (3.6) są linio-we 'trnglę

dem wsp6łczynni~6w a 1 , ••• ~· 

Zasada wyznaczania /1. dla zadanej c1 przedstawia się 

nastę_pująco: · 

1/ obiera sit dowolną wartość ll 
2/ rozlriązuj e sit liuiouy układ rómlań (3. 4) , (o. s) , 

albo te~ ~.4) , ~.6) względem współczynnik6w a 1 , 

a2 , . ~ ; 
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3/ oblicza się wartości sum s1 i s2 według ~orów 

(1.14) oraz (1.15) 
4/ sprawdza się, czy równanie (3.3) jest &pełnione 

z zadaną dokładnością. 

Obliczenia powtarza się cyklicznie według tego sci1ematu 

dopóty, dopóki kolejna wartość /l. nie spełni równania · (3.3) 

z zadaną dokładnością. Przechodzi się wówczas do obliczenia 

c2 według wzoru ~· 25) ; przypominamy przy tym, że odpowied

nia wartość współczynnika a1 jest wyznaczana automatycz-

nie w procesie rachunku dla aktualnej wartości A , stanowiąc 
rozwiązanie układu równań ~.4) , (ll.s), albo też (3.4) , (3~6). 

3. s. Rozkład. pi]dkości w warstwie jako . kryterium 
jednoznaczności rozwiązania. 

Metoda Pohlhausena nie zawsze prowadzi do jednoznacz

nego opisu warst~7 przyściennej. W odniesieniu do przepływu 

w sąsiedztwie punktu spiętrzenia wieloznaczność opisu 

warstwy wyraża sii faktem, iż układ równań (3.3) , (3.4), (3.5) t 

albo te1i (3.3) , {3.4) , (3.6)ma_- dla. zadanej wartości c1 
- więcej niż jeden pierwiastek dodatni A . 

W przyPadku ci = O fakt ten istotnie ma miejsce, co 

można łatwo stwierdzić, badając trójmian trzeciego stopnia 

zamieszczony w pracy Pohlłlausena [4] • i.~awiasem món-iąc, 

Fohlbausen nie podaje wyników takich badań 1 nie wspom~na 

o istnieniu kilku pierwiastków. O istnieniu - w tym przy

padku - dwu dodatnich pierwiastków i jednego ujemnego 

pisze natomiast Goldatein [7] • 

W przypadku ci ~ O świadczą o istnieniu kilku 

pierwiastków wyniki, zamieszczone w naszej wcześniejszej 

pracy [s , Errat.um ]• 

http://rcin.org.pl



- 21 -

W związk~ z pojawianiem się wieloznacznego rozwiąza-

nl.a wyst.ępuje potrzeba ustalenia k r y t e r i 6 w , 

k t 6 r e p o z w o l i ł Y b 1 u j e d n o z n a c z- ·. 

· n i ć r o z w 1 ą z a n · i e. Otóż przyponinamy, że nasże 

wc7JeŚ!1ic~sz..: . badania dopromLdziły do wn1os!ai, iż roz~łady · 

prę~kości w warstwie przyściennej ·, odpowiadające ró~nym 

wartościom pierwiastka Lt • rożnią si~ o.d siebie jako~ .ciowc.: 

··jedne ,z. nich· są JQonotoni.czne /rys.2a/, . inne -nie /rys.2b/. 

Fakt ·. istnienia róznych · jakoś ci owo . rozkładów pręd:..;.os ·ci 

był chyba znany Już Pohlhausenort,. który wspomina 1{4], str.260J 
. . . 

że " •• -roz~ład Prtdkości ••• musi zachować k!iiZtałt ·ao:puszczel-

ny z . fizykalnego punl~tu widzenia, tak aby m .. in • . nie występo-

. wał wz.ro.st prędkości powyżej u.(x)". :Pohlhausen nie uzasadnił 

· zresztą wcale dlaczego taki rozkład pt'Qdk(.)Ści .. miałby być 

.· niedopuszcza.lny, i nie wyjaśnił, czy na tej właśnie. podstawie 
. . 

r.ybrał . -dla przepływu w sąsiedztwie puiJ.ktu spiętrzenia 

-mniejszy z <dw\idodatnich pier1riastk6w; tzn. A . ~ 7,052 • 

. . Goldste·in [7] na.to~iast, uzasadniając wyb6r tego · 

wł~śpię ·pierWiastka pewnymi ·. względami anali tyczn~-wi /wy

~luczenie pti,nj(tu osobliwego,. leźącego poza punktem spi~trze

.ó.i-a/, p~min.ął .cał~owicie milczeniem. la."'1f6Stit rozkładu prędkoś~ 

ci. v; W&rstwie, .przynależnemu poszczególnym wartościom Ą • 
W ·sposcSb ogólny, nie .nawiązujący. w ogóle dometoQ.y 

Pc:ihlhausen&, zbadał Nickel (s] rozkłady pJ"łdkości • war~tWie 

przysciel:lllej, "fizycznie możliwe" w sensie zgodności z równa

niem Prandtla. Stosując rezultaty tych badań l [s] • · str.28 

oraz Abb. 11. ·/ do przepływu .w sąsiedztwie punktu sptQtrze- .· 

nia .na . n i e r _ u c h o lli e j ścta,nce, można łat\vo 

s~wierdzió, :te . niemonotoniczny rozkład prędkości nie . jest 
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możliwy, nie spełnia bowiem nierówności l [8] , str.21/: 

u ( x, y) ' U (x) + e 

będącej wnioskiem z równania Prandtla. 

Zgodnie z wynikami Nickela Qbieramy monotoniczność 

rozkładu prędkości jako kryte;I'iWll jednoznaczności rozwiąza

nia, jeśli chodzi o Punkt spiętrzenia na n 1 e r u c h o-

11 e J ściance. 

Do przypadku r u c h o m e j 
~c~ 

ścianki wyni~dzit 

nie stosują się bezpośrednio, można jednak rozszerzyć je 

również na ten przypadek, uogólniając tym samym WBpomnian• 

kryterium jednoznaczności. 

Jak wynika z powyższych rozważań, w konkretnych 

rachunkach może wystąpić potrzeba kontroli rozkładu prędkoś

ci. W niniejszej pracy dokonywano takiej kontroli, obliczająd 

wartości wielomianu (1.11) i jego pierwszej pochodnej wzglę

dem 4L - w przedziale: 

0~"1.'1, 

a ściślej - w dostatecznie gęsto rozmieszczonych punktach 

tego przedziału. 

3.6. Wyniki obliczeń 

Wyniki obliczeń są reprezentow~ne na wykresach /rys.3 

- rys. 17 l, 1 dotyczą one wielomianów aproksr...acyjnych 

klasycznych i zmodyfikowanych, o stopniach parzystych 

N :a 4; 6; 8. 

Niekompletne obliczenia przeprowad:sono również dla 

wielomianów stopnia nieparzystego: 

N= 5; 7. 

Wyniki tych obliczeń wystarczały do stwierdzenia, iż 
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n i e p a r z y s t o ś 6 w i e l o m i a n u n i e m a 

w p ł y w u j a k o ś c i o w e g o n a r o z w i ą z a

n i e. Z tego wzgiędu uznaliśmy za niecelowe zarówno za-

. mieszczanie w ąiniejszej pracy niekompletnych wyników do

tyczących uielomiariów nieparzystych, jak i uzupełnianie 

tych wyników w oparciu o dalsze obliczenia. 

Niektóre wyniki zamieszczone w niĄiejszej pracy, mianowi

cie • odnoszące się do wielomianu klasycznego stopnia N = 4, 

były już częściowo opublikowane l [s], Erratum/. W celu umożli

wienia porównarl przytacza~y je jednak ponownie, zresztą - po 

pewnych uzupełnieniach. Przedstawimy w pierwszym rzędzie 

wxniki . obliczeń dotyczących odmiany klasycznej. 

Pe"ne wstępne wskaz&vki co do zakresu tych obliczeń 

zaczerpnęliśmy z wyników uprzednio uzyskanych /[6], Erratum/ 

dla wielomianu N = 4, reprezentQwanych na rys.3. 

Jak widać. , funkcja .A.(c1 ) ma w tym przypadku dwie 

gałęzie: jedną - w przedziale 

drugą - w przedziale 

Ponad to - w przedziale (3.14) funkcja ta jest dwuwartościo-

wa. 

Dla wybranych pięciu punktów zaznaczonych kÓłkami na 

rys.3, zbadano rozkłady prędkości w warstwie przyściennej. 

Wyniki tych badań zestawiono na rys.4. Pozwalają one - w po

łączeniu z kryteriUm jednoznaczności rozwiązania, przyjętym 

w par. poprzednim- wyodrębnić te części krzylrych na rys.3., 

które spełniają to kryterium. Latwo zaur.ażyć, że kryterium 

jednoznaczności jest spełnione tylko ·na "dolnej" gałęzi 

w przedziale (3.14), oznaczonej ciągłą linią. Na "g6rnej" 
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. gałęzi w tym ·p.rzed.ziale, jak również· na oałaj krzy;reJ 

'ir przedziaie. ·. (3 .. '15) . ·, kryterium jednoznacznoiic1 nie jęs.t 
. . . . . . . . 

spelpione, . bo~em · rozkłady yr4dko.ści, odpowiadające punkto11 . . . ~ . . . . . . . 

llA tych lini~ch·, nie są monotoniczne /symbol . NM na · 
. . 

odpowi~dJiich wyk:r~sa~ll rys~4/. 

Opierając się ·~ tych Wyn~kacb, ~gratticzyli,.my zak.res 

Obliczeń . dOWy2ónSOzen1a: w .. przypa.dkli N· • . ę,orij N. a· 

krzywych, pri~chodząoycb przez punkty o .. od.Qi,~ej . c1 a o 

i .nie ba~~liśray nawet w ·tych Ci~: prz)'p8cikaoi1 is~ltienia · 
. ·. · .. .·. ' ... ··. . . . . .. · .. · - ' . " 

gałęzi, an~logicznej do .Jirzywej K · na ·r,.:a .• 3.· · 

. . \Vynik·i o~iiczeu. tukcji · .·4 (eJ dla N'· :6 . ·om~.· . 
. N = s ś.ą ·z.e startone .m;,. rys.s, . prz.t . czya · .. ~ ·d~a poró~• 

- w:rY.soliano także w,Uik1. dl& .Jq ~· '· Jak . jui wąpomiiUI.nó• 

niekomple·t:~ę · \~ik~ 1.!-z.ysk.ilne ~la· N ·· · 5 ·. oraż ·N :i ·7 

pozwalają st'!ierdz~ó ... że odpo:cdednie linie . .A (c1) maJ-

w tych . d'WU przypadkach taki saa kształt, jak linie pnedsta..;." 
. . '• ..... . · o . . . . 

uione I1a .z7&•5 i . leż·ą - .odponednio ~ lliędz:r linialld> dla 

N = ·4 · i N =·6, bądźteż- m1t~7 . l~niam1 . dla ·N •6 

i R= 8. · 

rrre skowane . ci, li ci k:rżywjoh na. rys·. s . ' o'dpoW:iadajil 

· ~iemonoion1cznym rozkładoBi prtdkÓśc~ : w ·· Fa~stlf1e~ co •ożna 
. . 

stwie~dz~ć,· ro~patr\,ljlJo ·. wykresy Plld:1'Qiio1 przedsta~on• · 

. na ~ys.6 · 1 'h . 

. ~~a: ai.e~tó.rych -wykresach . rya;. 6 1 . '1 : niemonotom:ez~o~ć Je i t ·: 

·s;:·aho 'wiiloóztta~ 'niel:Uniej jednB.k 1rynik1 . lio~b~lfe: pozwoliły 

stwie .~dzić Jej t-stnieni• lub . br~k :w ·a:pÓaób jadnoż~czny, . 
. . . 

i na ich poc:Istawte - . od~omediiio :... Wni·esiono . na wykrel!la.ch. 

syxnbo.l · ~ ; lub · nie~ .. 
Fu!lkt y na rys~ 5., kt.6,cym. o.dpowiadaj~ rozkłady 

. ' . . . . . 

p~ędkOŚC~ n~· r.ys;.4· ~, 6.;. . i ! •, są oz~c~o·ne · kołkami•. 
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Osta~ni fragment wyników dotyczących wielomianu 

klasyczne,o, stanowią funkcje c2 (ci) , reprezentujące bez• 

wymiarowe naprężenie styczne i przedstaWione na rys.a., 9. 

i iO. Kreskowane i ci~głe linie Da tych rysunkach odpowiadają 

kreskowanym i ciułym . _odcinkom linii- na rys• 5. 

Linie ]) /]treska ·- kropka/ na eya.a., 9., iO określaj{\ 

rozwiązanie "ścisłe" 1 ·Zaczerpnięte Z naszej pracy [5J • 
. . . . 

Pionowe kreski oznaczają koniec przedżiałut w któlj'lll istnieje 
. . 

sensowne _fizycznie rozwiążani e · /w rozumieniu · przyjęte·go 

kryterium·jednoznacżności/. 
. . 

Jeżeli rozwi~zanie prz~liżone · istnieje dlłl. . c1 ) i , jak 

ma to miejsce w przypadku N=-= 6 oraz N= 8, c~ągłe i kresko..l 

wane . . linie niemal pokrywają Sit ze sobą w tym zakresie'· jak 

równiei z krz~ "dokładną". RÓżnice mitdzy nimi leżą 

w granicach grubości iinii na rys.9. i ió • 

. ;vmiki dotyczące odm1any .zmodyfikowanej są reprezento

wane na rysttnkach od 1i. do i.7. włącznie • . 

Podstawowy wynik stanowi- jak poprzednio _• tuilkcja 

i1~1) , przedstawiona na rys.i1 dla wielomianów stopnia 

N = 4., 6., s. Porównanie z wynikami, podanymi na ry~.s, 

pozwala stwierdzi6 istotne tó~nice jakościowe, polegające 

prz.ede wszystkimna tym, że obszar istnienia rozwiązania 

jest ograniczony w przypadku. odmiany klasycznej od strony 

dużych uartości ci; w przypadku odmiany zmodyfikowanej 

od strony małych wartości c1• 

W pewnym zakresie wartości o1 i .stnieją - jak poprzed

nio - dW"a pierwiastki dodatnie .A • Gał~zie odpowiadające 
,.liększym wartościom A oznaczono liniami kreskowanymi na 

rys.11. Roz~łady ;:;rędkości 1 odpowiadające punktom linii 

krest.:owaaych, są niemonotoniczne, o czym można przekonać się 

rozpatruJąC wy ;.resy n<1 rysun:ach 12., 13. i 14. PoJ.ob..1ie 
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jak .poprze~o, ·. 9zna.czono kółeczkami na rys.; 11 . punktyJ 

~6~ · odporladaJił po_~e rozkłady Prtdkośc1 • .. 

Ż~wauy, · . ·:~;e . - przeciwnie nit w ·przypa~ O'dnliany 

kl~sycznej :.. . ~zkłaciy p q dkoś ci ·odpo~~dając.e . 1i.n1om. ciąg łya 
Q& rr8~ii •• : 8łł .na· ogół . ·również nie . monotonic~ne. ·Ni .. monoto• 

D:ioSn~ŚcS . zazuacża Sit przy ·tym .W S .. topniu .tym· ·wiflkSZ)'II, · nim 

nt~a:.~ · j~s~ wa~ośó ~-. , a mn.iej·sz~ - wartoać o i . • ~ 
Y j ed.D.J,IIl J edyn1JI p~zypadkli. ·mianowicie . dla. 

. . . 
. . 

.lf llł 6; . A ·· ·. ~5,96; · ci..~ .2,_0 

zit ·~·:· ~~s:t to: p~n)adek oc1,osobu,ióny, · i .te dia odpowiedDJ.o · 

du;łyoh ci : wysit·PUJłl rozkcładJ' mon~toll.iczne • . Prz)rpuszozenie 

to wjdaje sit poi:wierdzać tak~-~ te. dla 

oi . a i 1S 

Jiie'-onotoniczno'ć ·rozkładów pn,dkości ·jest .bardzo mała 

-~, · ~la wieloill~~ów stopni~ · N • 4; ·a • . 
. . . 

;Wjuiki · d~t:,.Czlłc• napqż.enia styc~nego są .przedstaWione. 

ua_rys.15.-; 16. i .1'7._- ~raz _ z liDiłl i> /}Cr~ska- kropka/, 

repręzentu..lą~ "dokła~" f.i,tnkcJt ~a (ci); o której juz 

była mowa. ·w zakresie 

.01~. · · 1 · 

o.baerwuj~ s-1~ ·dobl"ł\. ·żgodność wyników przybliżonrch z . dokł.ad

n;m. ~ · niemal ·niezaletn_1e od st.opnia w~ e lomianu.· W zakresie 

· O~c-1 · ~ 1 

$cod.Do46· ta·'jes:t ZD&cznie· .goraza, przy czym ~co pod~reśla ... 

my;· _ . ~rzn:»omi~jąc ·zarazem wyniki Schli;ch~1nga 1 . Ulrioha 

~l ~·W. · 8'\&iedztwie . punktu· 
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rozwiązanie p~zyblizone w. ogóle nie . istnieje, 

Linie kreskowane i ciągie · na rysuDkU 11 oraz na 

rysunkach 15., 16., 17 odpowiadają sobie wzajeJ:l!:ie• 

.Analiza Wyników, uzyskanych w ramach poprzedniego roz

działu, prowadzi do nastf:pających wniosków, · stanowiącycl! 

odpowiedzi na pytania · stormułowanaw rozdZiale 2. · 

1. Owniana klasy~zua: metody Pohihatis.ena, . za$tosowana . 

do· przepływu .w sąsiedztwi·e punktu spi~~rżenia, .po
łożo~ego· na prostoliniowej, :ruchomej ścian~e, po

z~ala na. uzys~nie jednoznacznego rozwiEłZ&ni&r po- . 

prawnego ·w sensi~ · aonotouicŻności · roz;kładu prłdkości 

Rozwiązanie to,_ ·reprezentowane ciągłymi liniami na 

rys.s. ,. istnieje w obszarze 

(4.i} o ' ci ' ~ ' 
przy czym GN . jest. _liczb4 tym większ~ •.. im wiQkszy . 

jest stopień N wielomianu aproksymującego rozkład 

prędkości • :warstwie /por. rys. s.;. 
· ·wyDJ.ki dotyczące funkcji c2 (ci) ., reprezentują

cej naprQ tę nie styczne . ~ ś oiance, okazuj l\ bardZo 
. . 
dobrą . zgodność z ro.związa.niem lcisłym, w cał:Ym 

obaŻarze (4•1) istnienia rozwiązania przybliżonego. 

2.;- Odlniana żmodytikowana lltetody Pohlhausena, zastosowa-

na do tego samego przepływu, poz-1a również na 

uzyskanie rózwi~zania, które istnieje w obszarze 

(4.2) O <::: ~ - -~ ci , 

przy czym ~ jest liczb~ tym mniejszą, im wyższy 

jest stopień . N wielomia.nu aprci\:~ymUjącego rozkład 

prędkości /por. rys.11/. Jednak rozwiązanie to: 
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re:prł!zentowane ciągłymi liniami na rys.1j. •• a będące 

jednoznaczną .:!unkc_ją .tl (c~ , u~ e je s t :po:p::-awne w ca

łym· ·obszarze · istnienia (4 •. 2) . - w se.nsi.e monotonieznoś ci 

rozkładu · prędkośc1. w· zakresie. 

~ .~ 01~ . 1 . 

rozWiązanie Jest 1J ogóle nie · do ~rzyjłcia, jak o tya 

świadożą. rozkłady' pądkoś ci·· na rytŚ•11., · .12.·, 13. 1 14. 
. . . . 

. J&lt się wydaj.e~ · dopierQ . w za.Jtree.ie wartości . c 1 , · 

t:iostatecz.trle. · więksżycb od jedności, rozkłady · prędkości 

· i~ają si•- monot~niczne, . czea.o. 49.-.o~ ~JQ.;,_ prze.d,sta• 

rl.one na .. rys~ ~3. . 
. . . . . . . . 

· ~ezy zawarte w dwu zdaniach .Hugelmana . (1)· , · zacyto- . 

·wanych · w ·ro.zdziale 2. ; okazują sifł . za te• . t a ł s · z ·y

:w e - w. 'Wietle · naszych Wyników • . 

w·. szczególności: 

a/ przyozyn.a niepowodzenia odmiany klasyf)znej wcale · 

n ·t e . t ~ w 1 · w p o • 1 n 1 t c i u 

·z ~ ~ d n o ś o ·i .ł .bo1r1e• w obszarze. 

w a r .u n . k u 

lepsze .. wynj.ld . daj e właśnie odmiana klasyczna. 

b/ dołącZeJ?-18 warunlal zgodności nie .zapewnia 

bynaj~fęjmetodzie Pohlhausena mo~liwośo;l. dostarcza-

.ni& popra\11lych tezultat6• · w · c a · ł y a z a k r e-

s 1 e . prędko~ci u,.. · ścianld., bowiem - jak t.o wy

k&zaliśmy,. w zakresie 

odmi~ zmodyfikowa.na w ogóle . rozwią~ania nie daje, 

a w obszarze (4.3) .riie daje. wyników poprawnych. 
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3. Uzyskane przez nas wyniki liczbowe, dotyczące 

funkcji c2 (c1) dla zmodyfikowanego wielomianu 

a.stopnia, nie są zgodne z analogicznrmi wynikami 

Hugelmana [1] , które pr~edstawi.amy na rys.18. 

Szczególne zastrzeżenia z naszej ·strony budzi przy 

t~ takt, i~ Hugelman podał rozwiązanie. również 

w obszarze (4.5). 

Naszym zdaniem, rozwiązanie w tym obszarze nie 

istnieje, a Hugelman uzyskał je chyba w wyniku 

SWQistej ekstrapolacji. 

5. PROGIW.i OBLICZEl) 

5.i. Opis programu 

-w oparciu o zasady wyłożone w par.3.4 1 3.5 , 

przygotowano program obliczeń w języku GIER - .J.lgol. Tekst 

programu wraz z kompletem procedur znajduje sit w para

grafie nasttpnym. 

Sens dziewięciu liczb, wprowadzanych jako dane 

do programu, przedstawia sit następująco: 

N stopień wielomianu; 

TIP liczba określająca rodzaj wielomianu: 

TYP = O odpowiada wielomianoWi klasyczne-

mu; 

TYP ~ 1 odpowiada wielomianowi zmodyfiko-

wanemu; 

K - liczba określająca sposób realizowania 
rachunku. 

Jeżeli K = O, w rachunku kolejnych przybliżłń 

nie zmienia sit wartość o1 , zmienia natomiast 
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.powiemr• . że wspomniane · dwie kolejne wartoś·ci 

.niewiadomej odpowiadajłł różnym z~om liczby 

BLl.D ·• 

iatei"V - liozba 9kreślaj!łO& P.nyrost ·zmiennej ::iiezale~nej, 

· t.zn. ci:- dla . ·. Jr;~ O, · bądź też A ... d·la. 

K ~ 1, po zakończeniu ;... k&zdoJ:'az:owo .. rachuilkU . 

~OlEłjD7Ch przybiiżeń. 

liczpaokreśl&jlłc& 1lośćdys~tliych . wartośc1 . . 

zeiennej · m.~zaleznej~ dla ~t6rycb zostanie 

'lf)'ko~any ~chunek~ . Dla przykładu: . jeśli zost&Diłr 

Wprowauone nas-tę.pujące dane: 

K. = O;. · c1 . ~ O; interv ~ O, 1; . · LICZNIK . ~ · 3, 

maszyna ,.Ykona oblicżeniiL A oraz . o2 ·dla 

. nast~pujłł~ych. w~t-tości c1 : 

c1 • o; . o.~; 0,2 • 

poozea zatrz)'IB& sit • . 

Znajomość · . sensu ·omówionych dziewięciu liczb wystarcza 

do : przeprowadzenia . obliczeń wedłu& pro grama, załączone:go 

~ · pa~agra:t1e · nastQpn~. Trzeba tylko pamił~a6, że· "Kontrola 

rożkładu prQ4kośc1" Jest u~chamiana kluczem: w przypadlt..-u .· 

wciśn~,tego klucza /kbon/ maszyna wydrukuje - po zakończe-
·. . . . 

~'ll .. rachunku· kolejnych przybliteń - wartoś6 rl•l.om1&DU 

t1.11) · 1: jego pierwszej pochodnej wzgltdea t1{, •· w przedziale 

O~'t~1 
~ w ods~tpach 

~'t= 0,1 • 

W tekŚcie programu mot~ z łatwością zidentyfikować 

procedury ·lUb bloki, .w·. których zachodzi np. wyliczenie . 

współczynników . a1 , . a 3 , a .4,· ••• . ~ /procedura "wsp6łozynniki• 
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i procedura Det Gauss/;~/ wyliczenie sum s1 1 s2 , wyli

czenie błędu. BLW; zmiana niewiadomej /procedura 1ntsp 1/; 

wreszcie - kontrola rozkładu. prędkości. 

Tekst programu wydaje si~ zrozwaiały w lwietle 

powyższych Jtomentarzy; w celu dostarczenia dodatkowych 

objaśnień załączono w par. 5.3. wyrywkowe.wyniki obliczeń, 

uzyskane bezpośrednio z maszyny cyfrowej • . 

•l Wsp6łczynnik a wylicza się wprost z pierwszego równa
n~ a układu (3.4: j , zależy orl bowiem. od A, oraz ~1 • 
Spostrzeżenie to pozwala obniżyć o Jednośc rząd 
u!tładu, rozwiązywanego procedurą De t Gaus s. · 
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50 · ~ 

·;_.:r_~_a_l .. _P_r,.;.o_c_e_d_u_T."~e Det G!iuss(n,m,A,exit); · 
. v a l u e n,m; . 
-i n_t_e_g e r n, m; 
_a._r_r_a_y_A; · 
_l_a_b_e_l exit; . 
_c_o_m-:m-e n· t Det oa.uss ~olves m systerils ot 11.,.. ... :::-or ~~'.!?.t~..,. ... .; 'l.l:tth·n 
- .- ·- - UniCn'OWns and· computes the determinant · of the coeffi- . 

· cient mtrix, . r,!he par~ters are: · 

n 

A 

: . Number ot_ unknowns. . 

: Number -ot right_ hand sid.es. ·m:o imp11·e8 tmt . · · 
. only _the determinant vill bę canputed ( c·:r. section· 2) • .. 

: !lei.S the dimeńsion . [1 :n, 1: n+m] . and :mU.st . on' entcy 
· . _ contaln. the · coeff':icie~t ina.trix: -in A[ 1.:n, 1- :n] ę .. :::.d · 

the right hę.tl.d . sides 1nA[1:h,n+1:ri+m]. Th~_so.lu.;.. 
t:1on vectors . a:r.e .ąn· exi.t :stored .as coluniris· in 
A[ l :n,n+1:n+m]. · 

'exit : tabel. to w~ch net Qauss goes ·włien the syst~ is 
siilgW.ar; · 

b e g i n i n t e. g ~ r i,j,.k,i.Oj-JO,; 
· -:r~e~a-1-taet'Or';max';det'fac,tWotac:; ·_ · 
:( ri_t :e;..;,g._ e _r _aJ ~r ~a_y J?enimte[ 1 :ri]; 

m := n+m; 
detf'ac := l; · . . . . 
-r o r i · :z 1 . a t e p · 1 u n _t · 1 l -n· d - :~:e_..g_i'_n_ ---- ~-- ---- --

max :z:: o·; .· 
f o r j :- 1 $ t . e. :p l u n t · i l n d o 
~ max_ := max +~ATi';Jll/12;- .. --- .-:- -

i t max>l_ V :msx<.25 t h e· n 
- b . e g · 1 n · - ~ - - · . · · 
· - 'tw'Otac-: .. 2j·t\(-ent1er(l,n(ma.X)/1 .~863+l) ); 

r o r j . :... 1 .. s t e :p 1 u ri t .i l m d o 
- ii:[t,J] := A[I#'3Jxtwo-racT--- ~ ~ ~ 

· cie~fa;ę_ ::• d.etfaK;jtwofac 
. e: n d ' · . · . . . 
e n :a. equilibrł!i.t:iożi; 

~-o-r-k := 1 a .t e :p· 1 ~u~n..:.t~i_~ n ;.;_d._o 
--b-e g .1 n ~--- : 

.. _irĄX == ... 0~ · ·. . .. ... . " . . . 
. t o r $_ :.-·k ·s · :t e p 1 :u ~ t . i l n. d o - . 
- :-r-o r'{·:.,..; k -s~t~e.l? r .. u-n~t~il. n·-a o 

--b-e g .:.f n ---.- .- · -- -.- ·-: -- ·- · .. -
... _ ?a.ct'Or~: .. · abs(A[i:,·Jn .~ 

i f ma.x <·i'aetor t h e n 
- b e g 1~ n - - - - · 
-mai :~--factor; 

iO := 1; . 
jO := j 

end 
., e n d searching for pivota.l element; 

i . r rJi:x-:-: < Jr-8 t h e :r. G o t o exi~; 
ma..~ :.= A[io,j_o] ;dett'ac- ~=-detfic"Xmex; · 
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i f 1Ó!=k t h e n 
-b~ gin. ___ _ 

- det::a~-:= -detfac; 
f ,j r j := k s t e p 

- - 'l:J- ~ g i n - - - -
- ?actor-:= A[k,J]; 

A[k,j] ::A(iO,j]; 
A[ 10, j] := factor 

end 
e n-d-ipterchange of .rows; 

permute[kJ :=k; 
:f; :f jOl=k t h e n 

- b e .g 
1 

i n- - - ·-
- det.r~a:c-::: -dett'ac; 

- 51 -

unti~m do ----- --

permute(k] · := Jb; 
f o r i == 1 . s t ·e p 1 .:..u_n_t_1_1 n d ··o · 

--b-e g 1 n --- - . 
- 1a.Ctor- := A[1,k]; 

A[ i,k] := ·A[ 1,j0]; 
A[ i,jO] := f~tor 

e n .d .. 
e n-d Gtercha.nge of col.umns; 

f o r 1 . :=. k+ 1 s t e p 1 . u n t i l n . d o 
~ -b-e g ·1 n . · ""':' ~ - :- · . - - - - - - -

- 7aC'tor -:;z: A[1,k]/ll18J<;; ·· . 
· f o r j :== k+1 s t e p 1 . u n t 1 l m d o 
- 'A[I,jl :- A(i,J]---ATk,J)xtiictoi=- --

.e n c. reduction 
e n-d-for k; 

. . · f_o_r_k. := n+1 _s_t_e_p 1 u n t 1 l m d o . 
--f-or 1 := n s t e p -1--u~n_t'_I_i ,-d o. 

--b-e u 1 n -- .--
· .,.. ?a'Ctor- := .ll.[i,k]; 

f .o r j := 1+1 · s t e p 1 u n ·.t :J. l n d. .o· 
· ·- ~a.Ctor := :f'actor---AT1,J ]xATJ'7k1 ;- . ~-

A[:l.,k] := .f'actorjA[1,1r · · 
· . • ~ n d so1ving; 
. 1 t-mT==n t h e n -beg :in __ _ 

- -f-o~r-1 := n-1 _s;...t.;..e .. p ~1 ~u_n~t_i_l. . 1 d o 
--b-e g 1 n 

- Io-:;; .Pel'Ill\lte[i]; 
· :1 f' 10 1:1. t .h e n 
- 1 o :r- k :~n+ T -s t e p 1 _u_n_t_t_l m _A_~ o 
- -b-e g i n ~ - :- -
· - tactor- := A[ i,k]; · 

A[i,k] := ·A(:tO,k]; 
A[ 10, k] · := facto:r · 

e ri d 
end--

e n-d-interchar~e of' solutions; 
:Det-aau.:~s := 1.et:rac 

_e_~~ ~et Gausa; 
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· besj.n· ·. · · 
- -·Y·ii·i·e g -e r T,lf,n,k"'ml'!P~;IC,LICZNIK,L; . 

· ·r-e-al~ ,.. -el ,c2,l~jarteJov:,&1"&2;a3,a4"P,Q,R,s"BI..AD,l1c:zn1k, 
. - --- . eta,ąnik,id.ui(Wn!f·k,dok.l,Sl 1 S2,S3,S4; . · . . 
.. ińprt( lf); . 
· · b·~·g· i · n . . . 
. ~-.-:r~r-:-a.y· · Diett1 bl;~li1::2],A[O:lf,O:lłJ,B,a"x[O:B]; 

-1.-_n-t-e-g e r · & r r a .iY i!1 :2]; · · ..... ~_ , ____ --~-_.-
• l • . l l • . · • ·. • • ' 

l • t: ". • ' ,; · • • . l 

·b·e·s·1·11·· ; . : ·. ~ . . · . · · . 
~1~n~t-e-g e r ~; · r e i. ·1 k; 
• ~1.-:r-:-br:>-:o- t h e ; - -
· -b-e ·g 1 D"':"" - -:- · 
1T11:;1t1l+1; · 

. b[~]:= bl; 
. · . x[l 1:• xO 
·e·n·d· 
7e717 s· e· 
-b-e~g-1 n 

1T21: -:1~1+ r; 
' b[2?l:- blr x[2l:;,; .xO 
e il d· 

. . -.'J=; ir1l+1[2l ;· ... 
1 f 1[1 )x1.[2]=0 t h .e n 

~mtspl :=XO+( •1} IA<J4-T))(Jx(J4-1.)/2xm 
e ·1 s e b e g 1 ri . 

-k==r,+c -rn"tJ+11)/~ i . 
111"tsp1 := x[l ]:.b[l ]x(x[2 ]-x[l J)x.(1+kx(abs(b[2 ]/b[ l ])-1) )/(b[2 )-b[ l ]) 
· ~·n· d 

· :e:~: d 1.ntspl; 
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. • l · ••••.. •• ' 

_p.:..r_o_c_e_d_ u.__r_ e vspołe2ynniki; 
begin . · · · 

- -BT11:;;1.c1-al2]; 
B[2] :=B[ 3 ]:=-2xa[2]; 
A[ l, 1 l:=A[2, 1 ]':~l;· 

- · 53-

f o r · k: • 3. s t e p · 1 u n t 1 l N-l. d o 
~Atki.1 ]:=~[k+ll:;OI ~ 7 .~ 7 7 
· I o r k:=2 a t e p 1 _u_n_t_1. _1 N-1 d o 
- b e ·g 1 n.----
.-Ar,.;k1:;1; 
• A[2;k]:=k+1; 

· e n d; · . t • • .• • • 

_?o_r k: .=3 ;.;_a_t_e_p _u_n_t_1_1 N-1 ~d_o· 
b· e· g·1 n · .· · · · · · · · 

- _f_o_r-T:=2 s t e p 1 u ri t 1 l N-1 d o 
-li ·-e g 1 .n - ---: - . - --- -
- A[k,~]:=A[k•1,'l']x(T-k+3); . 
· ·i·:f A[k,T]<O t h e n A[k,T]:=O 

· e-n-d - - - - · 
. e n d;-
y 1 hP=l t h e n 
-b e g 1 n----
- i[N-T,TJ:-cl ·xlam; 

A[N-1,2]:=.6; ·. · · 
:f o .r T:=3 s t e p 1. _u_:.n~t_i_l N-1 d o . 

-:-- ![1-1 ;T):z~;-- -
· ·e n d; · 
· f~ f'7 eT =E> 1\ TYP=l -.t_. h_ e._ n 
-b-=-e· g· :t n · · · · • · · · · 
- "7'f7' o7r7k:•1 s t e p 1 u n t i l N-2 . d o 

-b-e-g 1 n -: - ·-·-: · · ·· - - •-·-t"":· . • - - · . 
-- 1 o r T:z:2 s t e p 1 u n t · 1 l N-2 d Q 

· · A[k,T]: .... A[k,'f+T]'";- - - - --
· ·e·n d 

• e_n_d _ 

_ e-ii_ a np6łezynn1ld; 
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begi n · · .·. . · · · 
thputt 'I'n",IC~cl ,1a.m1 del,dókl.., interV, tiCZNIK); · · 

. outcr; outtextt l<< 'l'rP1K,c1 ,lam,del;dokl,interv ,LICZNIK,N, l>); 
outcr; out:put( l ~n .iiddl>, 'l'YP, o, K;o, c l ,o ,lam, o, del, o, dokl, o,1nterv, o, LICZNIK, o, N) j 
t:=O; au.tcr; · · · · · ·· · 
1 f . TYP=O t h e n outtext( f·<< 
-- . 'PoiiLiłAUSEN KLASYCZNr(>); 
outcr ;outcr; · · · · · 

· 1 f T'{P=l t · h e n outtext( f<< 
- - . . . · roJłLHAUsEN ZMJDYFII<IJW ANY l>); 
OU.tcr ;outcr; · · · · 
outtext(l<< · 

c l 

. out er; 
.PRAPJCZA'ro(: 

. a5 

. . "i[ l]:=i[2]: ::O; 
rocz:·· 

a[2]: =( c1Xc1- J )xlam/2; 
współczynniki ; 
i· f · c1z:01\1'YP=1 . t h e n 

- -b e g i r. - - - -· 1 . • . • 

· lambda 
a6 . 

-- 1 o r r:=l s t e p 1 u n t i l N-2· d o 
-A[T~N-1 }:=BfTl; --

.De t Gaus s( N'-2 , ·1 , A, ZAL ) ; 
a( C] :=cl; 

. a[· l}: =A[ 1, N-1 ] ; 
·· a[ 3]: =0; 
· f . o r :': = ~ s t e p 1 u n t · i l N-1 '-d_ o 
~afT'+ l· ] : :A[ 1:1 ;N=11; 

e n d e·l s e 
b · e s I n-- 7 -

-~-o-r-:-:=1 st .e p l u .nt i lN-1 do 
-Al ~';vr J :==Bfr1;- -~- -----
::Pet Gau~:-:(t'l-1,1,A,ZA!..);. 
a[ O J:-=c1 ; 

· a[l !:=.;[1,:-i~; 
_i'or -:::=~~s t e_p 1 u n t :il . N d o 
a['i'l:=Al :'-1 ,:f]; 

e n d; 
- s f: =o; 

:' o r n :=O s t e p 1 u n t i 1 N d o 
-!:l :=S1+a[n}J( ii+'il; 

. S2: =0; . 
~· o r !'!.: =0 s· t e p 1 u n t i l N d o 

7 s2 :;:=;2+-c;;;(n ;xa[n j/(2Xnt1.); - 7 - - -

f o :r k :=O . s t e p 1 u n ·t i l N-1 · d o · 
~beg · in- --- - . ---
·~;!~Oi . 

. f o r ·n: =k+1 s t e p 
-~3: ;S3+~[n ]/(n+'k+f )"T 

S2:=52+2xa[k]XS} 
e n d: 

ELAD:;l~( l.~oSl-2XS2)-a[ 1]; 

u n t :1 l N. d .o 

.· 1 f K;.O . t h e n lam:=ints:p1(li::Uil,B~..AD,nieW',bl,i,del); 

al 
a7 

·8.2 
••••••. a[N)l>ł 

1 f- Kxl ·t h ·e '"i>. ~:1 :=intsp1 (~1 ,BLA.:',niev,bc,i,det):; 
- - . 1 f 1[lTxi[2J,.;,o_ .\!abs(nię"W['lJ- ~niev(2]):>dokt _t_h_e_n _g.:._o.t_o. rocz; 
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·1· f lam>O· t h e n c2:=a[1 ]/s;rt(lam); 
-1-f kbon· i h e n 
-Eegi;--- · . 
outteittj<< Kontrola rozkładu pr~dkosci · 

. eta · pochodna predkosć i>); 
outcr; 
eta:=O; 

· FOCZĄTEK: wynik: ::=a[ 1 ] ; ; . · · · · · 
· f o r k: =2 s ·t e p 1 u n t 1 .l N d o 

. Wyliik:=wynik+IO<aTk1xetaTt{k:-lj; ·- . --
output( 1<-n.dddddddddJl-ddl>,eta,o,vynik); 
wynik:=c1; 

f o r k:=1 s t e pi u n t i l N. d o 
~·:=wynik'+aTk1xetaii'k;---- -
output( 1<-n.dddddddddll+ddl >,O,W"Jnik); 
outcr; 
eta:=eta+.l; 
i f eta <1.1 _t_h_e_n _g_o _t_o POCZPt.T.::X; e ii d; -

Ol.lt:pUt( l <-n .ddddddddll+ddl >,c l; 01 c2, 01 lam, o) ; 
·f o·r·k:=1 s t~ p 1 . u n t i i N d o 
-b -e-g i .. n ·• - - - - - - - - - -

outPut(T<:-n.dddddddddll+ddj>;a[k],o); 
i f k/4 =entier(k/4) t h e n 
-~begin ----

-; -=-ciitcr; outsp( 3); 
e n d 

e·ri dk; 
m:-:-- . 

·1 fK=O ·t h· e·n cl :=cl+interv; 
-C:t'K=l _t_h_e_n la.m:=lam+interv; 
L:;:;L+1 ; -:- - - -

1 f L < LICZNIK t h e il g o . t o PRAPC!CZA'EK; 
~ttext( !<< ·Koniec o'bfic:r:e?i·T>); - . · · • 
_e_n_d _ep_d_e_n_d _e.:_ n_ d .:..e_ n_ d _e_n_d; 
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TYP, K1 cl ,).am;del,dokl, 1nterv,LICZNIK1 N;- . 
o.ooo , o.ooo , 0•500 , . 5.000 1 0.010 l 0.001 

· ' POHI.Jt\USEN KIAsYCZłlY . 
OoO:iO 1 1.000J11 1 . 6.000 

c2 ; lambda . 
a5 ' a6 

5.00000000 .-1 l 7 .o4320358 .,-1 l 1.06575115 .+1 
-5.0}4}}0148 .-1 l 2,_006866o84 ·-1 . ' . . . 

5 ... 99?9999 .,-1 . , 6.42o64?3~ .,-1 ,. 1.05632057 .+1 ,: 2.08679o1t6 
-3.66<>991304 .• -1 ' 1.632198221 ·-· , . . . 

,.99999998 .,-1 , . ,.77902'54 ., .. 1 , 1.o475~:n· »+, , .1.8'7o419495 · 
-2.479023878 .,-1 , 1.2958o4749 .;, , . 
6.49999997.-1 , s.n87o840~~~-1 , t.03938ooo.+1 , 1.650241762 
-1.46'7909649 ·-l } . 9 .• 975810917 »·2 ' 6.9999?996 .,-1 .· ' . 

6.99999996 11-1 , 4.44ooo3W 11-1 , · .1.Q3106545 11+1 , 1.42624721~3 
-6.876391172 ·-2 ; 7.375278161 .-2 , . 
7.4m99')4 w.;1 . l }.74}29426 .-1 i 1.0249.61~89 •• , 

. -7.908079773 __ , , 5-,58161500 .a-2 , . . . 

7 .99?99993 .-1 ., 3.02888105 ·-1 ' , .01868548 ~+1 ' . 9.667~:5498o .. -1 •. ..;1.1333617438 
,,}61745272 ·-2 l '~'276508" ·-2 .; . . . . . . . . 

8.4')?1;1992 11!.;.1 · 1 2.29707508 Jl•l '1 . l.01}0248o J)Tl 1 7o31114218o 11•1 1 · •l.4o557098o · 
. 5~557096$43 ll-2 , 1.B8858o562 .-2 , . 
. 8.9999~991 •·1 1 1.54614o40 •·1 1 l.Oo8o1176 .,+1 1 · 4.915222.302 11-1 , .;g·. 576110635 11-1 

c1 al · a2 
a7' ••• · ••• a[N] 

. 2.299313277 . . , •3.996566638 

' -3.~83900721 

' .,.,52097519 

, . -.3.00t2oS909 

-2.6312.~114 

_1.198418386 l -2.242091909 

., 8.4 

2.9931335~ 

2.8678ot592 

. 2.7o4195112 

2.502417937 

2.262472175 

, . l. 984183826 

T. 667~:54983 

,,,11141927· 

• -4. ~131337L2h 10-1 

, -6. 178c1E7~7 11·1 

, -7 ,Ql-11951772 W!- l 

, -7.5:?1t18Ct14 111 -1 

, ,;.7 .624721651 .o-1 

, . -7 .;4t.C3f256 jj•·l 

-6.672~4cn9~ .,., 

, -5.6i111192(;e ,o-1 

9. 15222084~ .,-1 .;.l!. 15~2'16711 :.o• ~ 
5-761103146 .-2 , . 8.477794o6:i •• , , . 9·49999990 . .. 

9.499999?C .-t , 7 .92362o34 l'ł-2 , 1.00365864 ~:~+t , 2.h785G7669 ·11-1 · , :..4.8928369o2 -1 · .. , 4.7856"73004 11-1 , -~.285672622 1o1-t 
3.9203622o6 11-2 . , .2. 11~3276797 ·-3 . ' . . . . . . . . . . 

9-999?9989 ~-1 . 1 · 7.82;>ó2o'4 ~-2 1 ':"'6•'"19660 1 1.9n219274 •• a 1 7·071711772 """8 , .-2.53-'129608 i.J-7 , 3.0?1923277 ~~.;7 
-1.713599755 »-7 , 3.65071701'9 .... a ·, Kordec obl.iczen · · 

Ul 
CD 
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Tn' ,K,e 1,lam,de1,dokl.,interv ,LICZłfDC,N, 
1.000 1 o.ooo 1 o;4oo 1 2,2}0,2 , 0.100 , o.oo1 , -o.o20 , 1.000,1 6.000 

PCIUJIAU5EN ZKJl!YFlK()łAlf! 

c1 
a5 

3. 99999999 .i-1 • 
1 .6}92079}1 .-t2, 

3. 79999999 .-1 • 
1 .8o9024162 •• 2 

'. 59999998 'ł-1 l 
2.002757616 .... 2 

,.39999998 .-1 .. 
2.224548}11 .... 2 

3. 19999998. ,.-1 .. 
2. 4830701ł0~ .... 2 

2.99999997 .-1 , 
2. 787874308 .... 2 

2.79999997 .-1 l 

}.152510729 .... 2 
2.59999996 .-1 .. 

3.600570374 .... 2 
2. 39999996 .-1 l 

4.n872o131 .... 2 
2.19999996 .-1 l 

4.986531582 ·•2 
1 • 99999996 .-1 .. 

B.oA4647918 .... , 
Koniec obliczen 

c2 lubda al a2 a.} 
a6 a7 •••••• a[R] 

1.o4o78:i17 . .. 2.23702862 .... 2 .. 1.556668118 ··' .. -9.395525742 .... , .. 
, -}. 768852711 .... 1 l ;. 79 
1.o8386uo8 • 2.39797839 •+2 • 1.6784<>1488 ••1 , -1.0258'56693 ••2 ~ 
.. -4.16495986o .... , l . 

t,l266lł<>6 .1 , 2.580::>-'001 ••2 , 1.812961224 .... , , -1.1~9574::><> .... a , 
.. -4.6176485<:>6 .... 1 .. 
1.17545769 l 2.78766373 .... 2 .. 1.962579203 ·•1 .. -1.2327o4425 .... 2 .. 
' -5. l }672576o .... l ' 
1.2245E613 1 3.o27oo397 .... 2 .. 2.13o535316 .... 1 , -1.3585184oo .... 2 • 
, -5.'{43o4aJ4<> »1·1 ' 
1.276}6152 1 ,,,o6o4791 a+2 1 2.,20749545 a+1 , -1.504249759 •+2 1 

, -6.~59498167 a+1 ' ' 
1.33130615 l 3.63546559 .... 2 , 2.538387716 .•1 ' -1.675223250 .+2 ' 
l -1 ,}18679619 a+1 l 

1.389796<>1 .. 4.<>3299193 .+2 .. 2. 791031498 .... 1 , -1.88o179544 .... a .. 
1 -8.3TI6678o9 Ji+1 , 
1.451900,1 , .4.5}1655,5 ·•2 , '·0907596" .... , , -2.1,5::>14965 • ...a l 

.. -9.750110149 .... , , 2.1999 
1.51674420 ' 5.19797112 .+2 .. 3.458o34122 .... 1 ' -2.473196111 .... 2 • 
.. -1.167981958 .... 2 l 

1.51674420 , ..;5.18885052 .... 1 , -1.011149463 ·•1 , 2.49Q648262 .... 1 . l 

-2.353949308 .... , .. 

alł 

2.321542101 .... 2 l .-2.793978996 .... 2 

2.549025111 a+2 , -3.071336741 ~+2 

2,8068'ł8412 8 +2 1 •3.399781857 ••2 

3.100238256 •• 2 , -3.768o67474 .... 2 

,.4395382o2 ··2 • -4.196<>,952~ .... 2 

,,8}6249}2' .... a , -4.698999004 •• 2 

4~3065o4965 •• 2 ' -5.298563251 .•2 

4.87'7686462 .... 2 ' -6.03201}645 .+2 

5-60250015' .... 2 • -6.972370243 .... 2 

6.590749588 ··2 • -8.274106503 •• 2 . 

1.748901129 .+1 . • -8.8790985}5 ··l 

IJ1 
\.0 
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TYP,K,cl,lam,del1dokl11nterv1LICZNIK1 N1 
0,000 1 1.000 1 0.000 •, 1.050m2 , 0.010 , 0.000 , -5.000 1 1.000~1 8.000 

POHLHAUSEN KLAS'fCZfiY 

c:1 e~ lebd.a al a2 
&5 a6 ar •••••• a(N] 

1.56128882 ~-4 , 1.12221161 1 1.o5qpoooo ~·2 • 1.1499249~2 ~·1 • -5-~49999833 ~+1 
1.785157661 ., ... 2 • -1.015105090 .. ~ • 3.~50375Q47 !!+l l .4.500502727 l 

4.410o6203 ID-2 1 1.09525981 1 1.00000000 ~+2 1 l ·095259610 ll+l 1 -4.990279078 11+1 
1,6921m49 »+2 1 -9.6177584" . .,+1 l ,.078465152 .,.1 • -4.26H~49o6s • -.. 

9.12809!>79 1)-2 , 1.o6~3157B , 9.50000000 11+1 1.. 1.036392021 m+l 1 .4.710400426 .,+1 
1.591897187 ~+2 ; -9.042514229 "+1 1 2,893012110 11+1 1 .. 4.oo,o608o' ' · · .. 

1,42414444 X)•l l lo02548610 1 9.00000000 JD.+1 .,J. . 9.729615403 _/, -4.40975o4b3 .,+1 
1 .48,99128o .,+2 • · -8.423691559 la ... , • . ~.6935504ót:! .,+1 l :.3.725414r':ł0 L 

1.99775~93~ .,-1 • 9.79423301 .,.1 ' 6.50000000 .,+1 ' 9·0298,6655 , ' ~4·0tl0,,4544 .,+, 
1.368002157 11+2 1 ·7·759902716 ~>+l , 2.479941,20 .,+, 1 -3.429459421 , 

2.6285,o41 Jl_, l 9.24384946 ~;1 • 8.00000000 ., ... 1 . l 8.26795~6 • -3.723599219 .,+1 
1.~4~609937 .,+2 ) ~7.0428b0373 10+1 1 2.2493,8007 n+l 1 •3.1080,55'5 , 

'·'''45969 .,., ' 6.57746562 .~~-l l 1·50000000 lol+1 l 1·428,0312, • -3-333244538 .,+1 
1.1o66~1919 m+2 1 -6.266597819 11+1 , 1.999991701 .,+1 , -2.76188354~ , 

4.111.7aos6 .,-1 1 7.7Bo47953 .,.1 1 7.00000000 .., ... 1 , 6.509616196 1 . ·2·90814521' ., ... , 
9.594967175 ~+1 1 •5,427262926 11+l t 1.7}058}477 ~+1 1 ~2.}B815o4'1 1 . . 

4.99641085 ~-1 l 6.80,5950'_R-1 ' • . 6.50000000 .,•1 • 5.495~33665 • -2.438661981 ID+1 
7.9903054:,?4 .,+1 • -4.513gt;286B ~a+1 l 1.437946570 .,+1 ~ -1.982729658 . l 

5.99987857 .,-1 l 5.6o661640 .11·1 ' . 6,00000000 ~+l , 4!}42866}91 l ' -1.92000}814 .,., 
6.240012491 ))+l 1 -}.520007002 m+l 1 1.120002210 .,+1 , -1.54~960143 , 

7.14779023 .,~1 • 4.1295~640 .,-1 • 5.50000000 .,+1 • 3.0625,a74' l ·1.,45092529 ~~1 
4· • .329409051 .,+1 1 •2,4-'7908471 11~ 1 1 7, 7460",97 1 -1 .o65B2722t:l 

l . 

Kon:f.ec ob~:f.c:z.en 

a} a4 

1.295052536 .,+2 1 •1.9251,1}8' m+2 

. 1 .229429810 .,+2 • -l .826004734 m+::! 

1 o156665794 11+2 1 -1 .• 7191 l 4}70 10+2 · 

1.o82497163 »+2 l -1.6o4055285 .,+2 

'.oooo45}26 :»+2 • _, .480029683 .,+2 

9ol068,212' .,+1 1 -1.,45608225 1)+2 

9.133165884 .,+1 1 -1.199980321 ID+2 

7-0758494}8 ., ... , • -1.o41926043 .,+2 

5·9~4984488 .,+1 ' -8.~906.0022.2 11+1 

4.640009224 .,+1 • -6.900013590 ~·1 

'• 2'659'o6o 11+ 1 1 • .:4. 72B75 l }49 11+ 1 

s 
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TYP,K,c1 1 1Blll1 del 1 dokl 1 lnterv ,LICZlłiK 1 N, 
o.ooo . o.ooo • 0.300 • 7.~10 

POHLH.AIJ6EI'f KLASYCZNY 

c l c2 
a5 a6 

Kontrola rozkXadu predkośGi 

0.010 0.001 

lambda 

e te. pochodna predkosc 
o.o00.onoaoo l 2.514hB5 121 l 2. 9?9'J9'!9'JB 11-1 
9 . ry::j~I:'.?CJ CJ86 11-2 1 1 . :c.:-~24 3''769 , 5.199159&.:17 .,-1 
1 • 9·)'·,:1991JY7 Jl-1 , 1 • 3Cr[OS4o99 , 6.lłho432733 .,.t 
2. 999'J')' ~9B9 ~~- 1 , 9.00Y:Oił6]'7 11 -1 , 8.025505114 .,-1 
3 .g·yYI'1')'!85 10 -1 1 6.60ą121f.7 Jl-1 1 8.84611506o 1)-1 
4 • ]997.1')').'31 .,- 1 1 4.213787224 Jl-l . 9.384o53107 .,-1 
5 ·9197'/j')71J 1)-1 l 2,4) i55).}41 JJ-1 l 9·711162224 .,-1 
() · 9'Y·9')9974 Jl-1 1 ., .21f\5340 37 .,-1 , g.8893376o7 .,-1 
7 . 9'19' i9' 1970 .,-1 ; 4. 7) i~S 305 30 .,-2 , 9. 970526919 111-1 
B. r;•n·p:o66 11 -1 

' 
1 .o2.<::)y.}C)2 Jl-a , 9. 9967}0275 .,-1 

9 · 9!9')99963 m-1 1 -1 .4:.:X.::·11 6119 .,-B , 9.'J9 ~19998fJ8 Jl-1 
1 . 0>19 ~'199994 , 6. ~J074TI975 Jl-3 . 1.(){)1)241ł(l4o 
".0000000'J ll-1 l ~. 27!'93:120 1)- l 1 7 .)482535j l 

0.100 1.000 k.ooo 

al a2 
a7 •••••• a(N l 

2.5144C5121 1 _,.;ih:;h~5~44 

., .a4 

• l 1 -.94}455~,e J -4.14425111 8 Jl-1 

0"1 
...... 
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•TYP,K,c1,l~m,del,dokl,int~rv,LIC1N1K,N, 
1.000 , 0.000 , 0,500 1 l,)OOil~ 1 Q,050 • 1.000.,1 8.000 0,100 l 0.001 

POHLHAUSEN ZMJD't' FIKIJ'.JANY 

c1 ~ lMmbda ll1 Ił?. 

1\5 a6 "-7 · , • , ... a( N) 

Kontrol"' rozkl"'du ·predkoaci 
et~ pochodna predkosc 

0.000000000 , 2.190974158.., 1 l 5.000000000 .,-1 
9.999999986 KJ-2 1 -1. ~Yf566~9 » 1 , 3.519500988 .,-1 
1.999999997 tl-1 • -8.3~47391.6 • -9.7695~7639 .,-1 
2.999999989 .,-1 • 2.273001596 , -1.155400749 
~ .• 999999965 ..,- 1 l 7 l ,29776645 , -6. l 9071 ~961 1)- 1 
4.999999981 ll-1 • 6.77?!1909509 • 1 .2024o4797 ..-1 
5-999999978 ~-1 • 3.901785016 • 6.595o88840 ..,-1 
6.999999974 »-1 1 1.426565647 1 9,160420299 m-1 
7·999999970 ~-1 l 2.670764923 ll-1 • 9.902~90242 .,-1 
8.999999966 .,.1 , 1.1138916o2 .,-2 , 9.9980~5431 m•l 
9.999999963 .,-1 J -1.296997070 KJ-4 l 9·999885559 ..,-, 
1.099999994 l -1.855468750 1)-2 • 9.996395111 .,-1 
5.00000000 .,-1 , 6.86471196 .,-1 • 1.01866145 .,+3 • 2.19097 4158 ..,+1 l _,,819979506 ..,+2 l 

5.507439484 1rł-3 , -4.02955.3825 . .,+) 1 1,5851479130 Jl+~ 1 -2.610397110 l0+2 

.... 

1 .85988'6~ .,.3 

.,L, 

-4, l 0 1 ;• '' .J!j7 10+ 

0'\ 
~ 
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