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W.J.Prosnak, M.E.Klonowska

0 DWO ODLIANACH METODY POHLHAUSENA I ICH
ZASTCSOWANIU DO PRZEPLYWU ¥ SJSIEDZTWIE PUNKTU
SPIETRIENIA

‘Praca zawiera opis dwu odmian wetody Pohlbhausena

i wyniki ich zastosowania do przepivwu W sgsiedz-
twie punitu spigirzenia, poiozonego na ruchome]
fciance, Obie odmiany réznia sie warunkiem "zzod-
nedei™, ktory jest wnioskiem 2z rdéwnan warsiwy przys-
ciennej, a dotyezy pochodne ] predkofei cieczy na
‘$ciance, Wy_kq;zano,_.ze wielomiany aproksymujgce roz-
li_lad pr'gdkoici'w warstwie, speiniajsce warunek zgod-
nofci, na ogél g_'b rze ) opisuja warstwe przys-
cienng w hadanjrm przypadiu, niz wielomiany, nie

spe tris jagece warunku .zg'odnoé'ci. Wynik ten podwaza
wnioski, zawarte w pracy Hugelzana [1} y PTZY czym
nie zalezy on od stopnia N wielomiamu aproksymujgce-
go. W kazdym razie - pozoétaje on ¥ moecy dla N = 4;
6; 8.

1. DWIE OLMIANY METODY POHLHAUSENA

i.1, Warunek zgodnofei

Rozpatrzmy piasks, siacjonarng warstwe przyéclenns,
zakladajac, 38 ciecz na st.atq ggst.o“_ f i stals lepkodé
dynamiczng /L g Jéj lepkodé kina’_ml'tycsna. Y na zatem réw-
niez wartosdé stalsg.

Zaldimy, ze $cianka, przy kiérej formuje sig warstwa
przys’cienné., jsst prostoliniowa, i wprowadZmy prosickstny

uktad odniesienia =x, y , taki, 2e of X pokryws sig ze
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écianks, a8 of y . jest normalns do écianki i zwrécona w stro-
ng warstwy przy$ciennej. '

Oznsczmy symbolami u (x,7) , v (x,7) sktadowe predxosé-
ei cleczy w warstwie przyécienne j nzlgﬁon tego ukiadu od-
niesienia, a symbolem U (:) - predkos$é przepiywu potencjal-.
nego na granicy warstwy. Wprowadimy symbol (x) na ozna-
czenie grubosei warstwy pr:yi'cl:l..onmj.

Zaté2my ponad to, ze écianka réwniez porusza 31.1 wzgledem
przythego ukladu odniesienia = w swej paszczyinie, Pndkosé
6ciank:l. omozmjr smholen “'I (x)

Ukhd réwnai, ztozony z rfimn:ll Prandtla 1 réwnania
cia.gloéoi, opiaujqcy pole pndkoici cieczy W warstwie przyé-

ciennej, mozna zapisaé wiwczas w nastepujgce] _rome:

(1.1) uux+vny:00‘+ ?uw,

(1.2) | ' Uy + vy, =0,

przy czym dolpe wskaZniki oznaczajy pochodne czgstlkowe,
8 prim ~ pochodns zupelnsg wizgledem X.

Warunki brzegowe dla tego ukladu dotyeczg suadowyoh
predkoéci na 3ciance y = 0 i pa granicy warstwy ( J)

i rajg one zna.na postad:
u(x,o)_au'(x); r(x,o)-(};
(1.3) .n (x, I) =0 (x) . |
Po obustronnym zréiniczkowaniu réwnania (1.1) wzgledem
v 1 uwzglednieniu réwnania ciaglodel (1.2) otrzymuje sig:

.(.4) Ul + Vg, = vum,

a po uwzglednieniu warunkéw brzegowych (1.3) na dciance

- ostatecznie:
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(1.5) 11“,-tlz_,,lr“° = ))um\y-. o

PowyZszy warunek, bedacy wnioskiem 3 ukladu réwnad (1.1) )
@.2) i warunkéw brzegowych (1.:9 s bedziemy nazywali w dal-
gzym ciggu warunkien zgodnodéeci ., Nazwa ta
stanowi przekiad siéw "compatibility condition®, i zostala.
zapotyczona z pracy Hugelmana [1] .

0 ile nam wiadomo, warunek zgodnoféci zostal zaproponmo=-
wany 1 zastosowany po raz pierwszy w pracy Schlichtinga
i Ulricha [2] w 1942 r.Hdugelman i Haworth zaproponowali go
ponownie w péiniejszej o lat dwadziescia trzy pracy [3] ’
dotyczacej warstwy przysciennsj mgnétohydrodynmicanej, Przy
czym - jak sie wydaje - cytowana praca Schlichtinga i Ulricha
[2] nie byts in znana.

1,2, Odmiany: klasyczpna i zuwodyfikowana
metody Pohlhausena

Wprowadimy symbole 5', ’ ‘J ’ ‘t‘, na osznaczenie
- odpowiednio = miary liniowej straty wydatku, miary linio-
wej straty pedu i napreienia stycznego na dciance,

Oto znane wzory, definiujgce wymienione symbole:

) Oy = J’(—Jﬁt—)dr;
° 5

LI QU [PV S

) T g

Przy ich pomocy mozna zapisaé znany wzér catkowy

y=o



e

Kirmana, stanowigcy calke rdownania Prandtla (1.1) s, W pnastepu=

Jace) postaeci:
{t.9) v?

Zaproponowana przes Pohlhausena [4] metoda wyznaczania

TS B ATE R

warstwy priyiciennej v sposéb przyblisony, opiera siq na
aproksymacji rozkxiadn predkofci w werstwie wielomianem po-
tegowym, spelniajscym wiér calkowy Kirmana (1.9) oraz pswns
warunxi oa #oiance i na graniecy warstwy,

¥ zaleinofei od postaci tych warunkdéw wyrdéiniaé bedzie=-
my v ramach niniejszej pracy “odmiang¢ klasyczoa™ i "odmiang
smodyfikowana® metody Pohlhausena. Odpowiednio - mdwié bedzie-
my ¢ “wislomianie klasyczayz" i "wielomianis zmodyfikowaoym",

Prischodsiny do okredlenis wprowadzonych nazw,

¥prowadémy bezwymiarowy smienns:

(1.10) 'L - ._‘5._...

oraz wielonian potggowy N-tego stopnia wigledem 1’ s SPro=
ksymujgey roskilad predkodol w warstwie przyécienne):

@.11} - = Z s, QL‘ .

¥spélosynniki wislomiann sg ng ogél funkcjami zmiennaj
X , przy czym wspélezynnik:

b e e (0

bedziemy uwasali w dalszym ciagu za funtcjq znang. Wysnaoze-
nie warstwy przyéciennej metods Pohlhausens sprowadza sig
do wyznaczenia pozostalyeh wspéiczynnikéw,

iwatywszy, %e
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Zwraoamy uwagq na fakt, 2e sumy si i 52 zalem wylgcz-
nie od wspélczym:ikdw wielomianu (1.11)

Zgodnis z womi (1.6) 1 (1 ‘T) wielkodel J; 1 'J’
wyra.qu sie poprzes s i S, ; mianowicie:

-
.(1.16-) | d,,
N

przy czym gruboéé warstwy przysciennej J' Jest nieznarg
mnké,jq zeiennej X.
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Naprezenie styczne' (1.8) wyraZa sie pochodng wielo-
uianu (1.11) ¥ punkele 7 = 0 1 Tynosi:

(1.18) T, - -.L:.-l ;

Wielomian aproksymacyjny musi czynié zadodé wzorowi
catkowemu Karmana (1.9) «» Podstawiajge (1.16) ’ (1.11’) s (1.18)
do (1..9) uzyskujemy zatem pierwsze rdwnanie na wspéiczynniki
8y 8y ees By OTaz grubosé warst.u:y J' . Te ostatnig funkejd
niewiadomg zastgqpimy dla wygody pohlhausenowskim parametrem

ksztattu: -

(1.19) A = —%B—' .

Poniewaz liczba niewiadomych wspétezynnikéw wielomianu wy=-
nosi N , uklad rdwnad stuzgecych do mnacze.nia A » B s
3, 5 .. 8y bedzie skiadaé sig¢ z (1.9) oraz N dalszych
rownan,

Brakujace rdwnania tworzymy w oparciu o nastepujgce
warunki, r 6 2 n i g ¢ e sie nieco w przypadku "odmiany
klasycznuej" 1 "odmiany zmodyfikowane J" metody Pohlhausena:

1/ zadany, aby wielomian (1.11) speinial réwnanie

Prandtla (1.1) na gciance:

(1.20) u, ¢ uxl =0 U+ Y uw

y=e ¥y=0

2/ tadamy, aby wielomian (1.11 speinial plerwszy

1 trzeel spoérdd warunkéw brzegowych (1.3):

= % (’)i

(1.21) e oo

Al

(1.22) e



i

3/ w przypadiu wielomianu "klasycznego" %gadamy, aby
na brzegu warstwy znikaly pochodne wielomianu (1.11)
rzedu od pierwszego do rzedu (N - 2) wiacznie:

_53;;_ F%_) y=0

4/ w przypadku wielomianu "zmodyfikowanego", 2zadamy, aby

- k=1, 2,..(N-2),

na brzegu warstwy znikaly pochodne wielomianu (1.11)'

rzedu od pioruzogé do rzedm (N - 3) wigcznie:

- @

) iy

Ior#z - aby na gciance byl spelniony 'wii‘uns_k ggodnoi;:i'
(.5) :

(1-.23) | u, *u - Vum

y =0

ey, =03 k-.z,a,..’(n-a).
¥= ; it

Y=8

Podane wyzej warunki stanowig definicje pojeé: "wielo-
_mian lélagywny" i "wielomian zmodyfikowany" oraz "odmiana
klasyczna", bgdZ tez "odmiana zmodyfikowana" metody Pohlhause-
na, stosowanych w ramach niniejszej pracy.

Zauwazmy, %e najniiszy stopief wielomianu prazy ktérym
rozrdsnianie odmiany klasyczne) metody Pohlhausena od odmiany
zmodyfikowans) ma jeszoze sens, wynosi trzy. Istotnie, po tb
by wielomian mégl speinié réwmoczeénie, npélno. obu odmianom
trzy warunki (1.20) 4 (1.21) ’ (1.22) stopien jego mﬁi wynosié
dwa. Po to by wielomian mégl speinié dodatkowy jedyny warunek,
vdrézniajacy obie odmiany, stopied jego musi byé o jednosé
wyzszy od dwéch,

W niniejszej pracy ograniczono sig do wielomiandw
parzystego stopnia, a wige N = 4 jest najniZszym stopniem
rozpatrywasych wieloaziandw,
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1.3, Bezwymiarowe naprgenie styczne

Czysto formalne przeksztalcenia zaleznosei (1.18)

prowadzg do nastepujacego wyniku:

' To U 84
1.24 ¥ . Tt S SE—— .
.24 fuz Yy VA
Latwo stwierdzié, 2%e pierwszy czynnik lewej strony re-
prezentuje bezwymiarowe naprezenie styczne .t ; drugi
- pierwiastek kwadratowy lokalnej liczby Reynoldsa Re  «
Iloezyn tych dwu wielkodei oznaczaé bedziemy w niniejszej

pracy symbolem ¢

(1.25)

gt
G = Cx¢ ' Reg
3

YA~

W analogii do oznaczenia, stosowanego w naszych wczesniej-

szych pracach [5, B] .

2. CEL I ZAKHES PRACY

W dalszym ciggu niniejszej pracy zajmiemy sie zastoso-
waniem dwu opisanych odmian metody Pohlhausena do przepiywu
cieczy lepxiej w otoczeniu punkiu spigtrzenia, potozonego
na prostoliniowej Sciance, Lktdéra porusza sie z predkoscig
u‘; proporcjonalng do odlegiodei x od punktu spietrzenia
/rys.i/:

(2.1) u'Nx .

Zagadnienie wyznaczenia takiego przepiywu bylo jui
rozwiazane przez nas w dwu poprzednich pracach [5 3 6] i
fakt ponownegzo podjecia badad nad nim wymaga ‘wige pewnego
uzasadnienia.

W tym celu przede wszystkiﬁ zrelacjonujemny wyn-



r] V(y) = -Ay
i
1 > U(x) = Ax
=

E_:_'_T\u'(x) = oiu

Rys.1. Schemat przepiywmu w sasiedatwie punktu
spigtrzenia polozonego na ruchomej fciance.

a/ b/
ni ni
-
;/: L o
0 e 1 ¥ 0 o 1 U

Rys.2. Monotoniezny i niemonotoniczny
rozktad prgdkosdci w warstwie przydciennej.
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nacszej wiasnej pracy [6] or;z pracy Hugelmana [1]'; obie

2 nich stanowily punkt wyjécia niniejszych badad i obie
dotyczg zastosowania metody Pohlhausena do pr;ep!ywu W sgsie
dztwie punktu spigtrzenia, poloZonego na ruchomej Sciance.

W pracy [ﬁ] zastosowano wielomian czwartego stopnia,
"klasyezny" w fozumieniu rozdziatu 1, tzn. speiniajgcy takie
warunki na Sciance 1 aa granicy warstwy przysciennej, jakie
zaproponowal Pohlhausen w swej klasycznej pracy 44] , Sstr.
260/. Niewielkie zmiany polegaty tylko na uwzglednieniu ruchu
§cianki. _

Unioski uzyskane przez nas /[6], Erratum/ mozna stredcié
¥ nastepdjgey sposcb:

i/ zastosowane przyblizenie wielomianem klasycznym
4.,stopnia nie daje rozwigzania w peinym zakresie predkosci

dcianki; mianowicie w zakresie

(2.2) 0,48 Lo, <1

brak rozwigzania;
2/ przebieg rozwiazania przyblizonego w zakresie

(2.9) 7t
rézni sig znacznie od rozwigzania écistego.

lidwige "rozwigzanie" mamy na my$§li funkcje:

A = ("1) ;

Cy = ©, (ci) i
z ktérych pierwsza okreéla grubodé warstwy przyéciennej, dru=
ga - bezwymiarowe naprgZenie styczne na fciance, kidre sta-
nowi element najistotniejszy z punktu widzenia pewnych zasto-
sowaid /patrz np. [5] g

Innymi stowy, metoda Pohlhausena - w opisanej formie
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1 w zastosowaniu do omawianego przypadiku przeplywu - za=-
wiodta. W ramach praey [3 ; Efratumf] poprzestaliémy na
stwierdzeniu tego raktu,3iiadzqa; %6 zawodnoiééd
ﬁ'o.t ody 'g.o hlhansgena, jestw qgﬁio faktem
znanym.'/ Wit oRtagt podejmujgo prace niniejsza, pragneliimi
zbadaé te sprawe nioco dokXadnie ], niz ‘to uczyniliiuy W pra--
cy cytowanej. / [6] y Erratum/. Ogélnie biorqo pragnelidmy

'stwierdsié, ezy "etogﬁ Pohlhauséna zawiega e - odniesiag;u
do przepzywu w_sgsiedziwie punitu ap&g;rzenla - rﬁwniag '

rz .zastosoraniu_uiglom__ stopnis wyisze o-nig czte

: Kﬁ{sti& ta stanowila podltawuty_ctl pracy, 1n§er§§njd;
ey pr%adc wezystkinm dlatego, 2e .p rsyoczyna za-
wodnosg 6 1 moto&} Pohlhausena nia-byla'dotychczas{'

o ile wiemf, przedmiotem zadatn;a;qcynhibadaﬁ.
WYdﬁjé'Siq.oﬁa iyniiaélz faktu, 12 ﬁrzyblizinio rozkia-
-iu'prgdkofci w warstwie wiélumiqnen potegowym, itﬂrigo wsp6l-
czynniki okreéla siq 2 warunkéw, dotyczéqyth wylacanis brze-
géw warstwy 1 ktéry ape%nii uérednions, nie zad fciste
rémania warstwy przyéciennej - po prustu.nii Jaai_praybli-
zentem wystareznjqco'dokiadnyﬁ, uwidszcla; %e niektdre
waruhki, nﬁk!adans ﬁa ten wielomian nie majs w!aéc;wi;
uzasadnienia fizycznego. Mamylﬁu-na_uwndze warunki "uzupel-
.nlﬁjgos", ktﬁrt-pdstulujq:anikanit'pochbdninh wielomianu
na granicy warstwy i przaplyiu potencjalnsgo i to pocﬁodnych

®/Na praykiad Schlichting 1 Ulrich /[2] , str, I 12,
Bild 5 / wspominaja o niemozliwodoi oﬁliczenial
warstwy przysciennsj w punkcia spietrienia i jego
bezposrednim sasiedztwis - metoda Pohlhausena, oparts
na.ﬁielamianio 6.8topnia "zmodyfikowanym® w rozumieniu
rozdz.i. Stwierdzaja, %Ze pochodna grubodci warstwy
przys$ciennej jest w tym punkeie nieskoriczenie wielka.
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tax wysokiego rzgdu - w zalsznofci od stopnia wiqlom;ang - by
uzupe inié liczbe réwnaﬁ'atuZQcych do ﬁyznnozenia wsﬁélcsﬁn;
nikéw /por.pars 1.2/. Nic wige dziwnego, ze W pewnych kon=
iretnych przypadxach przeplyﬁu_jrzyblizenzg rozktadu predkof-
¢i w warstwie wielomianem potegowym nﬁza okazaé sie wystarcza-
jaco dokladne' w innyoh natomiast - tak dalece niadokladne,
e w ogéle nis’ pruudzqoe do rozwiqzania. Nieco inaczej widzi
Huge lman [1] przybzynﬁ niepowndzsnia matody Pohlhauanna Przy
zastosowaniu ‘jej do przepiywu W sgsisdziwie- punktu spiqtrzo-
nia. Wediug. Hugelmans - "... przyczyna niepuwodzenia tkwi:

] phminiéoiu.niaabgdnegb warunku m;odnoéoi",.ugnikajqcago -

z réwpai warstwy prgyéc_idn@n;}, pzfzﬁ czym".. ._- dﬁ_lgwehié tego
warunky zapewnia metodzie Pohlhausena mosliwosd d&;tarcmug_
poprawnych romlta.tdu_f w mlm-ia_kresia p_n'eﬂi’oici u' cianki®,
Gytoﬁanﬁ urywki sg swebodnym prz'akzade'm czwartego 1 piatego
zdania pracy Hugelmana [1].__Ha 'popax-'eia tes, zawartych w obu
tych zdaniach /a sprzecznych -~ nawiasem méwige = %z cytovans
pracg Schlichtinga 1 Ulricha [2} / przytacza Bugelman wyniki,
uzyskane przy pomdey'"zﬁodyfikowanego" wiolomiaﬁn 8.stopnia,
a obejmujgce zakies:

(2.4) | 0& ¢, £1,5.

Dru_gim celem niniejsze,j pracy byla zatem cheé zbadania
prawdzivodei twierdzed, zawartych w dwu oy@owanynﬁ zdaniach:
Engelmgna.- _ ' ;

lﬁanowicih, poniewvas Hugelnan zastosd*nl wielomian
zmody? iko wany 8.stopnia, & my Dﬂ wielomian klasyczny
4,stopnia, zachodz;!a watpliwodé, czy na poprawienie-wynikéw
nplféa 5# Dewno "rodzaj“ wie1cmianu, a nie jego s£Opieﬁ.

2decydowaliémy zatem wytonsé obliczenia zardwno oduiang
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klagyczm', jak i zmodyfikowans dla ¥ = 4; 63 8 w celu
rozstrzygniecia tej mtpliwoéci.

- * Trzeei cel pracy'-st..anowita Zontrola t:y.;ikdyr liezbowych
Hugelmana. Ot6% - Hugelman uzyskal swe wyniki [1] , calkujac
numerycznie pewien ukiad réwnai rézniczkowych, co ;']es-t nis=
putrzehne. boyiem W przypa.dkn prze_plm w sagiedztwie punktiu
_spie_trse)iia. moZna _qbliczyé- wszystkie Iniewii..ado_haq wspéiezyaniki
wielomiahn, ak réwaies pohlhausenowski parametr isztaltu
/por. pa,r. 1.3/ = nkiadu rémﬁ algebmicznych. Chcieliém‘y
wige’ pcrréwnad wynik:l. nzyshne dwoma niezsleznymi sposobami.

3. PRZEPEYW ﬁ' SJ.SIEDZTWIE PURZKTU . SPIBTRZENIA

3.1. \!zér calkon' Eamnn

Jezali-urom pré&ko_ﬁé écianki ‘g Jak i predkosd .
przepiywa _ﬁn 'gﬁﬁnioy warstwy sg ﬁroporcjdna_.lng do odlegipéci'
x o0d punkiu spietrzenia, tzn. /rys.'i/:

o (::,0) =u ~ X

u x,;)-U'vx i

warstwa Jest namolmdohm i waér. oalkory Karmana (1 9) TE™
dulu je sie do réwnania algahrazeznago.
Samopodobierstwo wynika atwo z powyzszych zaltozed
i warunkn -(1.20) na 'iuia.no_.. Otrzymujemy mianowicie:
924 |

¥ =0

skgd wynika:

du
7y

Pt

' 'd
a na tej podetawie 1 przy uwzglednieniu wzoru Li.&') vnioskuje-

my, 1%
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T'o ~ X .
Wprowadzajge
U=4Ax;
T =B=x

(]

do wzoru caltkowego Karmana (1.9_), dostrzegamy natychmiast,
ac po_dstaﬁc_ an.'allizy_' wymiaréw, e ani ’J , ani J.! nie
@ogg zaiezeé'od x.:' 55 'stalymi_. Wobe ¢ tego - bezwymiarowy
rozuxiad p-red‘.:oiei w warstwie wystgpujgecy we wzorach (1.8)
i (1.7) _tez nie mﬁta_ zalezed od x, T .

o (aled..

co wiagnie okresla "samopodobiedstwo" warstwy. Wspéiczynniki

wie lomiazu (1.11) sg wige s t'alymi - w rozwazanym

a?)

. T powyiszych rozwazan wynika, iz pochodna <= v ¥~

stepujgca we wzorze Ka'mﬁna., jest rdéwna zeru, i mozna nadaé

przypadiu,

wzorowi postaé

(3.1)I 2(%}‘. +.'£;)uuf.’h_%_l

zawierajgcg Jﬁz tylko pochodne znanej funkeji U,

3.2, 7Wspélezynniki wislowianu klasvczaego
i zmodyfixowanezo

Fodstawiajge wyrasenia (1.16) - @..19) do wzoru caikowe-
£o Karoina (3.1) , uzyskujemy plerwsze rdwnanie na wspélezyn=-

niki wielomianu (1.11):
&.2) (t+s,-25)A -8 =0,

Dalsze rownanis tworzyay w oparciu o rozwazania paragrafu

(t-2). 7 sz0zegd1noset - poasiawiagac (1.3) 1 (.11) do (1.20),
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wyrasajgcego réwnanie Prandtla "pa sciance", otrzymujemy:
2 A(e2- ) ;
a, = =3 A °y 1) 3

analogiczne podstawienie do wzoru (1.23) y Wyrazajacego

warunek zgodnodci, dostarcza rdéwnania:
6 a; = ¢; a, A “

Pochodna k-tego rze¢du wigledem y wielomianu (1.11) ma

postaé:

& .
é:: a;); - é n(n-i](n-ﬂ... [ -(k-'i)]ﬂn 1 Ly

Ostatecznie zatem, moina zestawié réwnania, situzace do
sBiiczenia. A ) Bys az,...'aN' w przypadku "klasyeznym"
i "zmodyfikowanym", w formie nastepujacych dwu ukiadéw, rézniaz-
eych si¢ tylko jednym rdéwnaniem:

I. Réwoania dotyczace zardwno wielomianu klasycznego

Jak 1 zmodyfikowanego:

(3.3) (1 +5, -2 52),/1 -8, =0

—é—A(cia-i)-az-O;

-h

ba
y L~ 0y w ey a, =03
(3.4) énan=0;
é n(n—i).anso;

N i
\ z n(nl- 1)(n-2)...E:-(N-4)] a, = 03

‘feN-3
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ukiad ten obejmuje tzcznie N réwnai;
I1I. Rdwnania dotyczgce - alternatywnie - wielomianu

klasycznego lub zmodyfikowanego;

N
(3.5) Z n(n-1)(n - 2).51-—(1\1 - 3)] a, =0 - /wielomian
neN=2 klasyczny/;
(3.6) ¢, 8y A -6 8y = 0 - /wielomian zmodyfikowany/.

W obu przypadkach otrzymujemy zatem uklad (N + :I.) réwnan
z (1: + 1) nieviadomymi, ktérymi sa: A 1 84y 8oy ees By
Uklad ten jest nieliniowy, bowiem suma 52’ wystepujaca w rdwna
niu (3.3) , wyraza sig nieliniowo poprzez wspétczynniki a

1'00
ay = zgodnie z wzorem (1.15).

3.3, Przypadek szczegdlny: wielomian 4.stopnia

. Jezeli stopied wielomianu jest dostatecznie niski, mozna
sprowadzié uktad réwnad (3.3) ,(3.4) ,(3.5) , jax réwnies
ulttad (3.3) " (3.4} » (3.6) do jednego réwnania algebraicznego
z jedng niewiadomg. Jezelil stopled wislomianu jest zbyt wy-
soki, redukcja taka, w zasadzie zawsze mozliwa, jest tak
pracochtonna i nastrgcza tyle mozliwodci popeinienia omyiek,
e nie warto jej dokonywaé i lepiej uciec sig do wyznaczenia
wspbtezynnikdéw wielomianu oraz parametru A czysto numerycz-
nyoi metodami wprost 2z wymienionyeh uktadéw rdwnand.,

W przypadku wielomianu 4,stopnia redukcja ukladu do
jeanego rdwnania z jedna niewiadomg A udaje sie przepro=-
wadzié niezbyt wielkim nakladem pracy zardwne w przypadiku
ilasyeznym, jak 1 - w zomodyililkowanyu.

W obu tych przypadkach réwnanie (3.3) , wynikajace ze
wzoru catliowegzo Ke’.mén.a, przybiera - po obliczeniu Si b 82‘

- postaé nastepujaca:
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A[(i-n-c,) +(1-4c1)( +—+-—42 4)—2(1+ -

a2

2
2 3 % 2 B3 a-;) (aa
*T*T*T)'“1("‘I‘*“§'*T i 5 Tl

|-

Z ukiadu (3.4) , uzupetnionego rdwnaniem (3.5) ¥ albo

tex (3.6) , mozemy wyznaczyé wspétezynniki 3y, 35, 35, &

4

jako funkcje A : W obu przypadiach odpowiedni uklad jest

liniowy wzgledem tych wspélczynanikdw.

Otrzymujemy wiowczas w przypadku klasyeznym:

(3.9) (

\

(

s G- [ AG )]
- (1-of)A

gt [t A Gre)]
o= o) [t-FA o) ]

a w przypadku zmodyfikowanym:

(3.9) 4

f

| .

1 - 01)[4 +(1 + °1)A]
1T ( 3 + --%’-- cili

az’."%(*"%z)A ;
—-——é—-—(i-ci)eiA 4+(1+01)A

a, = 4
3 i
3+—€*Q1A

.a4=(1-ci)[1+-%'~ (1+ °1)A"'

- ;(t j_éjizi\/l (1 + —-"é- ciA)]

Podstawiajge (3.8) do (3.?) otrzyaujeuy réwnanie:
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3 2
(3.10) % (1+e)(t-c %) "'T'séﬁb_ (19 + 189 ¢, + 110 ¢ %)+

25 ¢
116 1)
"A(ais*‘_"xze +2=0,

podane juz w naszej wezesniejszej pracy [6, Erratum].
- Powtarzany, e dotyezy ono przypadku klasycznego.
" Podstawiajac natomiast (3.9) do (3.7)° otrzymujemy réwna-

c + C =-C c +

1005 =3¢~ 22)’

s A% A2 01(130 e+ 319 ¢

55 + 204) +

1

(.13

+ AP -3{1—-(21 o, 2 161 o + 211)-A (30, + 143)+

+ 540 =0,
\

dotyczgce i:rzypadlm zmodyfilkowanego.

Wyznaczenie warstwy przysciennej i charakteryzujacych
jg funkeji A(ci) oraz o, (ci) odbywa sig = przy wy-
korzystaniu uzyskanych réwnad - w nastepujgcy sposdb,

Po rozwiazaniu réwnania (3.10), badé tez (3.11) wagledem
A przy zadanej U albo odwrotnie - wzgledem ¢, przy
zadanej /1 , oblicza sie a, odpowiednio z réwania (3.8)
lub (3.9) , a potem - oblicza bezwymiarowe naprezenie stycz-
ne ""2 Z wzoru (1.25). odpowiadajace parze liczb A » O o

W opisany sposéb mozemy w zZ a s adzie otrzyuaé
wartodei funkeji:

(3.12) A -4 (o’-) !
e, =0y (ei) ’

Autorzy wyrazajs podziekowanie Pani mgr Joli Breiter
za kontrole rachunkéw, prowadzgcych do tego réwnania.
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w wybranym przedziale ¢, , 2 §cislej = dla dyskretnych, do=-
wolnie wybranych wartodci Cy traxtowanej w tvam przypadiu
Jjako zmienna niezaleZna.
Powiedzielidmy: "w zasadzie", bowiem rozwigzanie (3.12)
mo%e nie istnieé w wybranym przedziale, lub jego czssdci.
Wyniki odpowiednich obliczen, dotyczgce przypadku
klasycznego, a wige oparte na rownaniu (5.10) , S8 Zamieszczo=-

ne w naszej wezedniejszej pracy E i Erratun].

3.4. Zasada wyznaczania Jﬁ‘hi) w_przypadku wielo-

oianu N-tego stopaia..

Skoncentrujemy si¢ w niniejszym paragrafie na wyznaczaniu

/1 dla zadanej wartodci ¢ W przypadkiu wielomianu N-tego

p 5
stopnia. Zgodnie z uwagaml par. 1.2. obowigzuje przy tym
zastrzezenie:

(6.13) Ny 3.

Opiszemy metode numeryczng rozwigzania tego zazadnienia,
ktéra niezawodnie prowadzi do zamierzonego celu: przv jej
pomocy uzyskano wszystkie wyniki liczbowe zamieszczone w ni-
niejszej pracy. iletoda ta jest metoda kolejnych przyblizaﬁ;
Przy jej zastosowaniu wykorzystuje si¢ spostrzezenie, iz
uktady réwnai (3.4) , (3.5) oraz (3.4), (3.6) sa liniowe wzgle-
dem wspélezynnikéw Bys ves By

Zasada wyznaczania 1& dla zadanej ey przedstﬁwia sie
nastgpujgcos

1/ obiera sig¢ dowolng wartodé A §

2/ rozwigzuje sig limiowy uklad réwnad (3.4) , (3.5) ,

albo tez (3.4) , @.6) wzgledem wspélezymnikéw a, ,

32,¢-.8N;
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3/ oblicza sie wartosci sum Sl is, wedlug wzordw
(1.14) oraz (1.15) ;

4/ sprawdza sieg, ¢zy réwnanie (3.3) jest speinione
z zadang dokiadnoscig.

Obliczenia powtarza sig cyklicznie wedlug tego sciematu
dopdty, dopdki kolejma wartoéé A nie speini rdéwnania (3.3)
z zadang dokladnoécig. Przechodzi sie wﬁwﬁﬁas de obliczenia
¢y wediug wzoru @¢25) y przypominamy przy tym, %e odpowied=
nia warto$é wspdlczynnika a, Jest wyznaczana éutomat}'ez-
uie w procesie rachunku dla aktualnmej wartosci A y Stanowige

rozwiazanie ukiadu réwnad (G.4) , 3.5, albo tez (3.4) , (3.6).

3.5, Rozklad predosci w warstwie jako kryterium

jednoznacznosel rozwigzania.

Metoda Pohlhausena nie zawsze prowadzi do jednoznacz-
nego opisu warstwy przysciennej., W odniesieniu do przeptywu
w sgsiedztwie punktu spietrzenia wieloznacznogé opisu
warstwy wyraza sig faktem, iz uktad réwnai (3.3) , (3.4), (3.5),
alvo tez (3.3) , (5.4 , (3.6)ma - dla zadanej wartodei o
- wiecej niz jeden pierwiastek dodatni A .

W przypadku e, * 0 fakt ten istot.nie. ma miejsce, co
mozna atwo stwierdzié, badajac trdjmian trzeciero stopnia
zamieszczony.w pracy Pohlhausena [4] . Rawiasem méwigce,
Fohlhausen nie podaje wynikéw takich badan 1 nie wspomina
o istnieniu kilkn pierwiastkdw, O istnieniu - w tym przy-
padku - dwu dodatnich pierwiastkéw i jednego ujemnego
pisze natomiast Goldatein [1'] .

7 przypadku ¢, # 0 éwiadczg o0 istnienio kilku
pierwiastkéw wypiki, zamieszezone W naszej wezesniejszej

pracy [6 , Errat.um}
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W zwigzku 2z pojawianiem sie¢ wieloznacznego rozwigza-
nl# wystepuje potrzeba ustalenia kX ryteriéd w,
ktére pozwolili:tyby ujednoznacz-.
nidé rozwiagzanie, Otéz przyponinany, Ze nasze
wazeéhia;SZu_badanii.doprowidzily do wniosiu, iz rozilady -
p:eﬁﬁoéei W warstwie przyﬁciennaj[ od@owiada;qce réznym -
wartosciom pierwiastka 11. , réznia sie od siebie jakoécioﬁa:
-rjedne-z_nich-sq monotoniczne /rys.2a/, inne - nie /rys.zﬁ/.
Fakt istnienia réznych jakodciowo rozkladdw prediosci
byt cayba znany juz fohlhausendﬂf ktéry wspomina f4], str.260/
%e ".. rozkiad ﬁfﬂdkﬁéei eees musi zachowaé ksztalt dopuszczzl-
Iny ﬁ_rizykalnago punktu ﬁidzénis, tak aby m.in. nie wystepo-
jwal wzrost predkosci powyzej Uﬁ:)". Pohlhausen nie uzasadnii
‘zreszig weale dlaczego taki rozkiad predkoéq1 m£B1by byé
“niedopuszeczalny, i nie wyjasnil, czy na tej w&aépie-podstawie
wybra!l--dlﬁ-prﬁaplywu w saeiedztwie punktu spiétr;enia
-~ mniejszy z dwu dodatmich piertiabtké;, tzn. Jl = 7,082,

. Goldstein [7] .natohiast, uzasaduisjge wybdér tego
w;aéﬁie,'pi'emasf.ka pewnymi wzgle¢dami analitycznymi /wy=-
kluczenie punktu osobliwege, leZzcego poza punktem spigtrze-
nia/,.ppminaz caikowicie milczeniem kwesti¢ rozkiadu pred:od-
ei ® iarstwie;-przynaIBZneau poszezegélnym wartodciom A .:

. W sposéb ogélny, nie nawigzujacy w ogéle do metody
Pohlhsusena, zbadat Nickel [8] rozkiady predkodci w warstwie
przyﬁoiennej; "fizycznie mozliwe" Ww senlialzgodnoici.z rowna-
niem Prandtla. Stosujac rezultaty tych badad / [5]. str.28
craz Abb, 11/ do prrepiywmu w sqaiedztwio‘pﬁnktu sﬁiqtrze-_
nianpa nieruchomej éctance, mozna 1stwo. '

suwierdzid, 2e niemonotoniczny rozklad predkosei nie jest
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mozliwy, nie speinia bowiem nieréwnosei / [8] , str.21/:
a(x, 5 € 0@&E)+e dla U (x) < v (x),

bedgcej wnioskiem z rdwnania Prandtla.

Zgodnie z wynikaml Nickela obieramy monotonicznosé
rozktadu predkodci jako kryterium jednoznacznodei rozwigza-
nia, jesli chodzi o punkt spigtrzenia na nieruoch o~
me j dciance, —

Do przypadku ruch ome j $eianki wynii?*ﬁﬁ?ﬁ#hzio
nie stosujg sie bezpodrednio, mozna jednak rozszerzyé je
réwniez na ten przypadek, uogélniajac tym samym Wwepomniané
kryterium jednoznacznosci.

Jak wynika z powyZszych rozwazaid, w konkretnych
rachunkach moze wystgpié potrzeba kontroli rozkladu prgdkos-
ci, W niniejszej pracy dokonywano takiej kontroli, obliczajgd
wartodéci wielomianu @.11) i jego pierwszej pochodnej wzglg-
deg GL - w przedziale:

0 S 4[5; i,
a dcislej - w dostatecznie gegsto rozmleszczonych punktach

tego przedzialu.

3.6, Wyniki obliczed

Wyniki obliczed sg reprezentowane na wykresacﬁ /Tys.3
- rys, 1T /, 1 dotycza one wielomiandw aproksyzacyjnych
klasyeznych i zmodyfikowanych, o stopniach parzystych
N = 4; 6; 8.
Niekompletne obliczenia przeprowadzono réwniez dla
wielomiandéw stopnia nieparzystego:

N=5= T.

Wyniki tych obliczed wystarczaly do stwierdzenia, 1%
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nieparzystodé wielomianu nie ma
wvwpltywu jakosdciowego na rozwiagza-
nie. 2 tego wzgledu uznalismy za niecelowe zardwno za-
‘mieszczanie w niniejszej pracy niekompletnych wynikéw do-
tyczacych wielomianéw nieparzystych, jak i uzupelnianie
tych wynikéw w oparciu o dalsze obliczenia,

Niektdére wyniki zamieszczone w niniejszej pracy, mianowi-
cie - odnoszgce sig do wielomianu klasycznego stopnia N = 4,
byly juz czedciowo opublikowane /[6], Erratum/. W celu umozli-
wienia pordwnad przytaczamy je jednak ponownie, zresztg - po
pewnych uzupeiniéniach., Przedstawimy w pierwszym rzgdzie

wyniki oblieczerd dotyezacych ocdmiany klasycznej.

Pevne wstgpne wskazdwki co do zakresu tych obliczen

zaczerpnelidmy z wynikdéw uprzednio uzyskanych /[6], Erratum/
dla wielomianu N = 4, reprezentowanych na rys.3.

Jak widaé, funkcja AA(e,) ma v tym przypadku dwie
galtezie: jedng - w przedziale
(3.1_4) cj'_ < 0,4
drugg - w przed;iale
(3.15) c, > 1.

Ponad to - w przedziale (3.14) funkcja ta jest dwuwartoscio-
wa. '

Dla wybranych pieciu punktdéw zaznaczonych kdéikami na
rys.3, zbadano rozklady predkosci w warstwie przysciennej.
Wyniki tych badad zestawiono na rys.4. Pozwalajg one - W po-
taczeniu z kryterium jednoznacznosci rozwigzania, przqutym
¥ par. poprzednim - wyodrebnié te czgsci krzywych na rys.3d.,
ktére speiniaja to kryterium. Latwo zauwazyé, ze kryterium
jednoznacznosei jest speinione tylko na "dolnej" galeéi

w przedziale (3.14), oznaczonej ciagta linia. Na ngérnej"”
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galezi w tym'przadziﬁlg, jak réwniez na ocaizj krzywej

w przedziale (3..15) . '.krytoriu.m jednomc'znoﬁci nie jalt
speinione, bawien rbzslady predtoﬁci, odpowiadajqce punkton
na tych liniaeh nie aq nonotoniczna /symbol NM na
odpowiadnich wyqusaq_ rya,*x.

Opiera3qc 91Q na fyoﬁ Wynikach, Ograniczyliimy zakres
obliczeﬂ do wyznaczenia w przypadkn N = 6 oraz H = 3
nrzywych przechodzaoych przez punxty 0 odoiqtoJ ei = 0
1 nie hadsliény narut v tych dwu. przypadkaoh lstnicnia
_ﬂa&ezi, aaalogicznej do krzywej K na ryq.s. ;

Wyniki obliczes fuskejt - /l(c) ala N =6 oras

=8 aq'zestawione n#lrys.5, pizy ésyl-;'dla poréwn;nia
- wrysowano takze wyniki dla N = 4, Jak Juz wspominnno.
niekcmplatne nyniki uzyskana dla N = § oraz N = 7
pozwalaja stﬁierdz;é, zglodpowigdnia linin 11(01) najg
w tych Qwu'prﬁypad;agh fak; aam.ksz;ali;.iik linie przedstab
wione na r?s;ﬁ i lezg”- o@p&qiednio - migdzy Iihismi_dll

=4 1N a8, baaf tes = migdzy liniani dla N = §
iN=8,

Kreskowane czeécl krzywych na rys.5 .odpowiadajs
hiemoﬁotopicznyn_rthISGQI priakﬁéci'w wafs;wiii co nozﬂ;
stwierdzié, rozpatrujqcﬂwykfesf predkosded ?rzsdstsiioﬁq'
‘ne rys.6 1 T
wa aiex tdrych wykrelach rys.61 T niamonotonicznnid jast .
skabo widocézna, niemnisj jodnak wynski liozbowz pozwolizy
'stw1erdzic Jej istnienie lub hrak w spoadh jednoznacsny.

i na ich podstawie - odpowiednio - wniesiono ‘na wykresach |
symbol - Nh ._Iub nia.

' Puakty na rys.S.. Ltérym odpowiadaja ruleady
prgduoﬁci na rys.4., 6. i 7., sg oznaczone kétkami.
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Rys.3. Obraz funkeji A(o,) dla wielomiam

klasycznego 4, stopnia.
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A= 17,8
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Rys.4. Rozkiady predkofci w warstwie przydoiennej, okredlone wielomianami
klasycznymi 4. stopnia.

Ly A
14 1l
NM
A = 11,28 A = 52,87
o, = 0,3 e o, = 2,0
n I ‘?'_—_ " -‘--_--——;-_'-‘—N-__n -U__
0 1 2 -1 o 1 2
7\
i+
A= T,34
ey = 0,3
u
N L E_
0 1 8

-ga—
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100\

751 \

G
50—5\ \'\

Rys.5. Obraz funkcji A(ai), dla wielomianu
klasycznego 4., 6. i 8. stopnia.
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Rys.06, Rozlklady predkodol w warstwis przyécienne], okredlone wielonianmui

klnsycanymi G,
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NM
A= 31,78
cy = 0,5
u
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Gya.T, Roesklaiy prodkodel w warstwie przydoiemnc) okreslone wielomianami

rigyvennywl 8. stopnia.
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1 -
\\<}
A
0 1 \uIL |
Gi D\\ 2 3 o
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Rys,8. Obraz funkcji °2(°1)’ odpowiadajgcej
wielomianowi klasycznemu 4. stopnia.
Y |
. t -+
G8 2 3 ¢

\‘n
v

Rys.9. Obras runkeji e, (04), odpowiadajgce)
wielomianowi klasyoznemu 6. stopnia.
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Rys.10. Obraz funkeji c, (o) odjowiadajzce)
wielowrapnowl Llasyecziuzou 8. siiynia.
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Ostatni fragment wynikéw dotyeczacych wielomianu
klasyecznego, stanowis funkcje ¢y (ci) y reprezentujgce bez=
wymiarowe naprezenie styczne 1 przedstawione na rys.8., 9.

i 10, Ereskowane 1 ciagte linie na tych rysunkach odpowiadajg
kreskowanym i ciggiym odecinkom 1linii na rys.5.

' Linie D /Kreska - kropka/ na rys.8., 9., 10 okreslajs
rozwigzanie "fciste”, zaczerpniete z naszej pracy [5].
Pionowe kreski oznnoza.j.a koniec przedziatu, w ktérym istnieje
saﬁsowne fizycznie roz.wiqz'anie /w rozumieniu przyjetego
kryterium jednoznaczno$ci/, ' _
Jezeli rozwigzanie przyblizone istnieje dla ¢, 3 1, jak
ma to miejsée w p_rzypadku N=6oraz N= 8, ciggte 1 kresko~
wane. linie niemal pokrywajg sie ze sobg w tym zakresie, jak
réwniez z krzywa “ﬂokladnfyl". Réznice miedzy nimi leza

w granicach gmbo§c1 1inii na rys.9. i 10, |

Fyniki dotyezace odmiany zmodyfikowanej ss reprezento-
wane na rysunkach od 11, do 17. wla,cmie.l '

Podstawowy wynik stanowi - jak poprzednio = funkcja

A@'i) , przedstawiona na rys.il dla wielomianéw stopnia
4 = 4., 6., 8, Pordwmanie z wynikanmi, podanymi na rys.5,
pozwala stwierdzié istotne tésnice Jjakodciowe, polegajgce
przede wszystkim na tym, Ze obszar istnienia rozwigzania
jest 6graniczony w przypadku odmiany klasycznej] od strony
duzyen wartosel eig w przypadku odmiany zmodyfikowanej
"= od strony maiych wartodci C,e '

W pewnym zakresie wartodci e, istniejg - jak pqpﬁed-
nio - dwa pierwiastki dodatnie A » Galgzie odpowiadajgce
wiekszym wartosciom A oznaczono liniami kreskowanyml na
rys.i1, _Rozklady srgdioscl, odpowiadajace punktom linii
kresxowanych, sa niewonotoniczne, o czym mozna przekonaé sie

rozpairujac Wwyiresy na rysuniaci 12., 13. i 14, Polobaie
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Rys.11. Obraz funkeji A(o,),dla wielomiandéw
zmodyfikowanyeh 4., 6. 1 8. stopnia
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Rys.12., Bozklady predkodci w warstwie przydciennej, okredlone

wielomianani zmodyfikowanymi 4.

stopnia.
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Rys.13. Roskiad predkodoi w warstwie pr:yi'ohnnij.pkﬂiiom I_lololnimi
smodyfikowanymi 6. stepnia. ‘
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R}ys.14a. Rozklady predkodci w warstwie przydoien-
ne; okreslone wielomianami zmodyfikowa-
nyzi 8. stopnia.
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Rys.14b. Rozklady predkoéoi w warstwie prayéolennej, okreslone wielomianami
gmodyfikowanymi 8. stopnia.
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© Rys.15. Obraz funkeji eg (o4 odpowiadajacej
wiolowianowl zmodyfikowanemu 4, stopnia.



nd

-1

$2 A

-3

RYS. 160

Obraz funkeji o, (e,) odpowiadajace]
wislomianowi zmodyrikewauemu G. stonnia.

3.4

(%]



Rys.17. Obraz runkeii 9’2(111), pdpéwiaz_lajacej
wizicuicnowl zmodyfikowanemu 8, stopnia.

ol
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jak:péprzednia.ioznaczonn kéieczkami na rys.ii punkiy,
Ig’t&ryi'udpotiadajq podane miklady prgdkoéoi;

imﬁMy,' %Ze - przeciwnie nii w przypadku cdmiany
klasyeznej - rozkiady predkodel odpowiadajace lintom ciaglym
na 'ry'i.ii..i 8g na ogéi réwnies nie monotoniczne. ‘Niemonoto=
nj.csnoié snsnacza si¢ przy tym w stopnin tym wiqkazyu, nim
ﬂ.klza jast nrt.oié A , & mniejsza - wartodé 6y v

w jed-nm jedynym przypadku, mianowicie dla

Ns= q;' An 15,96; ¢, = 2,0

roskzad ﬁrﬁﬁkdﬁo’i Jest mo'not.on.iczny /Ty8.13/. Przypuszczany,
u nio Jolt to przypadek odosohnio:ly. i Ze dla odpolriadnio
duzych °1 wyltqpujq rosmdy monotoniczna. Pnypuszozanic
to 'yda:_jo sig _pot.:wierdzaé fakt, ze d.'la

e, = 1,5 '
xij.o'-onot'onioznoié rozkladdéw prediodci jest bardzo maia
- dla wielomianév ltopn:l.l. N = 45 3.-

.Wyniki dotyczqo. naprezenia styeznazo sa przadstaw:tone
na ryn.:ls.. 16. i17. - wraz z lin:lq D /kreska. kropka/,
rcprezentu:jch "dokadng" mnkch oy (o), o ktéraj juz
byza. mowa, W zakresie

'01 . 1
obserwuje sig dobrg zgodnosé wynikéw przyblizonych z doktad-
nymi - n-:l.an;l niezaleznie od stopnia wielomiann. W zakresie
0&Le, & 1
zgodnoéé ta jest znacznie gorsza, przy czym - co podxresla-
my, przypominajac zarazem wyniki Schlichtinga :I.,'Ulricha
}j -.-'w'l&liedétw:lo punxtu

.01 = 0
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rozwigzanie przybliZone w ogdéle nie istnieje,

Linie kreskowane i ciggle na rysuniku ii oraz na

rysunkach 15,, 16., 17 odpowiadajg sobie wzajenmnic,

4. WNIOSKI

Analiza wynikéi, uzyskanych w ramach poprzedniego roz-

dziatu, prowadzi do nastepujgcych wnioskéw, stanowigcych

odpowiedzi na pyta.nia stomlome w rozd.zia.le 2,

(s.1)

1 Odm:.m klaayczna metody Pohlhanaena, ‘zagtosowana

do pr;eply‘m w sgsiedztwie punl:tu sp:l.gt.rzenla,- po-
tosonego na prostoli‘niowﬁj, ruchomej dciance, po-
zwala. na. uzylknnia Jednoznuoznego rozwiqza.nis. po-
pralne;o w sons:te monotonicznodel - rozkladu predl:oéc:l.
B.ozwiqmnie to, reprezentowane ciggiymi linlami na
rys_.s., istnio;]o W obszarze

0 Loy &Gy, oy
Przy czym GH Jjest liczbg tym wiek_szq,l_ im wiekszy
jest stopied N wiﬁlon’dam aproksm;]qcsgo rozkad
predkoéei ¥ warstwie /POT.Ty8:5e/

Wyniki dotyczgce funkeji ey (ci]_, reprezentujg-
ce] naprezenie styczne na Sciance, okazujg bardzo
dobrg. zgodnoéé z rozwigzaniem fcisiym, w calym
obszarze (4.1) istnienia rozwigzania przyblizonego.
Odmiana zmodyfikowana metody Pohlhausena, zastosowa-
na do tego samego przepiywn, pozwala rdéwnieZ na
uzyskanie rﬂzwiﬁsania.. ktére istnieje w ﬁbszarzo

0<HE o ,
pPrIy czym H‘N jest liczbg tym mniejszg, im wyzszy
jest stopien N wielomianu aprcrsvmujacego rozktad

ﬁrqd.koéci /por. ry_s.il/. Jednak rozwigzanie to,



(4.3)

.rozwi.&zanis jest w ogdle ni'a- do .przngcia, Jak o tym

(4.9
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reprezentoma ciggiymi liniami na rys.ii.. a bgdace
;}adnoznacznq funikcig A ('ci) aie jest poprawne w ca-
tym -obszarze istniesnia (4.2),— W sensie monotonicznosel

rozkiadu predkosci. W zakresie

Eﬁ_{.‘c141-

éwiadcza mzklady pndkoéni na rys.ii., 12., 13. 1 14.
Jak sig wyda;}a, dopiaro w zakresio wartodei L

_dostatecznie wigkszych od jednoéci, rozkiady predkosci
-li}ﬁjg sie mor_:otnnic-mn_a',- czego dowodza wyniki, przedsta~
wione na ‘Tys.13.

Tezy zawarts w dwu zdaniach Hugelmana [1] , zacyto-

‘wanyeh w rozdziale 2., okazujg sig . zatem f a t s z y-

we - w éwietle naszych wynikdw.
w szozagdlnoéoi- "

a/ przyczyna niapowodzenn od.m.i.any klasyezne) wecale’

‘nie tkwi w pominieciu warunkau

z2godnosdci, bowiem w obszarze

0 £¢, <1
lepsze wyniki ﬁje Ilaéhis odmigna klasyczna.
Ve dola_,cza'nio warunku zgodnodci nie zapewnia

‘ bynajmniej metodzie Pohlhausena mozliwosci dos_tarcza-

@.5)

nia poprawﬁyeh tezultatéw w calt ym zakre=

é_ i e predkoseil u. deianki, bowiem = jak to wy-.

kazaliémy, w zakresie
0 ey < Hy
odmiana zmodyfikowana w ogdle rozwigzania nie daje,

a w obszarze (4.3) nie daje. wynikéw poprawnych.
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3. Uzyskane przez nas wyniki liczbowe, dotyczgce
funkeji e, (e,) dla zmodyfikowanego wielomiamn
8.stopnia, nie s zgodne z analogicznymi wynikami
Hugelmana [i] , ktére przedstawiamy na rys.18.
Szezegdlne zastrzezenia z naszej strony budzi przy
tym fakt, iz Hugelman podal rozwigzanie réwniez
w obszarze (4.5).

Naszyn zdaniem, rozwigzanie w tym obszarze nie
istnieje, a Hugelman uzyskat je chyba w wynikm

swoistej ekstrapolacji.

5. PROGRAM OBLICZEN

5.1. Opis programu
~W oparciu o zasady wyloZone w par.3.4 i 3.5 ,

przygotowano program obliczed w jezyku GIER - Algol, Tekst
programu wraz % kKompletem procedur znajduje sig w para-
grafie nastepnym.

Sens dziewigciu liczb, wprowaﬁzanynh jako dane

do programa, przedstawia aiq nastgpujgco:

N - stopier wielomianu;
TYP - liczba okreslajgca rodzaj wielomianu:

TYP = 0 -~ odpowiada wielomianowi klasyczne-—
o 3

TYP = 1 - odpowiada wielomianowi zmodyfiko-
wanemu; '

K - 1liczba okreélajsca sposéb realizowania
rachunku,
Jezeli K = 0, w rachunku kolejnych przyblizeén

nie zmienia sig¢ wartosé o,, zmienia natomiast
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0 + + + 4 —
0,3 0,6 0,9 i,2 1,5 u'/'Uicl

—— Exact

o0—~——0 Pohlhausen improved

Rys.18, Obras funkcji Sy (ci)'
podany przes Hugelmana [1].
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powiemy, ze 1[spomn1me-dwie-kolejne wartosci
niewiadomej odpowiadaja réziym znakom liczby
BLAD . ' | |

interv = liozba okreélajsca przyront"milennej niezaleznej,
‘tan. '51 - dla K = 0, badé tez‘.jt - dla
K = i, po kaknﬁoaan;u - katdqrazbwn - rnéhunku 
kolejnych prayblitesi. ‘ .

LICZNIK - liczba okﬁélljdca iloéé dyskretnych wartodci

" zmiennej niézaleinej, dla ft.éryoh zostanie

wykonany iacm:ne-lzl; ﬁla.przykta_dn: _jedli zostang
wprowadzone nastgpujace dane: ' '

‘= 0; interv = 0,1; Lxcﬁﬁxx_..ai

1
maszyna wykona obliczenia A Oll'a.iﬁ. oy dla

K=0; ‘¢

mstqpudlqpyeﬁ_ ﬁ:_-t.oéci e,
61 =0; 0,1; 0,2,
poczem zétrzf_na eig. -
- . Znajomoéé sensu oméwionych dziewieciu liczb wystarcza
do-przeprowadz‘en.‘lal oi:liczelil wedlug programu, zalgCzZonego
w pai-agrarig' nastepnym. Trzeba tylko pamigtaé, ze "Kontrola
rozktadu predkosci" jest uruchamiana kluczem: w przypadku
weidnigtego Elucza /kbon/ m-a.szyna wydrukuje - po zakoficze-
niu rachunix kolejnych prayblized - wartosé wielomiamm
(£.11) 1 jego pierwszej pochodnej ﬁglgden GL s W przedziale
0&M L1 -
i w odstepach _ .
- ‘:WL" 0,1 .
- w_tekécie p'rogram.mo!ma..‘z tatwodeig zidentyfikowad
procedury -lub bloki, w ktérych zachedzi np. wyliczenie -

wspdtczynnikéw 8y, 8g, aé,-;.. ay /procedura "wespblezynniki"
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i procedura Det Gausa/;’/ wyliczenie sum §; 18, , wyli-
czenie blgdu BLAD; zmiana niewiadomej /procedura intsp 1/;
wreszcle - kontrola rozktadu predkosdci.

Tekst program wydaje sie zrozumiaky w éwietle
povyiszych komentarzy; w celu dost_arczenia dodat kowyech
obj.aéniai zalgczono w par. 5.3, wyrywkowe wyniki obliczend,

uzyskane bezposdrednio z maszyny cyfrowej.

!/Wspélczmnik a, wylicza sie wprost z plerwszego rdwna=

nia uktadu (3.4) , zalezy om bowiem od /| oraz ¢, .
SpostrzeZenie to pozwala obnizyé o jednosé rzgd
ukiadu, rozwigzywanego ptocedurg Det Gauss,



5.2, Tekst program W jezyku GIER - Algol
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1 a_ b e 1 exit; . : “ )
c o m © e nt Det Gauss aolvea m systems of lin:'r aguztiser with-n
~ Unknowns and computes the determinant of the coerfi- :

cient matrix, The pm'am!ters are:

n =‘mmber of unkncmm._.

‘m ¢ FNumber of right hand sides, m=0 implies that o
: ; mly t]:u: ﬂ.ateminant vﬂl be ccnrputed (c!.‘. section 2)

A : Has the dimension [1.n,‘| nun]andmu.at oncn'br'y

* -. . contain the coefficient matrix in A[1:m,1:n] a=d
the right hand sides in A[1:n,n+l:n+m]. The solu-
tion vectors are on exit stored as columns in
A[1: n,h+! sn+m).

exit : Label to which Det Gauss goes ‘when the system is
<N singula.r .

_begin int e_g__g r 1,5,!{,10;.10,

Tr e a | factor,max,detfac,twofac;

int sger ar ra_ypemmte{]-n],

m T= nem;

detfac 1= 1; , _
foriz:=1_8step 1 u__n__t'_!._:_l n _d_

_f__ 3 -ui"st}e i wak iln do
T max := max + AlL,J11A2;
A fmeo! vimex<.25 then
in
c T 'iw'c': 1= 2[A(~ ent;:ler(ln{max}h 58634-1}),
orju:=1 8t e D1 __u_n_t._i_lm do
A[I,d] 1= A[L,J)xtworec; '
detfac 1= detfac/twofa.c ;
P R
end Squilfvration;

fo k =1 ate_p1un‘biln 4o’
b_ egin, - o
max := 0; .
tori-kstep1u iln do- .
dory =k stepT'“"t"il"‘au

b gin
?a.ctor 1= abs(A[1;3]);
_i f max < factor R h en

end
ends ﬂ-arching for pivotal element;
irmx<-8 then go _toexiy;

max ;= a[10,30]; d.etfa.c 1= detfecymex;
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1 f 10l=k _then
s zdn

—

u‘l

= EEEJ_S."" da -d.etfac;
forj:=%k stepl untililm do
'b g_i- n .

= Tactor := Alk,i];
Alk,3) :=a[10,31;
A[10,3] := factor
end
e n_ 4 interchange of rows;
pemte[k} r= k;
1fjol=k _then
_begiln -
detfac 1= -detfac;
permute(k] := JO;
fTori:=1_.8stepn _u_n_t_i_l n _do-
_begin '
Tactor := A[1,k];
Al4,k] == a[i,30];
q[i,do] = fa..ctor
en d.
n d ; tercha.nge cf columns ;
= k+1 ste_p'l untiln do

factor := A[i k]/max; -

f_o rji=k+1 stepl untilm do
JﬁI JJ] 1= Al4,] ] - A_ k,J Ixf or
e n d ra duction
__e_n:d"fSr k;
L ork :=n+ _s__t_e D1 ._u___n_.t_i_l m_do
. foril:=n S tep -1 _un t111 do.
begin - )
Tector := Ali,k];
Lforji=1i+1"_s t'ep untiln _d.o’
Tactor := factor - AlL,J1Xali,x];™
Aldk] := factor/A[i i] -
n 4 solving;
R, mT-n _then
_b_a__g_i n o
Jort = n.- step=1-untill1 do
b i
- D-: nermﬂ:e[i];
1 £ 10'=1- ‘t hen

forki=mT _stepl untilm_ do
b egin . & !
~ Tactor := Ali,k];
Al1,k] :=-A[10,k];
A[10,k] := factor
end

_en d irtercha.r@e of solut*ons,
Det™ gauss := detfac
__e_n_d Det Geuss;
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b 1

e eh,mik,nimmﬁ.h,dm 51,52 B},S‘c
input(N);
-b e g_'.l n -

proeed_n & 03
egin text(l«:, 1>)

ll procedureintsm(:ﬂ,lbl,x,b,idx}.
v.lueax .....
rel—l xo,b.'l.,dx, l.rrl.yx,b,.imteger lr:ra.yi,

’I‘j ‘-11'11""1’
b1):= bl1;
c.x[1]):= x0
‘E'n'd'
e 1. L e
"o
172T: -1?2"!4-1,
< ‘bIE}. bl; x[2]):= x0

3 s 1[1 J+1[2];
_1_r 4[1 x4[2)-0 th.e n
mspl -x?(-n)lﬁﬂﬂ)xdx(dn)/m
s e e ;
'k‘-rn( l)'F/\T.}HT)flL
mtsp:1 = x[1 1-b[1 ]x{xta ]-xh ])X(‘H-bc{lba(b[a]/bﬂ -1 })/{bial-bh 1 -
[ ] l'.l :
_e__n_d intapl;
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_pro cedu rewspétczynnﬂci;
be g ’
= 'B'['t'}'-ﬂ ct-af2];
B[2]:=B[3]:=-2xa[2];
* A[1,1];=A[2,1].=1, LU .,
fork:= stepl until N1 do
ATk 1:=BlkM1T:=0; T T T 7T o
I‘Sa r k:=2 step) antil Rl do
T e -
ﬂ'!,kT .,1,
'A[2;k):=k+1; _
e nd; L HE R ' '
For ki=3. atap! until N-1 do
" begin . '
f_o’_rT-Q ste_pl unt.ilN-! do
K{E ’1‘] --A{k-!,T}x(T-k+5).
1T Alk,T}<0 _t h e n Alk,T]:=0

"f‘i“hmx then

- I[ﬁ-T,T] =c1xlam; :
 A[R=1,2]ima65 ¢ 0 0 e e e e Y
formM=) stepl until N1 do.
T HRISGT T TS T
+ & nd;
A7 e1=0 A TYP=1 ‘t.hen
be*g'in
Tforik:st a't.ep1 untilu-e do
:b:e"gin T R
TorT:=2 stepl unt_-ilH-2 do
ERT AT = 7 TR
end
-'end

LR n d wspdiczynniki;

(] T
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in

tF-rrPx,a ,lam, del dokl,interv,lICZNIK);

outer; outtext(|<< TYP,K,c1,lam,del,dokl,interv,LICZNIK,N, |>);

outer; mxhpxt(lcn.dddib,m,o,l{,o,cl ,0,lam,0,del, 0,dokl, o,inter\r,o,uczm, o,N)i

L:=0; outer; -

A fTP0 th enoutr.ext:{f«
Pumszn KLASYCZNY |>) 5

outer;outer; - -

1 £ TYP=1 t h e n outtext(|<«

G - PORLAAUSEN ZMODYFIKOWANY|>);

outer ;outer; :

outtext( [<< _ . _
cl ’ » c2 lambda al - ’ a2
_ . a5 a5 i O A 18 1 B

. oukter; ¢ ® .

Pnamcm;mc }

0 i=il2]:205

POCZy
al2]:=(cixcl- 1}x1s.m,!2
wspétezynniki; - -

1- f- cl=OATYP=1 . t‘.hen )

“"hegin . .
Tor r:=1 at. ep‘l un'r. ilN-Q do
TALTN-1 Ji=B[T];

DetCauss({N-2,1,4,74L);

. a[Clz=c1;
altlz=all, 80 );

'&EB]‘O, ] .

Tt or‘Z‘:=5 stepl ﬁnt'i 1Nt do

Tal T =l TN T TSI .
_en d__e_l_s__e

o = st.epl __u_nht__i_l uI'I do
Tet Gaws~{N-1 21, A,ZAL);

ajClir=cl; ‘

'ai1 i=al1,¥9; oo e ;
for il s t epl-untily do
al =T S

en d;
S17=0; -

{ orn:=0 5tep1 unt.i'l,N do
TV :=S1+aln 7(:14-1), R

S2:=0;

Torn:=0 stepl untilN do
TP iimralnRani/famit)i T T

fork':O stepil untilh‘f-'d_o'
"begin )
e-s.-.g g @ oo e L T

" formizk+l s tep! untill do

_53::53+=.[n}f(?1+ﬁ+i')_; BT ARG e

S2:=52+2xalk]xs3

e n d;
B.Aﬁ 1&:!»((1*51 2xs2)-a{11;
. i fK=0.t h e nlam:=intspl(lum, 3°AD,niew,bl,1 ,del);

1P K=l t hen o :=intspl(c1,BLAD,niew,be,i, del], ;
RS 4 1[1Tx1[ 1=0. Vabs( niew.h-niew[é‘]))dokl t hen gotoFO;



-

c4:f lem>0' t hee n c2:=all1]/sirt (lem);

"t xvon_Then

Begin
outText{ |<< Kontrola rozktadu predkosci
. eta pochodna predknscb),
outer;
eta:=0;

fork:=2 stepil untill do
wynil‘( s=wynikrkxa] K IxetalATk=17 ;"
output( |<-n. dddddddda,.dai:-,em o,uynik)

vynik:=cl;
for k=1 steul untilN. ﬁo
vynik:=wynikTalk]xetalAk; ~

" output( |<-n. ddddduddd.,+dal>,o vynik),
outer;
eta:=eta+.1; W L4y
1t‘eta.<‘11 t.hen gotoPDCZA"I"‘:.I(;
e T 4;

utput(|<-n. dd.dddddd,,+dd|>, el;0;¢2,0;1am,0);
‘T ork:=l stepil unt_ia.\l do
begin T 77 AT
output( |<=n.ddddddiddy+dd|>;alk],0);
i f k/b =entier(k/4) t hen :
"Tbegin T
T Touter; outsp(3);
__e_n_d
‘n dk;
ZaT - -
. +1 fK=0 - __h__e n cl:=cl+interv;
T{fk=1 "t hen 1am'¢lam+inter\r,
Tozta; T 07 7
i ILCLICZNIK then go tOPRthC?A‘r:K;
outtext( |[<< Koniee GbliczeX T>);
end endend end.end end;



5.3, Przykladowe wyniki obliczen



TI'P,K,c‘l,,]m,del,dakl,lnurv,LICZNIK,N, . o
0.000 , 0,000 , 0,500 , 5,000 , 0.010 , ©Q.,001 , 0,050 , 1.000p1 ,.  6.000
POHLHAUSEN KIASYCZHY

cl . - nsm. ’ u' [ua a3 S ab
a5 sdpana’ il :
5.00000000 =1 , T.04320358 s 1.08575115 »+1 2 .299313277 » =3.996566638 s 2.993133582 5 =h.o31337h2h 1
-5.034330748 p21 oosasgoah 2.4 ° T R K;
5. hgg-aegggjar , 6. haog;g?gasé; ‘I 1.05632057 »+1 , 2.086780116 » =3.683500721 , 2.867801592 s . =BATECIETET -1
~3.66090 -1 . 1 -1, ; .
T 99993993 n-l : : m?eggl;a&’r;hg’ ,‘1-0"753651‘ »¥1 , | 1.B70410kos5 » =2.352097519 . , 2.704195112 po =T.0M1951772 y-1 ,
2999097 ,-7 ¥ " 5.11870848 .,.1'-, 1.03938000 »+1 , 1.6502L1762 , =3.001208009 - ,  2.502417937 »  =T.52h180114 4.1
-1- 87909649 g-1 9.975910917 =2 ) 5-93999995 =1, . ! 2 .
99000906 -1 d Lhooo320 4-1 , Q3186 o+l , . l262u7al3 , =2.6%312361k , 2.262LT2175 s =T.624T721657 5-1
.6 B76391172 ,._2 5 e 3752'73161 =2 , x " - i
T-"??‘??‘)?'* w1,  D.7u329426 x=1 , 1.02L96MBY p+1 ,  1.190410386 » =2.242091909 ,  1.984183626 » o =T.34103825€ -1
'-7.909079773 »-3 , 5.158161500 y-2 : : . :

3 w-1 ., 3.02888105 ,-1 ' 1 018685146 o1, 9.66723L980 -1 ,. ~1.833611h58 , T1.66723.883 , =6.6722L6892 .1
it 272 vt 3321650033 p-2 : . .
8.49739992 s  2.29707508 p-1 v, 1201302480 p#1 ,  T.311142180 41 , ° =1.505570960 - , 1.3TgeT. y  =5.6115268 421

5.557 5 -2 , 1.888580562 »-2 .
8.99297991 w-1 ,  1,5481L048 5 1 008011‘76 ot , " 1,915222302 41 , <9.576110635 o-1 , 9.152220842 ,-1 , k. 15222767h o1
Sraiond e’ , B MTTINO% x5, 9.49999930 . 3
0.1999209¢ ,-1 8236203L ,-2 , 1.00365864 o+1 , 2.478567669 p-1 , -L.892836902 ,-1 , L,TB56TI00L p-1 , -2.285672622 -1 ,
3.920362206 ...2 2,143276797 w3 , . . g Y
9.999999689 -1 ,. T.82362034 y-2 , -5.33319660 ) 1.93721927h -8, T.OTTINTTR =8 , -2.533129608 -7 ,  3.091923277 -7
=1.713509755 w=T , 3.650717018 -8 , Koniec obliczen _ : L , . .



TYP,K,c1,lam,del,dokl, interv,LICZNIK,N,
’

1.000

0.00C

0.400 7,

POALHAUSEN ZMOLYF IKOWANY

cl

as

3.999399999 5-1
1.639207931
3.79999999 p-1
1.809024162
3.59999998
2.002757616
3.39999998 g1
2. 22458831

3.19999998 5-1
2.u63070k02
2.99999997 »-1
2,78787L4308
2,79999997 y-1
3,152510729
2,.5999999% -1
3,6005703Th
2.39999996 p-1
L,178720131

B, 0&6&7916

22,

’
atd
]
»t2
»
pt2

’ "
o+
»
nte
»
»te
r
»+2
»
-]
¥
e

.d

Koniec obliczen

ca

1.04078517

y =3 7::6652111 ,+1
1.083B86

aliy 101;959350 .+|
286436

b 6176148505 ;+1

ab

o1

1545769 »

=5.136725760 g+1

L2245£613

-5, 7L30L2040 .II

27630152

-6 lLischof6T ,+|

33130615

=7.318679619 n"'l
979601

28377667809 ,+|
145190031
-9.7501101k9 ,+|
.5167uk20

-1, 167981958 ,+a
.5167hL ’
-2.355%9508 o+l

- _.v. - —- N . s A -
.
-

2,23042 ,

0.100 ,

lambda

2.25702862 442
3.79
2.39797839 2
2158033007 g+2
2.7B766373 52
5.02700397 y+2
3.30604791 g+2
3.63546559 542
4203299193 ge2
h's)asssas »+2

2,199
5. 19?97112 2

-5.78885052 »+1

0.001 ,

-Olw

al
V1556668118 a1
1.678401LBB L+1
1.812981226 441
1.962579203 L+1
2,130535316 g+1
2,320749545 p+1
2,53838TT16 4+1
2.791031498 441
3.090759653 p+1
3.456034122 L+1

“1.0111L9UE3 4+1

1.00051 ,

a2 ad

[x)
-9.3955257h2 441

=1.025656653 4+2
-1.12295T430 g+2
-1.23270L425 42
-1.3568518400 4+2
=1.504249759 4+2
=1.675223250 4+2
-1.8801795u4 42
=2,135314965 4+2
-2.473196111 2
2.4906482682 ,+1

6.000

ab
2.321542101 +2
2,.545025111 4+2
2,806848412 42
3.100236256 4+2

5.439538202 ,+2

3.836249323 42
4.306504965 5+2
4877686462 L+2
5.602500153 y+2
6.590749568 ,+2
1.748901129 4+

-2.793976996 o+2
=3.077336741 p+2
=3.399761857 y+2
=3.768067hTh ,+2
-l , 196039524 p+2
,698999004 y+2
-5.208563251 ,+2
-6.032013645 4+2
=6.972370243 ,+2
-8.2T4106503 ,+2.
-8.879098535 p+1

-eg-



TYP,K,c1,1am,del, dokl, interv, LICZNIK, N,

0,000 , 1,000 , 0.000-, 1.050,2 , ©0.010 , 0.000 , -5.000
POHLHAUSEN KLASYCZNY
el e2 lambda al
(1] a7 cnsnee
1,568128682 y  l.12221181 s 1.05000000 g+2 ,  1.1Looolkgn2
|.76515726| e+2 , =1.015105000 .+2 , 3, 9503752!17 o1, b, 500582'1'27
L.L1006203 -2 , 1.095259061 ’ . E s 1.095259810 01,
1.69217TTT49 p+2 , -9 617‘?551‘17 o+, 3.078 5515g o+, -k.2612Looks
9.12809379 g-2 ,  1.0633 9.50000000 , 1.036392021 41
1.501897167 42 , -9 ohas1uaag o 2.395012116 " ~4,003060805
1, 42414088 o1, 71,0258 ’ 9 o+ 728615403
1.483991280 o2 , B, h23691559 ool . D.603550L68 a1, _5 795u1u796
10T et o QLTIZIION mel s B.50000000 gal "9 ' .
1.360002157 g+2 , =T+T59902T16 p+1 ,  2.479941320 p+1 ..5.:.25:.591.21
2.62853041 41, 9.2L38LoLs 8.00000000 o+l -, B.267950296
1.012600937 42 , -7, 0108B8373" o1, 2.,249338007 y41 , =3.108035535
5-353“5969 p=l 8,57T46562 =t T»50000000 41, T.s2830312%
1.106631919 p+2 , =6. 266591319 e+, 1.999981701 41 , 2. 7618835’42
L.11173056 -1,  7.780L795% T3 o+l 6.509616196 "
9. 59#967175 g1 4 =9, haTaEzgas vl g 1.T305834TT po I
5okt o o ey 3oBaBE8 T ABTRUESTO we s 1 oReTag6sh
'?.990305 o+ LI 4 i 56
5.99987857 p=1 , 5.606616140 pel 5 6.00000000 pt1 , u.;i 66391
6.240012491 z+1  , =3,520007002 y+1 ,  1.120002210 x+1 , =1 5!,235911.3
714779023 51, L.120526L0 -1, 5.50000000 ,+1 ,  3.062538743
L.329400051 441 , =2,43TI084TI p+1 ,  T.THE035397 ., =1.055827228

Koniec obliczen

»

1)
. =1.92000381L

1.000,1

a2

aln]
-5.240000833 .1
-“-9;“12?90‘78 o+l
4, 710400426 g+1
L. LOBTSOUES a1
-_-h.oéo})hshh
-3.723599219
-5.5;52&558
-2,908145213

-2.L38661981

Pl
p+l
o1
p+l
!
1

«1.345092529 p+1

’

8.000

e
1.295052538 442 ,
1.229L29810 2
1.158685794
1.082497163
1.000045326
9.106832123
B.13314588L
7.075849438 g1,
5.91498LUBB we1
h-émaah o
3.236593080 p+1

2
5‘2 »
2
vt

o1,

' =1.71911L370

b
«1.925131383 42
-1.82600473L 442
w2
~1,604055285
-1.LBo029EA%
=1.5u5808225
-1.199680321
-1 .0b19260L3
-8,690806222
-6.800013590
~U.728751349

2
o+2
e
o2
w2
o
o+l

Il



TYP,K,cl,lam,del,dokl, intery, LICZNIK,N,
o.0c0 , o.00 , ©0.300 , 7.%m , o.10 , o0.001 , o0.l00 , 1.000 , bL.o00

POHLHAUSEN KLASYCZINY

el c2 lambda al a2 a) ak

85 ab a7 senese miN]
Kontrolae rozk¥uedu predkodci
eta pochodna predkosc
0000070000 ,  2.51uE5121 ,  2.999999998 p-1
9.990°590306 4.2 1.202h 30769 3 5.199159607 p-1
£ L o-1 . 1.39705h090 ,  6.080L32733 41
p-1 5 9.BEDONGST g1, B.025503517h -1
o1 .60 b2 BT g1, B.BLAE11S060 =1
,mi -1 , bL.21378722L v, 9.3BL053107 p-)
7 ’-'HF!’T"J:TC‘ o=l 243155331 g-1 ,  9,711162224 g1
A e-1 ,  1.210534037 5-1 ,  9.B8333T760T -1
7909570 g1, h T5463053) -2 ,  0.070520019 4-1
B.A01939966 g-1  ,  1.026336032 p-2 ,  9.9367302T5 p-1
9.90099963 p-1 , ~1.LOC116119 4B, 9.990399B08 -1
1.07799994h ,  6.0TWTISTS -3, 1.0002khobo -
2.00000000 p-1 ,  9.275%2020 .,-1 y  Te3482535% , 2.51LkEs121 , =3 oh3jteszhl s 1,943L455338 ,  =babLESINE g1



*TYP,K,c1,1mm,del, dokl, interv, LICZNIK, N,

1.000 , 0.000

POHLHAUSEN ZMODY FIKCWANY

el

0,500 ,

e2

a5
Kontrola rozkradu predkosci

etn
0.000000000
9.999999996

999992989
*,999999463
L,999999981

1.999999970
8.999

9.999999963
1.099999994

5.00000000 -1 ,
5.507439UBL 443

n-a

T =

o=1
p-!
n-‘
P
=!
o
w=1
n-'

R I I I )

pochodna
2.190974158
-1,337566349
-8.338L739L6
2.273001596
74329776645
€.772909509
2.601785016
1426565647
2.670764923
1.113801602

-1.296997070 4

-1,855L68750

1.200p3

'L
o

6.86L71196 -1

] -k-02955§835 .l"j

sy Oa100 ,

-B.76B5276138
-1.155400749
-6.19071 %961
1.202L0LTOT
6.595068840
9.160420299
9.502%902k2
9.99805L 31
9.999885559
9.996395111

1.018661L5 ,+3'

-1

o=
i
=1
)
gt
31
=1

0.001 , Q.050 , 1.000,1 , 8.000

al nz L L
a7 * wassss B[N}

2'1909""”58 ot '5-819979506 e 1.859887636 p+3 , L3I0V gLT g+

,  1.585147980 g+3 ,  -2.61039T110 pe2 ,

_29-.



(2]
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6., PRACE CYTOWANE

R.D.Hugelman -

Application of Pohlhausen’s Method
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Journal, No.11i, Vol.3 /1965/, 2158,

H.Schlichting und A.Ulrich - Zur Berechnung des
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W.J.Prosnak =~

WeJ.Prosnak -
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I 8 b I 35 [ ]

D.R.,Haworth - An MAD Boundary Layer
Compatibility Condition, ATAA Journal,
No.7, Vol.3 /1965/, 1367-1369,

Zur niherungsweisen Integration der
Differentialgleichung der laminaren
Grenzschicht, - , Heft 4, Bd 1,
/1921/, 252-268.

On the Viscous Flow Near the Stagnatiox
Point on an Interface., AFOSR 1952,
Princeton University, Dept.Aero.Eng.,
Report 563 /1961/.

A Note on the Application of
Pohlhausen’s Method to the Stagnation
Point Flow. Arch.Bud.Masz., 1, X

/1963/, 3-14.

S.Goldstein -~

K.Nickel -

Erratum: Arch.Bud.Masz., 1, XIII
/1966/, 153-154.

Modern Developements in Fluid Dynamics
Oxford at the Clarendon Press, 1950,
Vol.I, str.i61.

Einige Eigenschaften von LBsungen

der Prandtlschen Grenzschicht-Differen
tialgleichungen. Arch. for Rat.Mech.
and Analysis, vol.2., No.1 /1958/,
1-31.





