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Streszczenie 

Przedstawiono rozw6j anizotropii plastycznej w elementach metalowych, kt6re podlegaj~ 
duzym deformacjom plastycznym. Ewolucja anizotropii zwi~zana jest z powstawaniem tek
stury krystalograficznej w agregacie ziaren tworz~cych reprezentatywny element obj~tosci. 
Do opisu tego zjawiska wykorzystano sztywno-plastyczny model pojedynczego ziarna. Jako 
kryterium uplastycznienia przyj~to regularyzowane prawo Schmida zaproponowane przez 
Gambina w 1991 roku. Do opisu ewolucji tekstury w agregacie ziaren przyj~to zalozenie 
Taylora o jednakowym tensorze pr~dkosci plastycznej deformacji w kaZdym ziarnie. 

Om6wiono dwa opisy plastycznego plyni~cia polikrysztal6w metali: fenomenologiczny 
i fizyczny. W ramach opisu fenomenologicznego przedyskutowano wlasnosci powierzchni 
plastycznosci opisanych funkcjami dowolnego stopnia dla material6w ortotropowych znaj
duj~cych si~ w plaskim stanie napr~zenia. Przeanalizowano fenomenologiczne kryteria 
uplastycznienia Hilla z 1990 roku i Barlata z 1989 roku dla plaskiego stanu napr~ze
nia. Sformulowano ich postaci niezmiennicze oraz stowarzyszone z nimi prawa plyni~cia. 
N ast~pnie om6wiono model fizyczny polikrysztalu z globaln~ powierzchni~ plastycznosci 
Tay lora-Bishopa-Hilla. 

W dalszej cz~sci pracy zaproponowano klas~ powierzchni plastycznosci dla polikrysz
talu l~cz~cych zalety podejscia fenomenologicznego i fizycznego. W proponowanym modelu 
anizotropia opisywanego materialu wynika z pojawienia si~ i ewolucji tekstury krystalo
graficznej. Pokazano, ze powierzchnia ta zdolna jest opisac szereg zjawisk wyst~puj~cych 
podczas procesu plastycznego plyni~cia, kt6rych nie s~ w stanie opisac powierzchnie feno
menologiczne. 

Przy wykorzystaniu przyj~tego modelu rozwoju tekstury krystalograficznej i propono
wanej powierzchni plastycznosci wyznaczono ewolucj~ anizotropii plastycznej element6w 
metalowych. Elementy te poddane byly przeci~ganiu, walcowaniu i czystemu scinaniu. 
Wlasnosci formowanej blachy opisywane przez przyj~t~ powierzchni~ plastycznosci por6w
nano z wlasnosciami opisywanymi przez warunki fenomenologiczne. 
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Rozdziall 

Wprowadzenie 

1.1 Cel i zakres pracy 

Procesy ksztaltowania element6w metalowych s~ procesami, w kt6rych dominuj~ duze od
ksztalcenia plastyczne. Powoduj~ one powstawanie i rozw6j anizotropii plastycznej ksztal
towanych element6w. Dla material6w polikrystalicznych, jakimi s~ metale, anizotropia ta 
moze bye wynikiem zmiany ksztaltu i ulozenia ziaren, lub reorientacji sieci krystalogra
ficznej. W pierwszym przypadku m6wimy o powstaniu tekstury morfologicznej, w drugim 
o teksturze krystalograficznej. Anizotropia plastyczna wywolana przez reorientacj~ sieci 
poszczeg6lnych ziaren dominuje w zakresie ~rednio-duzych odksztalceil [68). Aby opisae 
rozw6j anizotropii polikrysztalu w procesie deformacji, nalezy uwzgl~dnic zmian~ tekstury 
w odpowiednich r6wnaniach konstytutywnych. Jest to istotne ze wzgl~du nato, ze roz
w6j anizotropii moze powodowae zar6wno szereg zjawisk korzystnych, jak i niekorzystnych 
z punktu widzenia cech ksztaltowanego elementu. Do zjawisk niekorzystnych nalezy np. 
,earing'' pojawiaj~y si~ podczas tloczenia blach, do korzystnych- zwi~kszenie odporno~ci 

na korozj~ lopatek turbin gazowych, czy wytrzymalo~ci zm~czeniowej spr~zyn stosowanych 
w urz~zeniach precyzyjnych. 

Wymienione powyzej zjawiska s~ zwi~ane przede wszystkim z procesem plastycznego 
plyni~ia materialu. Wl~ciwe okre8lenie kierunk6w gl6wnych tensora plastycznej defor
macji dla zadanego stanu napr~zenia pozwala na przewidywanie i zabezpieczenie si~ przed 
zjawiskami niekorzystnymi. Mozliwe jest r6wniez pelniejsze wykorzystanie zjawisk ko
rzystnych. Anizotropia materialu wplywa w spos6b zasadniczy na proces plastycznego 
plyni~ia elementu. Elementy metalowe o pewnej teksturze wykazuj~ lepsz~ ci<~:gliwosc 
oraz podatn~c na formowanie daj~c wyzsze wart~ci odksztalceil granicznych. Z drugiej 
strony anizotropia plastyczna wplywa r6wniez na zjawisko lokalizacji odksztalceil, kt6re 
ogranicza procesy ksztaltowania element6w metalowych. 

Modele zachowania si~ metali w procesie plastycznego plyni~ia mozna podzielic na 
modele fenomenologiczne i modele fizyczne. W obu przypadkach zasadnicz<~: rol~ odgrywa 
powierzchnia plastycznosci. Stanowi ona zwykle powierzchni~ potencjaln<~: dla tensora 
pr~dko~ci plastycznej deformacji, kt6ra definiuje kierunki gl6wne- plastycznego plyni~cia 
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8 ROZDZIAL 1. WPROWADZENIE 

materialu. Om6wimy pokr6tce obie grupy modeli procesu plastycznego plyni~ia metali. 
W modelach fizycznych przyjmuje si~, ze element materialny polikrysztalu sklada si~ z 

duzej liczby przylegaj~cych do siebie ziaren. Modele te opisujC~: zachowanie si~ materialu 
polikrystalicznego jako wypadkowej zachowania si~ pojedynczych ziaren. Uwzgl~dniaj~ 
fizyczn~ natur~ deformacji plastycznej w metalach podejscie to pozwala okre8lic w spos6b 
bezposredni obr6t sieci krystalograficznej w pojedynczych ziarnach, a co za tym idzie roz
w6j anizotropii plastycznej. Powierzchnia plastycznosci materialu polikrystalicznego jest 
wtedy zdefiniowana jako obwiednia powierzchni plastyczno8ci pojedynczych ziaren. Wy
niki otrzymywane przy uzyciu tych modeli zwykle dobrze odpowiadaj~ wynikom badan 
doswiadczalnych. Wad~ tych modeli jest skomplikowany proces obliczen, a spos6b zde
finiowania powierzchni plastycznosci praktycznie uniemozliwia zastosowanie jej w kodzie 
numerycznym metody element6w skonczonych (MES) powszechnie uzywanej do obliczen 
zwi~anych z ksztaltowaniem element6w metalowych. 

Modele fenomenologiczne bazuj~ na klasycznej teorii plastycznosci. Powierzchnia pla
stycznosci zadana jest w nich za pomoc~ anizotropowej funkcji plyni~ia zaleznej od tensora 
napr~zenia. Stopien anizotropii oraz wla8ciwosci danego materialu zalezCI: tu od skonczonej 
liczby parametr6w doswiadczalnych, a powierzchnia plastycznosci nie zalezy bezpo8red
nio od mikrostruktury materialu i nie zawiera informacji o teksturze krystalograficznej. 
Opis ewolucja anizotropii plastycznej pr6bki wymaga okre8lenia kilku krzywych opisuj~
cych zmian~ parametr6w materialowych w zaleznosci od stopnia zaawansowania procesu. 
Do modeli fenomenologicznych w spos6b standardowy mozna stosowa.C metod~ element6w 
skonczonych wykorzystuj~c procedury numeryczne nieliniowej mechaniki kontinuum. Jest 
to niew~tpliw~ zalet~ tych modeli. Z drugiej strony, przyj~ta definicja funkcji plyni~cia oraz 
liczba parametr6w materialowych ograniczaj~ zakres mozliwych do opisania zjawisk, jakie 
maj~ miejsce podczas proces6w plastycznego plyni~ia. Zjawiska, kt6re odbiegaj~ od tych, 
jakie mozna opisac za pomoc~ najcz~sciej wykorzystywanych modeli fenomenologicznych, 
bywaj~ nazywane ,anomalnymi". Maj~ one swoje fizyczne podstawy w mikrostrukturze 
materialu. Aby je opisae mozna zwi~kszyc liczb~ parametr6w opisuj~ych dany material, 
rodzi to jednak problemy zwi~ane z identyfikacj~ tych parametr6w w doswiadczeniach. 

Wla8ciwym wydaje si~ bye poszukiwanie rozwi~an, kt6re l~czylyby zalety obu po
dejsc, to znaczy wykorzystywany model zawieralby w sobie informacj~ o mikrostrukturze 
materialu, jednocze8nie za8 podlegalby w spos6b standardowy implementacji doMES. 

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie modelu zachowania si~ metali, 
kt6ry opisujqc ich uplastycznienie wykorzystuje podstawowq informacj~ o mi
krostrukturze materialu, a kt6rego formalizm odpowiada modelowi fenomenolo
gicznemu z analitycznq powierzchniq plastycznosci. Podstawowq rol~ odgrywa 
w nim powierzchnia plastycznosci zadana za pomocq jednej analitycznej funk
cji tensora nap~ienia. W proponowanym modelu anizotropia materialu za
leiy od tekstury krystalograficznej. Ewolucja tej anizotropii zostanie opisana 
przez rozw6j tekstury krystalograficznej w elemencie materialnym zloionym ze 
skonczonej liczby ziaren i poddanym duiym deformacjom plastycznym~ Rozw6j 
tekstury determinuje zmian~ ksztaltu proponowanej powierzchni plastycznosci. 
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1.1. CEL I ZAKRES PRACY 9 

W dalszej cz~ci tego rozdzialu dokonamy przegl¥fu literatury dotycz~ej zachowania 
si~ polikrysztal6w metali w zakresie duzych deformacji plastycznych. 

Aby opisac obroty sieci krystalograficznej nalezy zejsc do poziomu pojedynczego ziarna. 
Wykorzystywany model konstytutywny przedstawimy w rozdziale drugim. Podamy w nim 
opis kinematyki pojedynczego ziarna, zasady zachowania i r6wnania konstytutywne. W 
opisie rozwoju tekstury zasadnicz~ role odgrywac b~dzie dodatkowe r6wnanie konstytu
tywne wi~~e spin plastyczny ze stanem napr~zenia oraz r6wnania ewolucji ~t6w Eulera 
orientuj~cych siee krystalograficzn~ ziarna wzgl~dem ,)aboratorium". 

Proponowan~ powierzchni~ plastycznosci por6wnamy ze wspomnianymi powyzej dwiema 
grupami modeli plastycznego plyni~cia metali. Modele te zaprezentowane b~~ w roz
dziale drugim. Skoncentrujemy si~ w nim na dw6ch fenomenologicznych powierzchniach 
plastycznosci m-tego stopnia dla blach, a mianowicie powierzchni Barlata z roku 1989 
[14] i powierzchni~ Hilla z roku 1990 (53]. Obecnie s~ one najcz~ciej wykorzystywane 
do analizy proces6w plastycznego formowania metali. Poddamy je dokladnej analizie, ze 
szczeg6lnym uwzgl~nieniem stowarzyszonych z nimi praw plastycznego plyni~ia. Wy
prowadzimy ich postaci niezmiennicze. Sposr6d modeli fizycznych dokladnie om6wimy 
powierzchni~ Bishopa-Hilla [17], [18] analizuj~ jej ksztalt dla polikrysztal6w o r6znych 
teksturach. 

Rozdzial czwarty jest po8wi~cony prezentacji proponowanego modelu l~z~cego zalety 
om6wionych wczesniej sformulowa.D.. Podamy w nim definicj~ zaleznej od tekstury per 
wierzchni plastyczno8ci. Rozwaiaj~ przyklady metali o okre8lonej teksturze wykazemy 
zdolnosc proponowanego modelu do opisu szerokiego spektrum zjawisk wyst~puj~ych w 
procesie plastycznego plyni~cia oraz dobr~ zgodnosc tego opisu z wynikami otrzymywa
nymi przy uzyciu modelu Bishopa-Hilla. PokaZemy r6wniez jak tekstura krystalograficzna 
wplywa na zdolnosc danego materialu do jego formowania przy okreslonym stanie napr~ze
nia. Rozwazymy r6wniez mozliwe typy lokalizacji odksztalcefi przy danym typie anizotropii 
i stanie napr~zenia w elemencie. 

Opisany model rozwoju tekstury zostanie wykorzystany do wyznaczenia reorientacji 
sieci w ziarnach skladaj~cych si~ na element materialny polikrysztalu. Element ten b~zie 
mial pocz~tkowo r6wnomierny rozklad orientacji i b~zie izotropowy. Zadany typ defor
macji b~dzie odpowiadal procesowi przeci~gania, walcowania oraz czystego scinania. W 
rozdziale pi~tym wykorzystuj~c otrzymane wyniki zaprezentujemy rozw6j anizotropii ele
ment6w metalowych poddanych tego typu obr6bce plastycznej. Rozw6j anizotropii prze
nanalizujemy wykorzystuj~ proponowan~ powierzchni~ plastyczno8ci oraz omawiane w 
rozdziale trzecim warunki fenomenologiczne. 

W rozdziale ostatnim dokonamy podsumowania otrzymanych wynik6w oraz podamy 
plyn~e z nich wnioski. Wnioski te b~d~ dotyczyly zwi~ku procesu formowania element6w 
metalowych z ich tekstur~ krystalograficzn~ oraz jej ewolucj~. · 
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10 ROZDZIAL 1. WPROWADZENIE 

1.2 Przegl~d literatury 

Podstawy do~wiadczalne i plyn~ce z nich wnioski 

Opis pierwszych do8wiadczeil z rozci~ganymi monokrysztalami metali, w kt6rych na 
powierzchni pr6bki pojawily si~ linie po8lizgu podal Andrade w swojej pracy z 1914 roku 
(1). Kolejne prace dotycz~e badail do~wiadczalnych wykonywanych na monokrysztalach 
i polikrysztalach metali pojawily si~ w latach 20-tych. Badania eksperymentalne metali 
o kubicznej sieci krystalograficznej w zakresie duzych odksztalceil plastycznych prowadzil 
wtedy Taylor. W doswiadczeniach nad krysztalami o sieci typu A1 i A2 wykorzystywal on 
promienie X. Pozwolilo mu to wyznaczyc reorientacj~ sieci krystalograficznej podczas de
formacji. Eksperymenty, kt6re wykonal razem z Elamem [105), byly przeprowadzane przy 
zapewnieniu jednorodnego stanu deformacji w pr6bce. Badania o podobnym znaczeniu jak 
badania Taylora i Elama dla krysztal6w i polikrysztal6w o sieci typu A1 przeprowadzili 
dla krysztal6w heksagonalnych (typ sieci A3) Mark, Polanyi i Schmid [80). Otrzymane wy
niki staly si~ pods taw~ opracowail dotycz~cych plastyczno~ci krysztal6w i polikrysztal6w, 
a przedstawionych przez Karnopa i Sachsa (66), Taylora [106) oraz Schmida i Boasa [104). 
Szeroka skala przeprowadzonych badan pozwolila sforrnulowae badaczom dwa wnioski o 
podstawowym znaczeniu (patrz (106), (46]): 

1. Podczas rozd~gania pr6bki pojedynczego krysztalu deforrnacja plastyczna pojawia 
si~ w wyniku prostego scinania (poslizgu) na okreslonych plaszczyznach krystalo
graficznych w okrffilonych kierunkach krystalograficznych lez¥ych na tych plaszczy
znach. Para wektor6w okre8laj~cych kierunek normalny do plaszczyzny poslizgu i 
kierunek poslizgu zostala nazwana systemem po8lizgu. Zbi6r mozliwych dla danego 
krysztalu system6w poslizgu zalezy od typu jego sieci krystalograficznej. 

2. Sposr6d mozliwych system6w po~lizgu wybierany jest ten dla kt6rego rzut naprft 
zenia na plaszczyzn~ scinania i kierunek scinania zwany efektywnym napr~zeniem 
scinaj¥ym jest najwi~kszy. 

Wnioski te do dzis s~ podstaw~ wielu modeli obliczeniowych dla krysztal6w i poli
krysztal6w. Przeprowadzone badania pozwolily tez ustalic, ze po~lizg na danym systemie 
po8lizgu rozpoczyna si~ dopiero po osi~gni~ciu przez efektywne napr~zenie ~cinaj¥e pew
nej wartosci krytycznej. Wartosc t~ mozna uznac za fizyczn~ wlasno8c systemu poslizgu 
danego krysztalu. Krytyczne efektywne napr~zenie ~cinaj~e lezy u podstaw warunku upla
stycznienia Schmida z 1924 roku [104). Zgodnie z nim krysztal ulega uplastycznieniu, gdy 
najednym z system6w po~liz,gu efektywne napr~zenie scinaj~ce osi~gnie wartosc krytyczn~. 

Modele konstytutywp.e dla polikrysztal6w 

Modele konstytutywne qla polikrysztql~w metali poddanych deforw~cjom plastycznym 
mozna podzielic na dwie grupy: modele bazuj~ce na klasycznej, fenomenologicznej teorii 
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1.2. PRZEGLJ\D LITERATURY 11 

plastycznosci oraz modele bazuj~ce na teorii plastyczno8ci krysztal6w. Pierwsze z nich 
traktuj~ material polikrystaliczny jako jednorodny w skali makro. R6wnania konstytu
tywne sformulowane s~ wtedy tylko na poziomie makroskopowym. Druga grupa modeli 
uwzgl~dnia niejednorodn~ mikrostruktur~ polikrysztalu i na jej podstawie opisuje zachowa
nie si~ metalu w skali makro. Makroskopowe miary napr~enia i odksztalcenia dla agregatu 
ziaren maj~ wtedy charakter wielkosci usrednionych. Drugie podejscie wymaga sformulo
wania konstytutywnego modelu obliczeniowego dla pojedynczego krysztalu. W przypadku 
modeli pierwszego rodzaju anizotropia materialu oraz jej rozw6j mog~ bye opisane za po
moc~ stalych i praw fizycznych ustalonych podczas test6w doswiadczalnych na pr6bkach 
makroskopowych. W modelach bazuj~ych na mikrostrukturze materialu mozna w r6w
naniach uwzgl~nic obroty sieci krystalograficznej w pojedynczych ziarnach i sledzic w ten 
spos6b rozw6j tekstury b~d~ej zr6dlem anizotropii w skali makro. 

Modele obliczeniowe dla polikrysztal6w uwzgl¢niajqce mikrostrokturte 

Do tej grupy modeli mozna zaliczyc model Taylora (106] i model Sachsa [102], mo
del Bishopa - Hilla z 1951 roku (17], [18], model wewn~trznie zgodny (,self - consistent'~ 
Kronera (71], Budiansky'ego i Wu [11] oraz modele uproszczone ,rate-dependent" i ,rate
independent". Pod poj~ciem agregatu ziaren rozumiany jest zwykle zesp6l ziaren o iden
tycznych wlasnosciach spr~zysto - plastycznych a r6zni~cych si~ jedynie orientacj~ sieci 
krystalograficznej. W og6lnosci r6zna orientacja krystalograficzna ziaren w agregacie pro
wadzi do niejednorodno8ci p61 napr~zen i odksztalcen. W omawianych modelach wykorzy
stywane jest r6wniez poj~cie reprezentatywnego elementu obj~tosci do kt6rego odnosz~ si~ 
wielkosci usrednione opisuj~ce zachowanie si~ polikrysztalu w skali makro. 

Model Sachsa z 1928 roku [102] opisuje pocz~tkowe plastyczne plyni~cie agregatu ziaren. 
Zaklada on, ze stan dewiatora napr~zen jest jednorodny w reprezentatywnym elemencie ob
j~tosci agregatu. Dla kaZdego ziarna spelnione jest r6wnanie r6wnowagi i prawo Schmida, 
natomiast nie s~ spelnione warunki kinematycznej zgodnosci na brzegach ziaren. Pod
czas rozci~gania pr6bki polikrystalicznej pocz~tkowo uruchamia si~ tylko jeden, poddany 
najwi~kszym napr~zeniom scinaj~cym, system po8lizgu. W 1941 Kochendorfer uzupel
nil model Sachsa o dodatkowe zalozenie o jednakowym wydluzeniu wszystkich ziaren w 
kierunku rozci~gania (por6wnaj [8]). 

W swojej pracy z roku 1938 Taylor [106] podsumowuj~c dotychczasowe badania za
proponowal model agregatu polikrystalicznego, kt6ry zakladal, ze ka.Zde ziarno tworz~ce 
element reprezentatywny polikrysztalu podlega tej samej makroskopowej deformacji pla
stycznej. Zalozenie to sprawia, iz przeciwnie do modelu Sachsa, automatycznie spelnione 
s~ warunki kinematycznej zgodnosci na granicy ziaren, natomiast zostaje naruszone tam 
r6wnanie r6wnowagi. Wedlug zalozen modelu Taylora srednice ziaren w elemencie s~ takie 
same, grubo8c brzegu ziaren jest zerowa, a rozklad ich orientacji w elemencie jest losowy. 
Model przyjmuje za obowi~zuj~e prawo Schmida, w kazdym ziarnie krytyczne napr~ze
nie scinaj~e jest takie same, a liczba potencjalnie aktywnych system6w po8lizgu jest nie 
wi~ksza od pi~iu. Zaniedbywane s~ odksztalcenia spr~zyste. Taylor postawil hipotez~, ze 
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w procesie uplastycznienia kazdego ziarna uaktywniajll: si~ te systemy dla kt6rych suma 
bezwzgl~dnych warto8ci pr~dko8ci poslizg6w jest najmniejsza. N a podstawie przyj~tych 
zalozen Taylor wyznaczyl globalne napr~zenie uplastyczniaj~e przy rozcill:ganiu polikrysz
talu. W zmodyfikowanym modelu Taylora (Relaxed Taylor Model) przyjmuje si~, ze tylko 
cz~sc skladowych deformacji plastycznej w ziarnie jest r6wna skladowym makroskopowej 
deformacji plastycznej. 

Przyjmuj~ zalozenia modelu Taylora, Bishop i Hill w swoich pracach z roku 1951 
((17), [18}) poszukiwali globalnej powierzchni plastyczno8ci polikrysztalu. Na poziomie po
jedynczego ziarna przyj~li oni opis Taylora. W swej pracy stwierdzili, ze w pojedynczym 
ziarnie uaktywniajll: si~ te systemy po8lizgu dla kt6rych lct:czna praca wykonana podczas 
po8lizgu jest najmniejsza. Jest to kryterium r6wnowa:ine hipotezie Taylora. Konstrukcja 
globalnej powierzchni plastycznosci wykorzystywala r6wniez warunek wypuklo8ci lokalnej 
powierzchni plastyczno8ci dla kazdego ziarna oraz warunek zgodno8ci Hilla dla lokalnych 
i globalnych p61 napr~zen i odksztalcen. Warunek zgodno8ci Hilla stwierdza, ze globalny 
przyrost pracy plastycznej wyrazony przez usrednione wielko8ci napr~zenia i pr~dko8ci de
formacji r6wny jest sredniej z przyrost6w pracy plastycznej w kaZdym ziamie reprezenta
tywnego elementu obj~tosci wyra:ionych przez lokalne napr~:ienie i lokalny tensor pr~kosci 
deformacji. Przypomnijmy, ze zgodnie z zalozenia Taylora lokalny tensor pr~dkosci defor
macji jest r6wny usrednionemu. R6wnocze8nie globalny przyrost pracy plastycznej mozna 
wyrazic jako iloczyn efektywnego odksztalcenia i efektywnego napr~zenia b~ct:cego miarct: 
wyt~zenia materialu w momencie uplastycznienia. Graficznll: interpretacjll: efektywnego na.
pr~zenia jest odleglosc mi~dzy srodkiem powierzchni plastycznosci a punktem lez~ym na 
plaszczyznie prostopadlej do kierunku pr~kosci deformacji. Powierzchnia plastycznosci 
b~zie zatem obwiednict: plaszczyzn dla kt6rych odleglosc od srodka jest r6wna efektyw
nemu napr~zeniu. Powierzchnia ta zostanie opisana szerzej w rozdziale trzecim. 

Poniewaz model Bishopa-Hilla przyjmuje zalozenia Taylora, nadal pozostajct: nie spel
nione r6wnania r6wnowagi na granicach ziaren. Pierwszy model wewn~trznie zgodny 
(self-consistent), t. zn. taki kt6ry spelnia zar6wno warunki kinematycznej zgodnosci 
jak i r6wnania r6wnowagi na granicach ziaren, to model Kronera (1961) (71) uzupelniony 
przez Budianskiego i Wu (11] w 1962 roku. Model ten wykorzystuje rozwict:Zanie zadania 
Eshelby'ego [33} dla sferycznej inkluzji. Inkluzjct:jest tutaj sferyczne ziamo krysztalu ulega
j~e uplastycznieniu przez poslizg zgodnie z modelem Taylora, umieszczone w polikrysta
licznej spr~zystej matrycy podlegajct:cej jednorodnemu stanowi napr~zenia. Sformqlowanie 
to umozliwia wyznaczenie zaleznosci mi~zy lokalnymi napr~zeniami i odksztaJq:miami w 
ziarnie a napr~zeniem i odksztalceniem globalnymi w elemencie polikrysztalu, · czyli t.zw. 
macierzy wplywu. W modelu tym przyj~to zalozenia o losowym rozkladzie orientacji zia
ren w polikrysztale, kt6ry obcict:zony jest w spos6b jednorodny, a wszystkie zjarna majll: te 
same izotropowe wla8ciwosci spr~zyste i te same krytyczne napr~zenia scinajct:ce. Z zalozen 
przyj~tych w modelu wynika, ie w stanie spr~zystym w kazdym ziarnie pa,nuje identyczny 
jednorodny stan napr~zenia, choc ze wzgl~du na r6znic~ w orientacjach efektywne napr~ze
nia scinajct:ee na systemach set: inne. Uplastycznieniu ulega ziamo dla kt6rego warto8c tego 
napr~zenia jako pierwsza osict:gnie wartosc krytycznct:. Odleglo8ci pomi~zy uplastyczni(}
nymi ziarnami set: duze, a zatem zmieniony stan napr~zenia w ziarnie uplastycznionym nie 
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wplywa na stan napr~zenia w innym uplastycznionym ziarnie. W modelu pomijana jest 
reorientacja ziaren zachodz~ca podczas procesu deformacji. 

Model wewn~trznie zgodny obejmuj~y szersz~ klas~ material6w polikrystalicznych po
dal w roku 1965 Hill [49], wyprowadzaj~ og6ln~ posta.C r6wnania konstytutywnego dla 
polikrysztalu w zakresie spr~zysto - plastycznym i stosuj~c podobn~ metodyk~. Element 
polikrystaliczny opisywany przez proponowane r6wnanie sklada si~ z ziaren o r6znej wiel
ko~ci i ksztalcie elipsoidalnym, ale o odpowiednich osiach r6wnoleglych. Orientacja sieci 
krystalograficznej ziaren nie musi bye losowa i w zakresie spr~zystym nie zaklada si~ izo
tropii materialu. 

Og6lne rozwaiania na temat struktury r6wna:6 konstytutywnych dla modeli wewn~trz
nie zgodnych dla polikrysztalu i innych material6w o niejednorodnej strukturze przeprowa
dzil Hill w swojej pracy z 1966 roku [50]. Wyprowadzone przez niego r6wnania s~ prawdziwe 
niezaleznie od stopnia niejednorodno~ci opisywanego elementu polikrystalicznego. Hill po
kazal w tej pracy, mi~dzy innymi, w jaki spos6b dekompozycja przyrostu odksztalcenia 
na cz~~e plastyczn~ i spr~zyst~ na poziomie lokalnym odnosi si~ do takiej dekompozycji 
przyrostu odksztalcenia globalnego oraz do zalezno~ci na przyrost pracy plastycznej wy
raiony przez wielko~ci lokalne oraz globalne. Globalna powierzchnia plastyczno~ci zostala 
zdefiniowana jako granica zbioru wszystkich napr~zen powoduj~ych wyl~cznie te globalne 
odksztalcenia spr~zyste, kt6re mog~ bye osi~gni~te z zadanego poziomu napr~zenia. Hill 
wykazal, ze jezeli lokalne powierzchnie plastyczno~ci s~ wypukle, to r6wniez wypukla bEt
dzie powierzchnia globalna. B~dzie ona r6wniez gladka opr6cz skonczonej liczby mozli
wych narozy. Z ortogonalno~ci plastycznej cz~~ci przyrostu odksztalcenia do powierzchni 
plastyczno~ci na poziomie lokalnym wynika taka sama wlasno~e dla wielko~ci globalnych. 
Jezeli na poziomie lokalnym spelnione s~ w procesie plastycznego plyni~ia postulaty Druc
kera o stabilno~ci materialu, to spelnione s~ one r6wniei na poziomie globalnym. Jezeli 
na poziomie lokalnym przyjmiemy zalozenie o istnieniu potencjalu spr~zystego, kt6ry jest 
skalarn~ wypukl~ funkcj~ jednorodn~ stopnia dwa zar6wno wzgl~dem tensora pr~dko~ci 
lokalnego napr~zenia jak i odksztalcenia, to jego wartose ~rednia b~dzie potencjalem na 
poziomie globalnym. 

Og6lna teoria r6wna:6 konstytutywnych spr~zysto - plastycznych dla polikrysztal6w me
tali rozwijana byla dalej w pracach Rice'a z 1970 roku [98] oraz Hilla i Rice'a z roku 1972 
[54]. Praca Rice'a dotyczyla modelu deformacji lepkoplastycznych (time-dependent) w za
kresie malych odksztalcen i obrot6w oraz dla makroskopowo jednorodnych p61 napr~zefl i 
odksztalcen. Wykorzystal on w niej termodynamiczn~ teori~ plastyczno8ci z parametrami 
wewn~trznymi. Rice wyprowadzil kinematyczn~ relacj~ mi~dzy makroskopowym przyro
stem odksztalcen niespr~zystych a przemieszczeniami na mikrostrukturalnych poslizgach. 
Wykazal, ze z warunku, iz pr¢ko~e ~cinania na danym systemie po~lizgu zalezy od na
pr~zen wyl~cznie poprzez efektywne napr~zenie ~cinaj~ce w zadanym kierunku poslizgu 
wynika istnienie potencjalu lepkoplastycznego n dla aktualnej makroskopowej pr~<.lko8ci 
odksztalcen plastycznych. Potencjal ten jest skalarn~ funkcj~ makroskopowego tensora 
napr~zenia i historii deformacji. Postae tej funkcji moze zostae ustalona na podstawie 
makroskopowych eksperyment6w lub tez wyprowadzona przy wyl<Orzystaniu modeli ob
liczeniowych dla polikrysztal6w omawianych powyzej jako zalezna od lepkoplastycznych 
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potencjal6w lokalnych · dla ka.Zdego systemu po~lizgu. Mozna pokazae, ze powierzchnie 
n = const w przestrzeni naprfiJze:ii s~ wypukle. Zalezno~c 0 od historii deformacji moze 
przejawiae sifil np. przez efekt Bauschingera. Praca Hilla z Rice'em z roku 1972 dotyczyla 
struktury r6wna:ii konstytutywnych dla dowolnego materialu sprfiJzysto - plastycznego, dla 
kt6rego prawdziwe jest zalozenie o istnieniu energetycznego potencjalu sprfiJzystego ( odpo
wiedz sprfiJzysta materialujest typu Greena). Zostala sformulowana relacja konstytutywna 
pomifildzy sprzfiJzonymi miarami naprfiJzenia i odksztalcenia. Z punktu widzenia termody
namiki potencjal ten jest energi~ swobodn~. Autorzy stwierdzili, ze funkcja okre~laj~a 
potencjal zalezy nie tylko od aktualnego odksztalcenia, ale r6wnie:l od historii deformacji 
niesprfiJzystej 1l. Historifil tfil mozna zadac za pomoc~ zbioru termodynamicznych parame
tr6w wewnfiJtrznych. R6wnania konstytutywne bfild~ r6zne (lepkoplastyczne lub plastyczne) 
w zalezno~ci od relacji opisuj~cych ewolucjfil tych parametr6w. Wariacja funkcji potencjal
nej wzglfildem historii deformacji niesprfiJzystej moze bye traktowana jako potencjal dla 
przyrostu deformacji plastycznej. Autorzy przedyskutowali proponowane podej~cie dla 
agregatu polikrystalicznego. Zalozyli, ze w pojedynczych elementach tworz~cych agregat 
relacje konstytutywne wygl~aj~ w powyzej om6wiony spos6b. Wykazali, ze implikuj~ one 
istnienie identycznego formalizmu na poziomie makroskopowym z energetycznym poten
cjalem globalnym. 

Wykorzystywanie w powyzszych modelach prawa uplastycznienia Schmida powoduje 
wystfiJpowanie niejednoznaczno~ci zwi~anych z wyborem aktywnych system6w po~lizgu. 
Trudnooc ta moze zosta.C pokonana przy zastosowaniu modelu lepkoplastycznego plynifiJCia 
na poziomie pojedynczego ziarna (modele ,rate-dependent'~ lub zamianfil warunku upla
stycznienia Schmida na warunek, w kt6rym kierunek plastycznego plynifiJcia jest okrffilony 
jednoznacznie (modele ,rate-independent'l Szczeg6lowo modele obliczeniowe plastycznego 
plynifiJCia pojedynczego krysztalu zostan~ om6wione w dalszej CZfil~ci pracy. 

Fenomenologiczne modele obliczeniowe dla polikrysztal6w 

W fenomenologicznych teoriach plastyczno~ci polikrysztal6w anizotropifil plastyczn~ 
materialu opisuje Sifil proponuj~c anizotropowe kryteria uplastycznienia. Kryteria te s~ 
zwykle skalarnymi funkcjami zaleznymi od tensora naprfiJzenia, tensora odksztalcenia b~z 
jego CZfil~ci plastycznej oraz od pochodnych materialnych tych tensor6w, a takze od para
metr6w opisuj~ych anizotropifil materialu. W wifilkszo~ci teorii przyjmuje sifil, ze funkcje te 
zalez~ tylko od tensora naprfiJzenia i parametr6w materialowych. Funkcja definiuj~ca kry
terium uplastycznienia opisuje w przestrzeni naprfiJze:ii powierzchnifiJ ograniczaj~ca zbi6r 
stan6w naprfiJzenia dla kt6rych polikrysztal deformuje sifil wyl~cznie sprfiJzy~cie. Powierzch
nifil t~ nazywa sifil powierzchni~ plastycznooci. A by opisae zmianfil powierzchni plastycznooci 
podczas procesu deformacji plastycznej wspomniana wyzej funkcja musi zalezec r6wniez od 
tensora deformacji. Jezeli zostan~ od niego uzaleznione r6wniez parametry materialowe, 
mozliwe bfildzie opisanie ewolucji anizotropii plastycznej. W my~l og6lnej teorii r6wna:ii 
konstytutywnych powierzchnia ta jest wypukla i stanowi zwykle potencjal d~a tensora 
prfildko~ci deformacji przy zastosowaniu teorii duzych odksztalce:ii lub tensora przyrostu 
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odksztalcenia w teorii malych odksztalceil. M6wimy wtedy o stowarzyszonym prawie ply
ni~cia. 

Jednym z pierwszych anizotropowych kryteri6w uplastycznienia dla material6w o do
wolnej anizotropii jest kryterium Misesa z 1928 roku [85] . Funkcja okreslaj3cca je jest 
kwadratow~ funkcj~ skladowych stanu napr~zenia. Szczeg6lnym przypadkiem tej funkcji 
jest powszechnie stosowany warunek Hilla z roku 1948 [47], [48]. Powierzchnia plastycz
nosci Hilla opisuje material ortotropowy, w kt6rym dowolnie duzy hydrostatyczny stan 
napr~zenia nie powoduje jego uplastycznienia i kt6ry nie jest wrailiwy na znak stanu na
pr~zenia. 

K wadratowe warunki plastycznosci dla material ow anizotropowych o energetycznej in
terpretacji byly r6wniez podane przez Olszaka i innych [89], [90] oraz przez Rychlewskiego 
[99], [100]. Rozszerzenie warunku Hilla z roku 1948 na szersz~ klas~ symetrii materialu 
podano w pracy [27]. 

Poniewaz stwierdzono na podstawie badan doswiadczalnych, ze warunek drugiego stop
nia jest niewystarczaj(}:cy do opisu wielu zjawisk, poszukiwano warunk6w wyzszego rz~du. 
W sr6d tych pr6 b mozna wymienic powierzchni~ 4-ego stopnia zaproponowan(}: przez Go
toha w roku 1977 [45]. Powierzchnia ta zostala sformulowana dla plaskiego stanu na
pr~zenia. Opisywany material r6wniez nie byl wrazliwy na znak stanu napr~zenia. J ako 
kolejn~ nalezy podac propozycj~ Hilla z roku 1979 [51]. Kryterium to zostalo sformulo
wane w przestrzeni napr~zen gl6wnych. W 1990 roku Hill podal warunek m-tego stopnia 
dla plaskiego stanu napr~zenia [53]. Innym szeroko stosowanym obecnie warunkiem dla 
material6w ortotropowych jest warunek Barlata i Liana. Zostal on sformulowany w roku 
1989 dla plaskiego stanu napr~zenia [14], a w roku 1991 zostal uog6lniony dla dowolnego 
stanu napr~zenia [15]. Sczeg6lowy opis warunku Hilla z 1990 roku oraz warunku Bar lata i 
Liana zostanie przedstawiony w rozdziale trzecim. 

Opr6cz sformulowania pocz(}:tkowego warunku plastycznosci w napr~zeniach mozliwe 
jest r6wniez podejscie dualne - sformulowanie funkcji plyni~cia za pomoc(}: tensora pr~dko
sci deformacji lub tensora odksztalcen. Kryterium 4-tego stopnia wyrazone przez dewiator 
tensor a pr~dkosci deformacji dla material6w ortotropowych rozwazali Armin jon i inni [4]. 
Dui~ liczb~ parametr6w materialowych wyst~puj(}:cych w warunku proponowali oni wyzna
czyc na podstawie informacji o teksturze pr6bki. Podejscie dualne do opisu plastycznosci 
polikrysztal6w mozna znalezc r6wniez w pracach Van Houtte'a [57] oraz Barlata i jego 
wsp6lpracownik6w [13], [23]. 

W niekt6rych teoriach fenomenologicznych pr6bowano uwzgl~dnic deformowanie si~ 
pojedynczego krysztalu przez poslizg. Do tej grupy modeli nalezy m. in. teoria poslizgu 
Batdorfa- Budianskiego z roku 1949 [9], [10], kt6ra zamiast agregatu ziaren o skoilczonej 
liczbie system6w poslizgu rozwaza jednorodny element, w kt6rym kaida plaszczyzna moze 
bye plaszczyzn(}: poslizgu, a kazdy kierunek lez£lCY na tej plaszczyznie systemem poslizgu. 
Przyrost odksztalcenia plastycznego pojawia si~, gdy napr~zenie scinaj(}:Ce OSiC}:gnie pewn(}: 
krytyczn(}: wartosc. Konsekwencj(}: w ten spos6b przyj~tego prawa plyni~cia jest naroze pla
styczne powierzchni plastycznosci. Modyfikacj(}: tej teorii jest teoria lokalizacji odksztalceil 
Malmeystera z 1965 r, w kt6rej odksztalcenie plastyczne nie zalezy od liczby kierunk6w po
slizgu na plaszczyznie W. Do grupy tej mozna zaliczyc r6wniez teori~ naroza plastycznego 
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Christffersona-Hutchinsona z 1979 roku. 
Ewolucj~ powierzchni plastycznosci w procesie deformacji plastycznej opisuje si~ zwykle 

poprzez wmocnienie izotropowe, wzmocnienie kinematyczne lub mieszane. Opis tego typu 
zmian powierzchni plastycznosci mozna znalezc w pracach Mroza ([87], [88]). W pracach 
Duszek-Perzyny i Perzyny ([30] i prace tam cytowane) wykorzystuje si~ potencjat lepkopla
styczny zalezny od historii deformacji poprzez zbi6r parametr6w wewn~trznych do opisu 
zjawisk dotycz~ych powstawania pasm scinania, lokalizacji odksztalceil plastycznych oraz 
rozwoju mikrouszkodzen w procesie duzych deformacji plastycznych. Teoria ta uwzgl¢nia 
anizotropi~ plastyczn(} poprzez kinematyczne wzmocnienie. Wyst~puje w niej dodatkowe 
r6wnanie konstytutywne na spin plastyczny powi(}Zane z efektem kinematycznego wzmoc
nienia. Termodynamiczny model materiatu sztywn<>-plastycznego z uwzgl¢nieniem spinu 
plastycznego byl r6wniez dyskutowany w pracy [97]. 

Modele obliczeniowe pojedynczego krysztalu 

Obok rozwoju og6lnej teorii r6wna:D. konstytutywnych dla anizotropowych material6w 
spr~zyst<>-plastycznych poszukiwano matematycznej teorii opisuj(}cej spr~zyst<>- plastyczne 
zachowanie si~ pojedynczego krysztalu w zakresie duzych deformacji. Mandel w roku 
1965 [77] wykazat, ze kompletna analiza materialu anizotropowego poddanego duzym de
formacjom plastycznym wymaga sformulowania dodatkowego r6wnania konstytutywnego 
opisuj(}cego spin plastyczny elementu materialnego. W teoriach matematycznych opisuj(}
cych duze deformacje pojedynczego krysztalu wykorzystywano r6wniez zalozenie Lee [73] o 
mulitiplikatywnym rozkladzie tensora gradientu deformacji na cz~c spr~zyst(} i plastyczn(}, 
kt6re w zakresie duzych odksztalceil zast~puje zalozenie o addytywnym rozkladzie tensora 
odksztalcenia przyjmowane w teorii malych odksztalceil. 

Podstawy termodynamicznej teorii plastycznosci krysztal6w dala praca Hilla i Rice'a 
z roku 1972 (54]. Wykorzystali w niej poj~ie termodynamicznych parametr6w wewn~trz
nych. Parametrami tymi S(} pr~dkosci poslizg6w na odpowiednich systemach. Zapropon<>
wano dla nich prawa wzmocnienia. Odpowiednio dobrane prawa wzmocnienia tych para
metr6w zast(}pily dodatkowe r6wnanie konstytutywne na spin plastyczny oraz zapewnialy 
jednoznacznosc postaci deformacji, jezeli tylko odpowiednia macierz wzmocnienia byla 
dodatnio okreslona. Stwierdzono, ze w zakresie spr~zystym ruch sieci jest identyczny z 
ruchem materialu, natomiast w zakresie plastycznym material przeplywa przez siee, kt6ra 
pozostaje nieruchoma. Teoria plastyczno8ci pojedynczego krysztalu byla nast~pnie wyk<>
rzystywana i rozwijana w pracach Asaro i Rice'a [5], Asaro [6], [7] z 1983 roku oraz Asaro 
i Needelmana z 1985 [8) . Aby unikn(}C niejednoznacznosci w wyborze systemu poslizgu 
stosowano modele lepkoplastyczne. Uzalezniano w nich pr¢kosc poslizgu na danym sys
temie od efektywnego napr~zenia scinaj(}cego na tym systemie poprzez prawo pot~gowe. 
Propozycj~ takiego prawa podali Hutchinson [59) oraz Pan i Rice (92). 

Dyskusj~ dotycz~(} r6znego rodzaju praw wzmocnienia dla krytycznych napr~zeil sci
naj~ych przeprowadzono np. w pracach Asaro [6] oraz Asaro i Needelmana [8J. W nie
kt6rych modelach wzmocnienia ewolucja warto8ci napr~zenia krytycznego zalezy wyl~znie 
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1.2. PRZEGLJ\D LITERATURY 17 

od wielkosci poslizgu na tym systemie. W innych przyjmowano istnienie t. zw. wzmoc
nienia utajonego dla nieaktywnych system6w poslizgu. Problem jednoznacznosci postaci 
deformacji zwi~zany z odpowiednim doborem modul6w wzmocnienia byl tez dyskutowany 
w pracach Petryka [93], [94]. 

Problemu nieoznaczono8ci w prawie konstytutywnym mozna unilm~ stosuj~ inne 
prawo uplastycznienia krysztalu. W roku 1991 Gambin [36], [37] oraz niezaleznie Armin
jon [3] podali propozycj~ regularyzowanego prawa Schmida. Powierzchnia plastycznosci nie 
jest w nim zadawana za pomoc~ wielu funkcji granicznych okre8laj~cych warunek plyni~cia 
na danym systemie, ale za pomoc~jednej funkcji n-tego stopnia. W modelu tym plastyczne 
plyni~ie moze zachodzic na wszystkich systemach jednoczesnie. M6wimy wtedy o sprz~o
nych systemach poslizgu. Podobn~ propozycj~ w roku 1996 wysun~li Darrieulat i Piot [28]. 
Szczeg6lowe om6wienie tego modelu konstytutywnego znajduje si~ w rozdziale drugim. 

Opis tekstury oraz jej ewolucji w procesie deformacji 

R6zne sposoby opisu tekstury zostaly podane w pracy Bunge' go z 1982 roku [21]. Wpro
wadzono poj~cie funkcji rozkladu orientacji w makroskopowym elemencie polikrystalicz
nym opisuj~cej prawdopodobienstwo znalezienia w nim ziarna o orientacji krystalograficz
nej zadanej przez 3 ~ty Eulera. Wartosc funkcji rozkladu orientacji moze zalezec r6wniez 
od zmiennej przestrzennej opisuj~cej polozenie srodka ci~zkosci mikroskopowego elementu 
polikrysztalu wyci~tego z makroskopowej pr6bki. w tej pracy przyjmiemy, ze rozklad 
orientacji ziaren jest identyczny w calej pr6bce i warto8c funkcji rozkladu orientacji nie 
zalezy od zmiennej przestrzennej. 

Zjawisko powstawania i rozwoju teksOtury jest zwi~ane z faktem, na kt6ry zwr6cil 
uwag~ Kroner [71], mianowicie ze kierunki krystalograficzne nie s~ kierunkami material
nymi. Podczas procesu plastycznego plyni~ia krysztalu wl6kna materialne przenikaj~ 
przez kierunki krystalograficzne. Ruch sieci opisywany jest wylct-eznie poprzez spr~zy
st~ cz~c gradientu deformacji. R6wnania opisuj~ce ewolucj~ ~t6w Eulera okre8laj~cych 
orientacj~ sieci podal Clement w 1982 roku [24]. Wyznaczyl on r6wniez ewolucj~ funkcji 
rozkladu orientacji, gdy byla ona jedynie funkcj~ ~t6w Eulera. Uog6lnienie tego wzoru 
w przypadku, gdy funkcja ta zalezy r6wniez od zmiennej przestrzennej podal Gambin w 
1993 roku [39). 

Modele numeryczne 

Wi~kszo8c modeli konstytutywnych dla polikrysztal6w i krysztal6w metali zostala za
pisana w kodach numerycznych metody element6w skonczonych (MES). Wykorzystuj~ one 
metody rozwi~ywania aplikowane do nieliniowych zagadnien zwi~anych z duzymi defor
macjami spr~zysto-plastycznymi [67]. 

Podstawy sformulowania MES dla tych zagadnien mozna znalezc w pracy McMeekinga 
i Rice'a z 1975 [82], w kt6rej jako punkt wyjscia do wyprowadzenia podstawowego ukladu 
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18 ROZDZIAL 1. WPROWADZENIE 

r6wnail przyj~to calkow~ zasad~ mocy wirtualnej. Zasada ta zostala zapisana w konfigu
racji odniesienia przy uzyciu pierwszego tensora Pioli-Kirchhoffa i wektora napr~zenia no
minalnego. W ramach tego opisu proces rozwi~ywania zagadnien spr~zysto-plastycznych 
jest przyrostowy - znaj~ warto8ci odpowiednich p61 w chwili t poszukujemy ich warto
~ci w chwili t + ~t. J ako konfiguracj~ odniesienia przyjmujemy konfiguracj~ aktualn~ w 
chwili t. Wektor niewiadomych uog6lnionych stanowi~ tutaj skladowe wektora pr~dko~ci 
w w~zlach powstalych w wyniku podzialu konfiguracji aktualnej na elementy skonczone. 
W niekt6rych sformulowaniach zamiast zasady mocy wirtualnej jako podstaw~ przyjmuje 
si~ zasad~ pracy wirtualnej i wtedy niewiadomymi s~ skladowe wektora przemieszczenia w 
w~zlach. Korzystaj~c z modelu pojedynczego ziarna wyznaczane s~ postaci odpowiednich 
macierzy sztywno~ci w poszczeg6lnych punktach Gaussa. 

Zastosowanie MES do symulacji zachowania si~ pojedynczych krysztal6w mozna zna
lezc w pracach Cuitino i Ortiza [25), Merica i Cailletauda [83), (84). Wykorzystano w 
nich model pojedynczego krysztalu deformuj~ego si~ plastycznie przez po~lizg, w kt6rym 
wielko~c deformacji na danym po8lizgu opisywana jest przez r6zne prawa wzmocnienia. Sy
mulacj~ zachowania si~ multikrysztal6w przy duzych deformacjach spr~zysto-plastycznych 
przeprowadzili Teodosiu i in. (107). 

Model Taylora zachowania si~ polikrysztalu uzupelniony o r6zne modele wzmocnienia 
byl wykorzystany w pracy Mathura i Dawsona (81). W pracy tej wyznaczano na podsta
wie symulacji komputerowych rozw6j tekstury podczas proces6w formowania element6w 
metalowych. 

Fenomenologiczny kwadratowy warunek plastyczno~ci Hilla z 1948, wraz z zasad~ mocy 
wirtualnej zaproponowan~ przez McMeekinga i llice'a, zostal zastosowany w algorytmie 
MES do opisu duzych deformacji plastycznych w pracy Cao i Teodosiu w 1992 (22). Osie 
anizotropii materialu podlegaly tu obrotowi zgodnie z globaln~ deformacj~ ciala. Opraco
wany w ten spos6b algorytm posluzyl do symulacji procesu gl~bokiego tloczenia. 

Algorytm metody element6w skonczonych wykorzystuj~y regularyzowane prawo Schmi
da do obliczen zachowania si~ polikrysztal6w i rozwoju tekstury w procesie plastycznej 
deformacji podano w pracy (40). 
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Rozdzial 2 

Model pojedynczego ziarna 

2.1 Uwagi wst~pne 

Przedstawiony ponizej model konstytutywny pojedynczego ziarna oparty jest na pracach 
Hilla i Rice'a (54), (55), Asaro [6], (7) oraz Gambina (36), (37), [38). Zastosowany on zostal w 
programie obliczeniowym symuluj~cym zmian~ orientacji pojedynczych ziaren w procesie 
jednorodnej deformacji plastycznej. 

W ponizszym opisie traktujemy pojedynczy krysztal jako kontinuum materialne. Na 
kontinuum to nalozona jest regulama siee punkt6w zwana sieci~ krystaliczn~. Ruch w~ 
zl6w sieci w og6lno~ci nie pokrywa si~ z ruchem CZ¥tek materialnych. Przyjmujemy, ze 
mikroskopowy element krysztalu, kt6ry mozemy traktowae jako CZ¥tk~ materialn~ rna fi
zyczny wymiar 10-3mm [46). Jest to wymiar wi~kszy niz 104 odleglo~ci mi~zy atomami 
w sieci a jednoczffinie przynajmniej o rz~d wielko~ci mniejszy od typowego wymiaru ziarna 
w polikrysztale (10-2 - 10-1mm). 

Jak juz opisano w rozdziale pierwszym deformacja pojedynczego krysztalu w zakresie 
plastycznym zachodzi poprzez po~lizg na okre~lonych plaszczyznach sieciowych i w okr~lo
nych kierunkach sieciowych, kt6re zalez~ od typu sieci krystalicznej. Wi~kszo~c waZnych 
w przemyslowych zastosowaniach metali zbudowana jest z trzech typ6w sieci: A1 (siec 
regularna ~ciennie centrowana), A2 (siee regularna przestrzennie centrowana) lub A3 (siec 
heksagonalna). Na rysunku 2.1 zaprezentowano sieci krystalograficzne typu A1 (miedz, 
aluminium, srebro, zloto, nikiel) oraz typu A2 (zelazo-a, wolfram, molibden) wraz zazna
czonymi bazowymi plaszczyznami po~lizgu i lez~ymi na nich kierunkami po~lizgu [96). 

Obserwuj~c pod mikroskopem ~lady po~lizgu powstaj~ce na powierzchni pojedynczego 
krysztalu mozna zauwaZyc, ze stanowi~ one W¥kie pasma oddzielone szeregiem blisko siebie 
polozonych linii. Pasma te nazywamy pasmami po~lizgu, a linie liniami po~lizgu. Po~lizg 
na liniach p~lizgu tlumaczony jest jako przesuwanie si~ dyslokacji o wektorze Burgersa 
r6wnoleglym do kierunku po~lizgu. Opis deformacji krysztalu jako ruchu dyslokacji nie 
jest przedmiotem niniejszej pracy. 

Do opisu kierunk6w i plaszczyzn sieciowych b~dziemy wykorz:ystywali wskaZniki Mil
lera. Wskaznikami Millera nazywamy trzy liczby calkowite, wzgl~dem siebie pierwsze, 
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20 ROZDZIAL 2. MODEL POJEDYNCZEGO ZIARNA 

a) j(OOl] 

-{Ioo] 
b) 

Rysunek 2.1: Typy sieci krystalicznej wraz z odpowiadajqcymi im bazowymi plaszczyznami 
poslizgu i leiq~ymi na nich kierunkami poslizgu: a) typAl, b) typ A2. 

okreslaj~e kierunek prostej na kt6rej lezy dany kierunek sieciowy lub wektor normalny 
do danej plaszczyzny sieciowej. Wartosc ujemn(} wska.Znika zaznaczamy nadkre8laj(}c dane} 
liczb~. Jezeli chcemy opisae jeden kierunek sieciowy, to umieszczamy te trzy liczby w na
wiasie kwadratowym: [uvw], natomiast jeieli chcemy opisac zbi6r kierunk6w kt6re SC} sobie 
r6wnowaine ze wzgl¢u na symetri~ krysztalu, to umieszczamy jew nawiasie tr6jk(}tnym: 
(uvw). W przypadku opisu plaszczyzny sieciowej wykorzystujemy odpowiednio nawias 
okr(}gly: (hkl) i nawias klamrowy {hkl}. Dla przykladu plaszczyzn~ poslizgu zaznaczon(} 
na rysunku 2.1a zapiszemy wykorzystuj(}c wska.Zniki Millera nast~uj(}co: (111), natomiast 
zbi6r wszystkich plaszczyzn jej r6wnowainych: {111} = (111), (Ill), (111), (III). Kie
runki poslizgu zaznaczone na rysunku 2.1a zapiszemy jako: [IlO],[Oil],[lOI], natomiast 
zbi6r kierunk6w im r6wnowainych to (110). 
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2.2 Opis kinematyki pojedynczego ziarna 

Zgodnie z mechani~ o~rodk6w ci~glych [91), w ka.Zdej chwili czasu t, cialo materialne C 
znajduj~ce si~ w przestrzeni fizycznej zajmuje pewien regularny i ograniczony obszar Ct w 
przestrzeni euklidesowej punktowej £3 . Konfiguracj~ ciala C nazywamy jedno-jednoznaczne 
odwzorowanie x tego ciala na obszar Ct E £3 . Ruchem ciala nazywamy jednoparametrow~ 
rodzin~ konfiguracji Xt ciala, gdzie parametrem jest czas. 

Rysunek 2.2: Wyr6inione konfiguracje ciala o strukturze pojedynczego krysztalu. 

ChcC!C opisa.C ruch ciala poprzez ruch jego cz¥tek wprowadza si~ poj~ie konfiguracji od
niesienia sluzC!Cej do ich ,ponumerowania". Konfiguracj~ odniesienia IC nazywamy dowoln~ 
ustalon~ konfiguracj~ ciala C w pewnej chwili r mozliwego ruchu tego ciala, niekoniecznie 
nalez~c~ do rodziny konfiguracji Xt= 

/( (2.1) 

Konfiguracja IC spelnia warunek: 

1 

1\ V xr = IC(P, r) (2.2) 
PEC XrECr 
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22 ROZDZIAL 2. MODEL POJEDYNCZEGO ZIARNA 

Wprowadzaj~ konfiguracj~ /C utozsamiamy CZ¥tk~ p E c z punktem xr E Cr. Mozemy 
zatem rozpatrywat ruch ciala jako jednoparametrowq rodzin~ odwzorowafl x~ obszaru Cr 
na obszar Ct : 

(2.3) 

takich, ze 
1 

f\ V x = Xr(Xr, t). (2 .4) 
Xrec,. xECt 

Istnieje zatem odwzorowanie odwrotne: 

xr = x;l(x, t) (2.5) 

Od tego miejsca konfiguracj~ ciala oznaczac b¢ziemy poprzez obszar zajmowany przez 
cialo w tej konfiguracji. 

Wprowadzmy w przestrzeni euklidesowej punktowej £3 uklad wsp6lrz~dnych prosto
kC!tnych (0, { ei} ), i = 1, 2, 3, gdzie 0 jest wybranym punktem w tej przestrzeni, a baza 
ortonormalna { ei} nalezy do przestrzeni wektorowej E3 sprz~zonej z e3 (por6wnaj rysunek 
2.2). Przyjmiemy, ze uklad ten jest taki sam dla kazdego obszaru Ct otrzymanego przez 
odwzorowanie nalezqce do rodziny X~. Kaidemu punktowi xr E Cr mozemy przyporzC!rl
kowat wektor xr = 0 xr' kt6ry jest wektorem polozenia cz~tki xr w konfiguracji /C 
oznaczanej dalej wedlug przyj~tej powyzej konwencji jako Cr. Podobnie wektorem poloze
nia punktu x E Ct b¢zie wektor x = Ox. R6wnania ruchu (2.4) i (2.5) przyjmq postae 
r6wnafi wektorowych: 

x = Xr(Xr, t) = x(Xr, t) 
xr = x;1(x, t) = xr(x, t) (2.6) 

Opisujqc ruch ciala krysztalu nalezy uwzgl~dnic opr6cz ruchu CZ¥tek materialnych, 
na og6l r6zny od niego ruch sieci krystalograficznej. Przyjmiemy, ze orientacja sieci kry
stalograficznej w punkcie x E Ct dana jest przez reper trzech wyr6znionych kierunk6w 
krystalograficznych { 8i(x, t)}. 

W opisie deformacji spr~zysto-plastycznej pojedynczego ziarna wyr6znimy nast~pu
j~e konfiguracje ciala (por6wnaj rysunek 2.2): konfiguracj~ poczqtkowq C0, konfigura
cj~ posredniq C1" konfiguracj~ odniesienia Cr oraz konfiguracj~ aktualn~ Ct, przy czym 
konfiguracja odniesienia jest konfiguracjq dla kt6rej reper kierunk6w krystalograficznych 
{8i},i = 1,2,3 pokrywa si~ z globalnym ukladem odniesienia {ei} w kazdym punkcie 
Xr E Cr. Ponadto ruch ciala z konfiguracji odniesienia do konfiguracji poczqtkowej jest 
ruchem sztywnym: 

(2.7) 

gdzie X jest wektorem polozenia CZ¥tki xr w konfiguracji poczqtkowej Co' Co jest wektorem 
translacji a Q0 jest tensorem ortogonalnym opisujqcym orientacj~ sieci ziarna w stosunku 
do hazy { ~} w chwili t = 0. Obie te wielkosci nie zalez~ od czasu i polozenia. Ruch sieci jest 
tu zgodnx ~ ruchem materialnym. Konfiguracja posrednia jest konfiguracj~ wynikaj~C! ze 
spr~zysto-plastycznej natury deformacji krysztalu. Spos6b wyboru tej konfiguracji wynika 
z zalozenia o multiplikatywnym rozkladze pola gradientu deformacji na cz~c plastycznq i 
spr~zystq [73). 
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2.2.1 Pole gradientu deformacji 

Rozpatrzmy infinitezymalne wl6kno materialne dX.r w punkcie okre~lonym przez wektor 
polozenia xr w obszarze Cr (rysunek 2.3). W wyniku ruchu ciala wl6kno to transformuje 
si~ w wektory dX., dxP i dx odpowiednio w konfiguracjach C0 , Cp i Ct. Zakladamy, ze 
transformacja ta jest liniowa, a zatem istniej(! tensory drugiego rz~du F, F, FP, F* takie, 
ze: 

dx = FdX.r, dx = FdX, dx = F*dxP, dxP = FPdX. (2.8) 

Tensory te S(! nieosobliwe i istniej(! do nich tensory odwrotne. 

Rysunek 2.3: Dekompozycja gradientu deformacji F krysztalu spr~iysto-plastycznego. 

Calkowity gradient deformacji F opisuje deformacj~ wl6kna od konfiguracji pocz(!tkowej 
do konfiguracji aktualnej. Prawdziwa jest nast~puj(!ca zaleznooc opisuj(!ca multiplikatywny 
rozklad tego tensora: 

F = F*FP, (2.9) 

gdzie F* jest spr~zyst(! cz~ci(! deformacji i jego pole zadane jest na konfiguracji Cp, a 
FP plastyczn(! CZ~Ci(! deformacji i zadany jest na konfiguracji c~. Gradient deformacji 
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24 ROZDZIAL 2. MODEL POJEDYNCZEGO ZIARNA 

opisuj~y odwzorowanie konfiguracji odniesienia Cr na konfiguracj~ poczt~:tkowt~: C0 dany 
jest poprzez tensor obrotu w nast~puj~y spos6b (por6wnaj wz6r (2. 7)): 

(2.10) 

gdzie Q0 opisuje jednocze8nie pocz~tkow~ orientacj~ sieci ziarna wzgl¢em globalnego 
ukladu odniesienia zwi~zanego z pr6b~. Odwzorowanie wl6kna z konfiguracji odniesienia 
na konfiguracj~ aktualn~ opisane jest zatem ponizszym gradientem deformacji 

(2.11) 

Wszystkie wprowadzone powyzej tensory deformacji s~ funkcjami czasu i wektora polozenia 
w odpowiednim obszarze z wyj~tkiem tensora Q0 . 

Wykorzystuj~c dekompozycj~ gradientu deformacji na cz~~c spr~zyst~ i plastyczn~ mo
zemy zdefiniowae konfiguracj~ po~redni~ Cp jako izokliniczn~ konfiguracj~ odci~on~. Jest 
to konfiguracja krysztalu odci~zonego, w kt6rym przywr6cono pocz~tkow~ orientacj~ re
peru kierunk6w krystalograficznych wzgl~dem globalnej bazy { e;}. W rzeczywistym pro
cesie po zdj~ciu obci~zeti siee krystalograficzna pozostaje oczywi~cie obr6cona wzgl¢em 
orientacji pocz~tkowej. 

Zwyczajowo w opisie kinematyki pojedynczego ziarna uklad odniesienia przyjmuje si~ 
w ten spos6b, aby wyr6znione przez nas konfiguracje C0 i Cr pokrywaly si~ (por6wnaj [6] 
i [7]). W przypa.dku opisu rozwoju tekstury w agregacie ziaren, o r6znych pocz~tkowych 
orientacjach sieci wl~ciwe jest jednak przyj~ie ukla.du odniesienia zwi~anego z pr6b~ 
polikrystaliczn~ i dlatego konieczne jest odr6znienie tych dwu konfiguracji. Podobny spo
s6b opisu zastosowano w pracy (107]. 

Zastosujemy teraz twierdzenie o rozkladzie polarnym tensora drugiego rz¢u dla ten
sor6w F, F* i FP: 

F = RU = VR, F* = R*U* = V*R*, FP = RPUP = VPRP. (2.12) 

Tensory R, R* oraz RP s~ tensorami sztywnego obrotu. Tensory u, u·, UP, v, v· i VP 
s~ symetryczne i dodatnio okre8lone. Tensory u' u·' UP nazywane s~ prawymi tensorami 
rozci~gni~cia, a tensory v' v·' VP lewymi tensor ami rozci~gni~cia. 

2.2.2 Stosowane miary odksztal~enia 
Opr6cz tensor6w wprowadzonych w poprzednim paragrafie i opisuj~ych deformacj~ poje
dynczego ziarna stosuje si~ r6wniez tensory b¢~ce miarami odksztalcenia ciala. Tensory 
te zertd~ si~ w przypadku ruch6w sztywnych. 

Ifill (~lJ wprowadzil nast~puj~ce klasy miar odksztalcenia: 

E(Tl) = -~ (UTI - I) dla TJ # .()t 
'fJ 

1 
e<~> = - (VT7 - I) dla 'fJ # 0 

' 'fJ 

E(o) =In U, 

e<o) =In V, 

(2.13) 

(2.14) 
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gdzie TJ jest liczb~ calkowit~. Najcz~§ciej stosowanymi miarami spo§r6d okrffilonej powyzej 
klasy s~: E(2) = E zwany tensorern odksztalcenia Lagrange'a lub Greena, e(-2) = e zwany 
tensorern odksztalcenia Eulera lub Almansiego, oraz tensory odksztalcen logarytmicznych 
E(o) i e(o). Pola tensor6w E(TJ) zadane jest na konfiguracji pocz~tkowej, a pola tensor6w 
e(TJ) na konfiguracji aktualnej. 

2.2.3 Pochodna materialna i pole tensora gradientu pr~dkosci 

Pochodn~ materialn~ pewnej wielko§ci fizycznej 'Pr(xr, t) okre§lonej na konfiguracji od-
niesienia nazywamy wyra:ienie: 

c)r _ a'Pr 1 (2.15) 
- ---at" xr=const 

Pr~dko§ci~ cz~tki xr nazywac b~zierny pr~dko§c zmiany jej polozenia w przestrzeni 
fizycznej: 

ax(xr, t) I . (xr ) ( ) at = X , t = V X, t . 
xr=const 

(2.16) 

Jezeli chcerny wyznaczyc pochodn~ materialn~ pola cjJ(x, t) = 'Pr(xr(x, t)) okrffilonego 
na konfiguracji aktualnej, stosujerny zalezno§c: 

. acjJI cjJ = -
8 

+ gradc/J : v 
t x=const 

(2.17) 

Wykorzystuj~c powyzsz~ zalezno§c oraz r6wnanie (2.7) mozna zauwazyc, ze 

a'Pr I - a'P I gdzie 'P(X, t) = 'Pr(x(xr), t). (2.18) 
at xr=const - at X=const' 

Wprowadzirny teraz tensor gradientu pr~ko§ci L. Dany jest on zaleznosci~: 

L = grad(v) = :FF-1 = FF-1
. (2.19) 

Podstawiaj~c r6wnanie (2.9) do r6wnania (2.19) otrzyrnamy: 

L = F*(F*t 1 + F*F"(FP)-1(F*t 1
. (2.20) 

R6wnanie (2.20) wskazuje na addytywny rozklad gradientu pr~ko§ci L na cz~c spr~zyst~ 
i cz~c plastyczn~: 

gdzie 

L* = F*(F*)-1
' 

LP F*FP(FP)-1 (F*)-1 = F*LP(F*)-1
. 

(2.21) 

(2.22) 

(2.23) 

W ostatniej zalezno§ci wprowadzono gradient pr~dko§ci V odpowiadaj~y deformacji ciala 
od konfiguracji C0 do konfiguracji C, . 
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Wyznaczmy teraz cz~c symetryczn~ i antysymetryczn~ tensor6w L, L •, LP. Mianowi-
cie: 

L=D+O, (2.24) 

gdzie tensor D jest symetryczn~ cz~ci~ L i nazywany jest gradientem pr~kosci deformacji, 
natomiast tensor n jest cz~sci~ antysymetryczn~ i nazywany jest tensorem spinu. Tensory 
D i n mozna w nast~puj~cy spos6b podzielic na cz~sc spr~zyst~ i cz~sc plastyczn~: 

D = D*+DP, 
n = n·+nP. 

(2.25) 

(2.26) 

w powyzszych wzorach przez o· i n· oznaczylismy odpowiednio symetryczn~ i antysyme
tryczn~ cz~c tensora L •, a przez DP i OP cz~sc symetryczn~ i antysymetryczn~ tensora 
LP. 

Wykorzystaj~c rozklad polarny (2.12) tensora F w r6wnaniu (2.192) otrzymamy po
niZsz~ zaleznosc na tensor gradientu pr~kosci L oraz jego cz~c symetryczn'l: i antysyme
tryczn~: 

L = :RRT + Ruu-1RT, (2.27) 

D 1 • 1 • T 
2

R(uu- + u-1u)R , (2.28) 

n RRT + .!_R(UU-1 - u-1 U)RT 2 . (2.29) 

Obliczmy pochodne materialne miar odksztalcenia wprowadzonych w paragrafie 2.2.2. 
Wszystkie tensory nalez~e do klasy opisanej wzorami (2.13) s~ wsp6losiowe z prawym 
tensorem rozci~gni~ia U. Oznaczmy przez U1 , I = 1, 2, 3 warto8ci wlasne tensora U a 
przez w 1 kierunki wlasne tego tensora. Wykorzystuj~c rozklad spektralny dla tensor6w 
tego typu otrzymamy: 

gdzie 

3 

E(fl) = L E<11>w1 ® w 1 + wE<11> - E<11>w, 
1=1 

vir= ww1 oraz { 
E}11> = !(Uj - 1), 
E}0

> = lnU1 

Tensor w jest tensorem antysymetrycznym. 

(2.30) 

(2.31) 

Zgodnie ze wzorem (2.30) pochodn~ materialna tensora odksztalcenia Greena E mozna 
zapisac w postaci: 

. ~. 1 2 2 
E = L.J U1U1w 1 ® w 1 + -(wU - U w), 

1=1 2 
(2.32) 

~q implikuje r6wnanie 
. 1 . . 

E = 2(uU + UU). (2.33) 
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Zalezno~c (2.33) mozna oczywi~cie otrzymae w prosty spos6b z r6wnania (2.13) r6znicz
kuj<~:c je po czasie. Trudno~ci nastr~za wyznaczenie w taki spos6b pochodnej miary Io
garytmicznej. Zagadnieniu temu po~wi~one SCI: mi~dzy innymi prace (26],(72) i (103). Po 
wykorzystaniu r6wnail (2.30) i (2.31) wyra:ia si~ ona nast~pujC!:Co: 

3 

(In ut = L UrUi 1Wr ® Wr +wIn u -In Uw. (2.34) 
1=1 

WykorzystujC!:C wsp6losiowo~c tensor6w U i u-1 oraz r6wnania (2.28) i (2.29) otrzymamy 
ponizsze zalezno~ci pomi~dzy pochodn<~: materialn<~: miary logarytmicznej i tensorem defor
macji: 

1 
(Inu)· = RTDR+winU -InUw + 2(Uwu-l- u-1wU), 

w- ~(uwu-1 + u-1wU) = RTit- RTnR. 
2 

(2.35) 

(2.36) 

Jezeli b~dzie mozliwe wyznaczenie tensora w z r6wnania (2.36), to mozemy wyznaczyc 
skladowe tensora (In u)• nie koniecznie w ukladzie Zwi<~:Zanym z osiami gl6wnymi prawego 
tensora rozci<~:gni~ia U. Zauwa:imy ponadto, ze o ile kierunki gl6wne U nie zalez<~: od 
czasu, to znaczy tensor U jest wsp6losiowy z tensorem U, r6wnanie (2.35) redukuje si~ do 
postaci: 

(2.37) 

Jak juz wspomniano powszechnie przyjmuje si~, ze deformacja plastyczna pojedynczego 
ziarna zachodzi wyl<~:cznie przez po~lizg na okre~lonej plaszczyznie krystalograficznej zwa
nej plaszczyzn<~: p~lizgu w okre~lonym kierunku krystalograficznym zwanym kierunkiem 
po~lizgu, a kt6re wsp6lnie stanowi<~: r-ty system p~lizgu. Para wektor6w ortogonalnych 
{mr, nr}, gdzie nr jest wektorem prostopadlym do plaszczyzny po~lizgu, a mr wskazuje 
kierunek p~lizgu, opisuje r-ty system po~lizgu w konfiguracji aktualnej. W zalezn~ci od 
typu krysztalu calkowita liczba mozliwych system6w p~lizgu M jest inna np. dla krysz
talu typu A1 jest ich 12, a dia krysztal6w typu A2 - 24. Rodzaj sieci krystalograficznej 
dla tych krysztal6w oraz odpowiadaj<~:ce im systemy po~lizgu zaprezentowane na rysunku 
2.1. W przykladach rozwazanych w tej praey mamy do czynienia z krysztalami typu Al. 

Cz~c plastyczn<~: LP gradientu pr¢ko~ci mozemy zdefiniowae jako sum~ prostych ~cinail 
na wszystkich systemach po~lizgu. Jezeli propaguj<~: si~ one z pr¢ko~ciami -yr dla r = 
1, 2, ... , M, to otrzymamy: 

M 

LP = L -yrmr ® nr. 
r=1 

Podzial LP na cz~~c symetryczn<~: i antysymetryczn<~: wygl<J:da nast~puj<~:Co: 
M M 

LP = DP + flP = L -yrpr + L -yrwr, 
r=1 r=1 

(2.38) 

(2.39) 

gdzie tensory pr i wr stanowi<~: odpowiednio cz~c symetryczn<~: i antysymetryczn<~: diady 
mr ® nr. Warto zauwa:iyc, ze ze wzgl¢u na ortogonaln~c wektor6w mr i nr tensor DP 
jest dewiatorem. 
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2.2.4 Przypadek malych odksztalcen spr~zystych 

Przy zalozeniu malych odksztalcen spr~zystych prawy tensor rozci~gni~ia U* mozna za
pisac: 

U* =I+ e*, gdzie lle*jj = c* i c* ~ 1. (2.40) 

Dla pochodnej materialnej miary logarytmicznej zachodzi wtedy: 

(2.41) 

Jezeli ograniczymy si~ do modelu krysztalu sztywn~plastycznego ze wzmocnieniem, to 
spr~zysty prawy tensor rozci~gni~cia u· jest r6wny tensorowi jednostkowemu (por6wnaj 
wz6r (2.40)). Dla malych odksztalcen spr~zystych, a duzych plastycznych jest to racjonalne 
zalozenie. Deformacj~ materialu opisuje wtedy wyrazenie: 

(2.42) 

gdzie Q5' definiuje pocz~tkow~ orientacj~ sieci krysztalu (2.3). 
Gradient pr~dkosci L dzieli si~ na cz~sc zwi~an~ ze sztywnym obrotem L* i cz~c 

plastyczn~ IJ' w spos6b nast~puj~cy: 

L* = n•, 

IJ' = IY + {}P = ~R*DP(R*)T + ~R*OP(R*)r, 
(2.43) 

(2.44) 

gdzie przez DP i OP oznaczylismy odpowiednio symetryczn~ i antysymetryczn~ cz~sc ten
sora i? (wz6r (2.232)). 

2.2.5 Opis ruchu sieci krysztalu 

Jak juz zaznaczylisrriy, opisuj~ ruch pojedynczego krysztalu nalezy uwzgl¢nic opr6cz 
ruchu cz~tek materialnych, ruch jego sieci opisanej przez reper kierunk6w krystalogra
ficznych {a; ( x, t)} (por6wnaj [ 34]). W zakresie spr~zystym siee krystaliczna deformuje si~ 
wraz z materialem, natomiast w zakresie plastycznym material ,przeplywa" przez siec, 
kt6ra pozostaje nieruchoma (por6wnaj rysunek 2.3). Zatem deformacj~ sieci z konfiguracji 
odniesienia do konfiguracji aktualnej mozemy opisac nastwuj~co: 

(2.45) 

Gradient pr~dkosci siecijest r6wny cz~sci spr~zystej L* gradientu pr~dko8ci L (por6wnaj 
wzory (2.45) i (2.20)): 

(2.46) 

Podobnie cz~sc symetryczna gradientu pr~dkosci sieci jest r6wna gradientowi pr¢kosci 
deformacji spr~zystej D* a cz~c antysymetryczna tensorowi spinu spr~zystego n•. 

Wektory mr i nr okre8laj~ kierunek sieciowy i plaszczyzn~ sieciow~, zate~ ich ruch 
jest zgodny z ruchem sieci. Jezeli przez m.r i fi.r oznaczymy wektory tworz~ce r-ty system 
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poslizgu w konfiguracji odniesienia Cn to ze wzgl¢u na wyht.cznie spr~zyst~ deformacj~ 
sieci prawdziwe s~ zaleznosci: 

(2.47) 

Tensory pr i wr wyst~puj~e we wzorze (2.38) ulegaj~ zmianie w procesie deformacji 
krysztalu zgodnie ze zmian~ orientacji sieci krysztalu, a tym samym kierunk6w mr i nr. 
Ewolucj~ tych ostatnich mozna opisae wzorami: 

(2.48) 

Wyznaczmy r6wniez pochodne materialne tensor6w pr i wr. Wykorzystuj~ r6wnania 
(2.48) otrzymamy: 

pr = D"'W - wrn• + n•pr + prn•, 
wr = n•pr - prn• + n•wr - wrn•. 

(2.49) 

(2.50) 

Jezeli odksztalcenia spr~zyste s~ male w por6wnaniu z plastycznymi, to mozemy zalo
zyc, ze deformacja sieci zachodzi wyl~cznie przez sztywny obr6t: 

(2.51) 

R6wnania (2.48) okreslaj~e ewolucj~ kierunk6w krystalograficznych opisuj~cych r-ty sys
tem po8lizgu mozemy zapisae nast~puj~o: 

(2.52) 

Orientacji reperu kierunk6w krystalograficznych {8-i(x, t)} wzgl¢em globalnego ukladu 
odniesienia dana jest zwykle za pomoc~ trzech ~t6w Eulera {<pi} poprzez kt6re wyrazamy 
tensor obrotu QL. W obliczeniach poszukuje si~ orientacji sieci pojedynczego ziarna w 
chwili t + D..t maj~ jej orientacj~ w chwili t. Zmian~ ~t6w Eulera mozna wyznaczyc ze 
wzoru: 

<p:+..O.t = <p: + <Pi~t, . i = 1, 2, 3. (2.53) 

Do obliczenia wystwuj~cych w powy:iszym r6wnaniu przyrost6w ~t6w Eulera cpi~t zasto
sowalismy wz6r podany przez Clementa (24) wykorzystuj~y r6wnanie (2.523) przeksztal
cone do postaci: 

(2.54) 

Wyra:iaj~c tensor obrotu QL przez ~ty Eulera <p: otrzymujemy r6wnania opisuj~e ich 
ewolucj~: 

<Pt L 1 ( · t L t L) (2.55) = w12 - --t Sin <p1 w23 - cos <p1 w13 , 
tan <p2 

cp2 
· t L t L Sin <p1w13 +cos <p1w23 , (2.56) 

t . t 

<Pa 
COS <p1 L Sin <pl L 

(2.57) = - -.--t W12 + -.--t W23, 
sin <p2 Sin<p2 
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gdzie wyrazy wb oznaczaj~ skladowe tensora OL. R6wnania te s~ poprawne w sytuacji, 
gdy <p~ =f. 0. W przeciwnym przypadku naleZy zastosowae zaleZno8ci: 

~ = wf2, gdzie 1/J = <p~ + <p~, 

{ wL 
wL 

w~ =f. 0 =f· gdzie cpl = arctan _Q dla 
¢2 = wfa 

gdzie cpl 
1r 

dla w~=O W13 = -
2 

Wart<>Sci ~t6w Eulera w chwili t + D.t obliczymy wtedy nast~uj~co: 

t+.6.t <pl = cpl +~~t, 
<p~+.6.t = cp2~t, 

t+.6.t 
<p3 = cpa, gdzie <Pa = 1/J- <P1-

(2.58) 

(2.59) 

(2.60) 

(2.61) 

(2.62) 

Ze wzgl~du na to, ze odksztalcenia spr~zyste s~ male, wyst~puj~y w r6wnaniach spin 
sieci mozemy utozsamic ze spinem spr~zystym, mianowicie nL ~ 0*. Obliczamy go zatem 
jako r6znic~ mi~dzy spinem calkowitym 0 a spinem plastycznym W. Przyjmuj~, ze spin 
calkowity dany jest przez warunki brzegowe zadania, pozostaje do wyznaczenia tensor spinu 
plastycznego. Aby go wyznaczyc nalezy wprowadzic dodatkowe r6wnania konstytutywne. 

2.3 Miary napr~zenia 

Niech ds b~dzie infinitezymalnym materialnym elementem powierzchni w punkcie x E Ct 
(por6wnaj rysunek 2.4). Przez n oznaczymy wektor normalny do tej powierzchni. Na 
element ds dziala sila elementarna dt. Wielkosci te zwi~ane s~ zalezno8ci~: 

dt = uT nds = nuds, (2.63) 

gdzie u nazywamy tensorem napr~zenia Cauchy'ego. Pole tensora napr~zenia Cauche'ego 
okreslone jest zatem na obszarze Ct. 

Materialnemu elementowi powierzchni ds o normalnej n odpowiada w konfiguracji po
cz~tkowej element dS o normalnej N, a w konfiguracji odniesienia element dSr o normalnej 
Nr. Przeniesmy r6wnolegle sil~ dt odpowiednio do punktu X i xr. Mozemy zdefiniowac 
wtedy nast~uj~ce tensory: 

(2.64) 

gdzie T i Tr nazywamy I tensorami Pioli-Kirchhoffa okre8lonymi odpowiednio na konfigu
rabji pocz~tkowej i konfiguracji odniesienia. 
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Rysunek 2.4: Wektory naprf(ienia w poszczeg6lnych konfiguracjach ciala. 

Jezeli wektor dt przetransformujemy do obszaru C0 i Cr w spos6b na.st~puj~y: 

dT = F-1dt, dTr = :F-1dt, 

to mozemy zdefiniowat kolejne dwa tensory: 

dT = NSdS, dTr = Nrsr dSr. 

31 

(2.65) 

(2.66) 

Wielko~ci S i sr nazywamy II tensorami Pioli-Kirchhoffa okrffilonymi odpowiednio na 
konfiguracji pocz~tkowej i konfiguracji odniesienia. 

Wprowadzone miary napr~zenia mozna zwi~a.C ze sob~ w spos6b na.st~puj~y: 

T JF- 1u, Tr = J(:F)-1u, 
S = JF-1u(FT)-1, gr = JF-1u(FT)-1, (2.67) 

gdzie 
J=detF = detF. (2.68) 

W modelu spr~zysto-pla.stycznym pojedynczego ziarna stosuje si~ r6wniez tensor na
pr~zenia Kirchhoffa: 

r = Ju =FT. (2.69) 
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Zauwa.Zmy, ze I tensor Pioli-Kirchhoffa w og6lnym przypadku nie jest tensorem syme
trycznym. Pozostale tensory S<! symetryczne, jezeli symetryczny jest tensor napr~zenia 
Cauchy'ego. 

2.4 Zasady zachowania 

Zachowanie si~ pojedynczego ziarna krysztalu poddanego oddzialywaniom zewn~trznym 
musi spelniac podstawowe prawa fizyczne, kt6re nazywamy zasadami zachowania. Jako 
pierwsz<! wymienmy zasad~ zachowania masy, kt6ra w CZ¥tce znajduj~ej si~ w punkcie 
x E Ct przyjmie postae: 

e+ utrD = 0, (2.70) 

a w punkcie X E C0 : 

uo = Ju, (2.71) 

gdzie przez u i uo oznaczyli~my odpowiednio g~to~c masy w punkcie o wektorze polozenia x 
i X. Zauwazmy, ze o ile o~rodek jest nie~ci~liwy, toe= 0 i z r6wnania (2.70) otrzymujemy: 

trD = 0. (2.72) 

Odpowiednikiem II zasady dynamiki Newtona w przypadku cial odksztalcalnych jest 
zasada zachowania p~du. W przypadku braku sil inercyjnych staje si~ ona r6wnaniem r6w
nowagi sil. Przy wykorzystaniu (2.70) otrzymujemy ponizsz<! lokaln<! postac tego r6wnania 
dla cz<!5tki P znajduj<!Cej si~ w chwili t w punkcie x E Ct: 

divu + uf = 0, (2.73) 

gdzie przez f oznaczono intensywn~c wypadkowej sily masowej w punkcie o wektorze 
polozenia x. W powyzszym r6wnaniu wykorzystano juz kolejn<! zasad~ zachowania, a 
mianowicie zasad~ zachowania momentu p~du, z kt6rej w przypadku braku moment6w 
masowych wynika symetria tensora napr~zenia Cauchy'ego u. R6wnanie (2.73) w obszarze 
zajmowanym przez cialo w konfiguracji pocz<!tkowej przyjmie postac: 

DivTT + Uofo = 0, (2.74) 

gdzie przez f0 oznaczono intensywnosc sily masowej na jednostk~ masy w konfiguracji 
pocz<!tkowej. 

Jezeli przyjmiemy, ze proces spr~zysto-plastyczny jest powolnym procesem adiabatycz
nym, to I iII zasad~ termodynamiki mozemy zapisac w spos6b nast~uj<!cy: 

Q4> = tr(uD)- 8, 
8 ;:::: 0, 

(2.75) 

(2.76) 

http://rcin.org.pl



2.5. R6WNANIA KONSTYTUTYWNE 33 

gdzie przez 4> oznaczylismy energi~ swobodn~ Hemholtza, a przez 8 dysypacj~ energii. 
Jezeli przez e, T, rJ oznaczymy odpowiednio g~sto8c energii wewn~trznej, temperatur~ bez
wzgl~n~ i intensywnosc entropii w punkcie x E Ct, to energi~ swobodn~ zdefiniujemy 
jako: 

4> = e- Try. (2.77) 

Dla proces6w odwracalnych dysypacja jest r6wna zeru. W adiabatycznym procesie od
ksztalcen spr~zysto-plastycznych dysypacj~ mozemy okre8lic nast~puj~o: 

8 = tr(uDP) > 0. (2.78) 

Wprowadzmy jeszcze definicj~ sprz~zonych miar odksztalcenia i napr~zenia. Wedlug 
Hilla miara napr~zenia s jest sprz~zona z miar~ odksztalcenia e, jezeli pr~kosc energii 
deformacji W na jednostk~ obj~tosci w konfiguracji odniesienia wyraZona jest wzorem: 

W = tr(si). (2.79) 

Poniewaz pr~dko8c energii deformacji W mozemy obliczyc jako pelne nasuni~ie poniz
szych tensor6w: 

W = tr(SE) = tr(TF) = tr(TD), (2.80) 

to wedlug Hillasprz~zone s~ nast~puj~e pary miar napr~zen i odksztalcen {S, E} i {RT TR+ 
O(e2 ), E(0)} (por6wnaj wzory 2.33 i 2.67 oraz 2.35 i 2.69). 

Z drugiej strony poniewaZ pr~kosc energii deformacji Wt na jednostk~ obj~tosci w 
konfiguracji aktualnej wyraZa si~ wzorem: 

(2.81) 

i nie jest r6wna pr~dko8ci deformacji W na jednostk~ obj~tosci w konfiguracji odniesienia, 
to wielkosci u i D nie stanowi~ miar sprz~zonych. 

2.5 R6wnania konstytutywne 

2.5.1 Uwagi wst~pne. R6wnanie konstytutywne krysztalu spr~zy-
stego 

A by wyznaczyc wszystkie wielkosci opisuj~ce zachowanie si~ pojedynczego ziama w modelu 
spr~zysto-plastycznym potrzebujemy r6wnail wi~z~cych dan~ miar~ napr~zenia ze sprz~ 
zon~ z ni~ miar~ odksztalcenia. R6wnania te nazywamy r6wnaniami konstytutywnymi. W 
przypadku teorii plastycznosci mamy do czynienia z postaci~ przyrostow~ tych r6wnail. 
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R6wnania konstytutywne musz~ spelniae zasad~ materialnej obiektywno8ci, kt6ra stwier
dza, ze zachowanie materialu jest niezalezne od obserwatora. R6wnania te s~ wi~c nie
zmiennicze ze wzgl~du na zmian~ ukladu odniesienia. 

Pola skalarne a(x, t), wektorowe a(x, t) i tensorowe A(x, t) dane na konfiguracji ak
tualnej ciala nazywamy obiektywnymi, jezeli przy zmianie ukladu odniesienia podlegaj~ 
nast~uj(}:cym prawom transformacji: 

a'(x', t') = 

a'(x', t') = 

A'(x', t') 

a(x, t), 
Q(t)a(x, t), 
Q(t)A(x, t)QT(t), 

(2.82) 

(2.83) 

(2.84) 

gdzie w jednym ukladzie odniesienia opisywanemu przez te pola zjawisku zostaje przyp<r 
rz'l:<lkowana para {x, t}, a w drugim {x', t'}, oraz zachodzi zwi~zek: 

x' = Q(t)x + c(t), t' = t- a. (2.85) 

Tensor Q(t) jest tensorem obrotu, c(t) dowolnym wektorem i a E R jest wielko8ci~ stal~. 
Wielko8ciami obiektywnymi S(}: np.: odleglo8c, sila, tensor pr¢ko~ci deformacji D, a nie
obiektywnymi: polozenie, pr~dko8c, tensor gradientu pr~dko~ci L, pochodna materialna 
wielko~ci obiektywnej. Pochodn(}: obiektywn~ Zaremby-Jaumana obiektywnego pola ten
sorowego A nazywamy wielko8c 

AJ =A-nA+Af!. (2.86) 

Pochodna Zaremby-Jaumana rna ponizsz(}: wlasno8c: 

(A: B)J = AJ: B +A: BJ =A: B +A: B. (2.87) 

Prawo konstytutywne dla pojedynczego ziarna b~dzie wi(}:zac ze sob(}: tensor pr~dko8ci de
formacji D i pochodn(}: Zaremby-Jaumana tensora napr~zenia Kirchhoffa T. 

Zal6zmy, ze w zakresie spr~zystym obowi(}:Zuje przyrostowe prawo Hooke' a o postaci 

(2.88) 

gdzie £jest tensorem IV-ego rz¢u stalych modul6w spr~zystych i 

(2 .89) 

Wielko8c rb opisuje zatem pr~dkosc zmiany nap~zenia Kirchoffa wzgl~dem ukladu poru
szajl!Cego si~ razem z sieci(}:. Przy zalozeniu, ze odksztalcenia spr~zyste S(}: male w por6w
naniu z plastycznymi, tensor U* mozna opisac wzorem (2.40). W6wczas mozemy przyj~, 
ze pojedynczy krysztal jest materialem hiperspr~zystym i tensor £ mozna wyznaczyc z po
tencjalu, kt6rym jest energia swobodna wyra:iona przez logarytmiczn(}: miar~ odksztalcenia 
~ = ~(EC0>) (por6wnaj zalezno8ci (2.41), (2.75), (2.79) i (2.81)). 
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2.5. R6WNANIA KONSTYTUTYWNE 35 

2.5.2 R6wnanie konstytutywne krysztalu spr~zysto-plastycznego 

Zauwazmy, ze w zakresie spr~zysto-plastycznym prawdziwa jest zalezno8c wynikaj~a z 
r6wnail (2.26) i (2.392) 

M 
TJ•- TJ = flPT- TflP = L l({3r, (2.90) 

r=l 

w kt6rej 
{3r =: WT- TWr. (2.91) 

Wykorzystuj~ r6wnania (2.391) (2.88) i (2.90) mozemy zapisae na.st~puj~e r6wnanie kon
stytutywne z zakresie spr~zysto-plastycznym: 

M 

TJ = C,: D- L -yr>..r, gdzie >..r = C,: pr + {3r. (2.92) 
r=l 

Aby otrzymac zwi~ek pomi~dzy rJ oraz D, nalezy uzaleZnic pr~dko8ci ~cinania na r-tym 
po~lizgu z tensorem pr~dko8ci deformacji D. 

W wi~kszo~ci modeli opisuj~cych plastyczne zachowanie si~ pojedynczego krysztalu 
stosuje si~ prawo uplastycznienia Schmida, kt6re m6wi, ze plastyczne plyni~cie na r-tym 
systemie po~lizgu rozpoczyna si~ wtedy, gdy efektywne napr~zenie ~inaj~e rr na tym sys
temie osi~ie pewn~ krytyczn~ warto~c r; b~d~~ fizyczn~ wlasno~ci~ materialu. Zatem: 

(2.93) 

Efektywne napr~enie ~cinaj~e rr obliczamy jako rzut napr~zenia Kirchhoffa T na plasz
czyzn~ i kierunek po8lizgu: 

(2.94) 

Spo~r6d M mozliwych system6w po~lizgu wybierane s~ te dla kt6rych l~czna praca wy
konana podczas po8lizgu osi~a minimum. W modelach korzystaj~ych z prawa Schmida 
wyst~puje problem niejednoznaczno~ci wyboru aktywnych system6w po8lizgu. 

Aby pokonac t~ trudno8c Gambin (36], [37), [38) zaproponowal model wsp6ldzialaj~cych 
system6w po~lizgu. Pr¢ko~c ~cinania -yr mozna zwi~ac z efektywnym napr~zeniem ~cina
j~ym rr wykorzystuj~c empiryczn~ zalezno8c mi¢zy pr¢ko~ci~ dyslokacji i efektywnym 
napr~zeniem ~cinaj~ym oraz pr~dko8ci~ ~cinania i pr¢ko~ci~ dyslokacji [58). Ostatecznie 
zwi<J:zek ten przyjmuje postae: 

(2.95) 

Wsp6lczynnik A jest identyczny dla wszystkich system6w po~lizgu. Po8lizgi o r6znych 
pr¢ko~ciach -yr opisanych wzorem (2.95) pojawiaj<J: si~ na wszystkich systemach jednocze
~nie. Warto zauwa.Zyc, ze wraz ze wzrostem wykladnika n zauwa.Zalny po8lizg wyst~puje 
wyl~znie na systemach dla kt6rych spelniony jest warunek Schmida. 

http://rcin.org.pl



36 ROZDZIAL 2. MODEL POJEDYNCZEGO ZIARNA 

Wykorzystuj(}:C r6wnanie (2.95) we wzorze (2.39) opisuj(}:cym DP otrzymamy 

M 1 ( r)2n-l 
DP =). L--;:- rr pr. 

r=l rc rc 
(2.96) 

Powyzsze r6wnanie mozemy traktowa.C jako prawo plyni~cia stowarzyszone z nast~puj~ym 
potencjalem plastycznym 

1 ( M ( r)2n ) F(T,cpk) = 2 L rr -m . 
n r=l rc 

(2.97) 

Wyst~uj(}:Cy w r6wnaniu skalar m jest bezwymiarow(}: stale}:. Z potencjalem stowarzyszony 
jest gladki warunek plastyczno~ci o postaci: 

f=L rr -m=O, 
M ( r)2n 

r=l rc 
(2.98) 

gdzie wykladnik n > 1 jest pewn(}: bezwymiarow(}: stale}: materialow(}:. Jezeli stale}: m okre
~limy tak, aby jak najbardziej zblizyc si~ do warunku Schmida, to otrzymamy: 

m= !~t.(2~ftr(P'Pr)r (2.99) 

Podstawiaj(}:C (2.95) do r6wnania opisuj(}:Cego zachowanie si~ spr~zysto-plastyczne po
jedynczego ziarna otrzymamy: 

TJ = £ : D - >.:F, (2.100) 

Zdefiniowana powyzej wielkooc :F jest symetrycznym tensorem II-go rz~du. 
Wsp6lczynnik >., podobnie jak w klasycznej teorii plastyczno~ci, wyznaczymy z warunku 

konsystencji o postaci: 

( 

M 2n) • i=o~ L(r:) -m=O. 
r=l rc 

(2.101) 

Ze wzoru (2.99) wynika, ze stala m zalezy od warto~ci aktualnego napr~zenia krytycz
nego rc na danym systemie po~lizgu oraz od aktualnej geometrii krysztalu. Obliczaj(}:c 
pochodn(}: materialn(}: m zalozymy, ze zmiana wzajemnej orientacji system6w po~lizgu wy
wolana u• jest pomijalnie mala. Wielko~c tr(P8 Pr) nie zalezy wtedy od aktualnej orien
tacji sieci i mozna j(}: wyznaczyc w konfiguracji odniesienia. Warto~c napr~zen krytycznych 
r; na poszczeg6lnych systemach po~lizgu b~dzie zmieniac si~ zgodnie z przyj~tym prawem 
wzmocnienia. Pochodna m przyjmie zatem postac: 

(2.102) 
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Obliczmy teraz drug<~: pochodn<~: materialn<~: wyst~puj<~:C<~: we wzorze (2.101): 

( 

M ( 7r)
2
n) • _ M ( 7r)2n (fr r;) L - -2n:E - --- . 

r=l r; r=l r; Tr r; 
(2.103) 

Wykorzystuj<l:C wlasn<>Sc (2.87) pochodnej obiektywnej Zaremby-Jaumanaoraz wzory (2.49), 
(2.88), (2.92) mozna zauwa:lyc, ze (por6wnaj (6]): 

(2.104) 

W obliczeniach zostalo przyj~te nast~uj<~:ce prawo wzmocnienia [6]: 

M 
"r ~J.. •r 

Tc = L.J '"rq'Y . (2.105) 
q=l 

Wsp6lczynniki hrq SCI: skladowymi macierzy wzmocnienia H, w kt6rej: 

h _ { h1 dla r = q 
rq- h2 > hl dla r =F q . (2.106) 

Wyst~puje tu zatem wzmocnienie utajone (h2 > h1) dla nieaktywnych system6w p<>Slizgu 
na kt6rych Tr < r;. 

Zdefiniujmy symetryczny tensor 11-go rz~du o postaci: 

oraz stal<~: ho: 

ho = 

_ M (rr)2n-1 r 

g = L ( r)2n p 
r=l 7c 

2: 2: __!!_ '!..._ .!_ + M M h ( r)2n (1 q1)2n-1 
r=l q=l r;r2 r; r2 

+~ L L L 2 T~ tr(PsPr) ppqq - '7qq .;-
M M M ( P ) 2n ( h J.. ) ( I q I) 2n-1 

M p=l r=l q=l Tc Tc Tc Tc Tc Tc 

(2.107) 

(2.108) 

Podstawiaj<~:c wzory (2.104) i (2.105) oraz powyzsze definicje do zale:ln<>Sci (2.102) i (2.103), 
z warunku (2.101) otrzymujemy: 

,.\ = :F : D = ~:F : D 
:F:g+ho h 

(2.109) 

Przyrostowe r6wnanie konstytutywne spr~zysto-plastycznosci (2.100) mozna zatem za
pisae: 

(2.110) 
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38 ROZDZIAL 2. MODEL POJEDYNCZEGO ZIARNA 

Nalezy zauwa.Zyc, ze tensor IV-ego rz¢u e,ep zalezy od aktualnego stanu napr~zenia T 

oraz aktualnej orientacji sieci. Symetrie tego tensora s~ identyczne z symetriami tensora 
spr~zysto8ci Hooke'a £. 

Jezeli b¢ziemy mieli do czynienia z modelem spr~zysto-idealnie plastycznym pojedyn
czego ziarna, to wtedy wyst~puj~a w r6wnaniu (2.109) stala h b~dzie si~ wyra.Zae wzorami: 

h = F: {i, poniewa.Z h0 = 0. (2.111) 

Jezeli pominiemy w opisie pojedynczego ziarna odksztalcenia spr~zyste, to kinematyk~ 
b¢ziemy opisywali r6wnaniami (2.42)-(2.44), a jedynymi potrzebnymi zalezno~ciami kon
stytutywnymi b¢~: stowarzyszone prawo plyni~cia (2.96), prawo wzmocnienia (2.106) oraz 
dodatkowe r6wnanie konstytutywne na spin plastyczny OP. Na ich podstawie wyznaczymy 
przy znanym L odpowiadaj~y mu tensor napr~zenia T. Wsp6lczynnik >. wyznaczymy z 
warunku plastyczno~ci (2.98). 

2.5.3 R6wnanie konstytutywne opisuj(!ce spin plastyczny 

Wykorzystuj~c zalezno8c (2.95) w r6wnaniu (2.39) otrzymamy: 

(2.112) 

Powyzsze r6wnanie jest prawem spinu plastycznego stowarzyszonym z potencjalem zde
finiowanym wzorem (2.97), a wsp6lczynnik >. wyra.Za si~ wzorem (2.109) . Dodatkowe 
r6wnanie konstytutywne (2.112) na spin plastyczny OP sluz~y do wyznaczenia spinu sieci 
nL, a tym samym ewolucji ~t6w Eulera, przyjmie zatem postac: 

1 
OP = ).1£ = h (1£ ® F) : D' 

gdzie przez 11. oznaczono ponizszy antysymetryczny tensor 11-go rz~u: 

_ M (rr)2n-l r 

1£ = L ( rpn W · 
r=l rc 

(2.113) 

(2.114) 

Wlasno~ci tensor6w IV -ego rz~du o symetriach wewn~trznych identycznych z tensorem po
staci 11. ® F w przypadku n = 1 ( tensory 1£ i F nie zalez~ wtedy od aktualnego stanu 
napr~zenia) byly dyskutowane w pracy autorki [43). Stwierdzono, ze dla material6w o 
symetrii kubicznej tensor takiej postaci jest tensorem zerowym. W przypadku symetrycz
nego calkowitego gradientu pr¢kosci sugeruje to brak spinu sieci, a tym samym brak jej 
obrotu. Zachowanie takie nie jest zgodne z doswiadczeniem. Mozemy na tej podstawie 
wnioskowac o konieczno8ci przyjmowania wykladnika n > 1. 

Przedstawiony w niniejszej pracy opis rozwoju tekstury plastycznie plyn~ego agregatu 
ziaren korzysta z powyzszego modelu konstytutywnego dla pojedynczego ziarna. Na jego 
podstawie zostal skonstruowany program numeryczny wyznaczaj~cy ewolucj~ tekstury w 
agregacie ziaren. 
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Rozdzial 3 

Model obliczeniowy polikrysztalu 

3.1 Poj~cia podstawowe 

Modele obliczeniowe dla polikrysztal6w metali mozna podzielic na: fenomenologiczne, 
kt6re bazujC'J: na klasycznej teorii plastyczno~ci, oraz fizyczne wykorzystujC'J:Ce wiedz~ o 
mikrostrukturze polikrysztal6w. Pierwsze proponowane SC'J: przy zalozeniu, ze material 
polikrystaliczny jest jednorodny w skali makro, a powierzchnia plastyczn~ci zalezy od 
makroskopowych miar napr~zenia, odksztalcenia lub jego pr~dk~ci. Drugie wykorzystujC'J: 
informacj~ o uplastycznieniu pojedynczych ziaren skladajC'J:cych si~ na agregat polikrysta
liczny. 

W rozdziale tym wprowadzimy podstawowe poj~ia dotyczC'J:Ce teorii opisujC'J:cych za
chowanie polikrysztalu, takie jak: reprezentatywny element obj~to~ci, wielk~c globalna, 
wielko~c u~redniona, wielko~c lokalna oraz wzajemne zalezno~ci mi~dzy tymi wielk~ciami. 
N ast@nie dokonamy om6wienia fenomenologicznych i fizycznych mod eli polikrysztal6w ze 
szczeg6lnym uwzgl¢nieniem proponowanych warunk6w plastycznego plyni~ia. Warunki 
te majC'J: zasadniczy wplyw na opis anizotropii plastycznej materialu. W rozdziale tym 
pokaZemy niezmiennicze postaci analizowanych warunk6w fenomenologicznych. Wyzna
czymy r6wniez warunki lokalizacji odksztalcen wynikajC"J:Ce z tych warunk6w dla polikrysz
tal6w znajdujC"J:Cych si~ w plaskim stanie napr~zenia. W dalszym ciC"J:gu om6wimy model 
fizyczny uplastycznienia polikrysztalu podany przez Bishopa i Hilla w pracach (17] i [18]. 
Zaprezentujemy postac tej powierzchni dla r6znych tekstur krystalograficznych, jakie mogCl: 
wyst~powa.C w elemencie reprezentatywnym polikrysztalu. Wykresy zaczerpniemy z prac 
[14], [2], [74], [75]. 

Element polikrystaliczny w skali mikro (lub bardziej adekwatnie mezo) jest niejedno
rodny. Sklada si~ z wielu ziaren o r6znych orientacjach sieci krystalograficznej, a cz~sto z 
ziaren metali o r6znych wlasn~ciach. W klasycznej mechanice ~rodk6w ciC"J:glych przyj
mujemy natomiast, ze cialo sklada si~ z nieprzeliczalnej liczby czC1:5tek materialnych two
rzC'J:cych kontinuum. Infinitezymalne otoczenie kaZdej z CZC1:5tek tworzy jednorodny element 
materialny, kt6ry odksztalca si~ w spos6b jednorodny. Aby mozna bylo stosowa.C aparat 
mechaniki o~rodk6w ciC"J:glych dla cial o niejednorodnej strukturze~ wprowadza si~ poj~ie 
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reprezentatywnego elementu obj~to~ci (RVE) takiego ciala w skali mikro. Element ten mo
zemy traktowac jako element materialny w skali makro odnosz~c do niego makroskopowe 
miary deformacji i napr~zenia. Wielko~ci te maj~ wtedy sens wielk~ci u~rednionych po 
RVE. 

W dalszych rozwaianiach przyjmiemy, ze reprezentatywny element obj~to~ci Vo opisy
wanego przez nas materialu polikrystalicznego w konfiguracji odniesienia stanowi agregat 
ziaren o jednakowym ksztalcie i wlasn~ciach fizycznych, r6zni~cych si~ wyl~znie orien
tacj~ sieci krystalograficznej wzgl¢em globalnego ukladu odniesienia. Zwykle przyjmuje 
si~, ze w tak okre~lonym infinitezymalnym otoczeniu punktu na poziomie makro znajduje 
si~ ok. 1000 ziaren, kt6rych ~rednica wynosi ok. 100J.tm (por6wnaj (46)). RVE stanowi 
wtedy sze~cian o boku 1 mm (por6wnaj [17]).W dalszych rozwaianiach przyjmiemy, ze 
konfiguracj~ odniesienia stanowi konfiguracja pocz~tkowa. 

Uzaleinimy teraz wielk~ci wyst~puj~e w skali mikro, kt6re b~dziemy nazywae lokal
nymi, od wielko~ci makroskopowych nazywanych dalej globalnymi. Wprowadzimy w tym 
celu procedur~ u~redniania po RVE. Oznaczmy przez A pewn~ wielko~c lokaln~, a przez 
(A) wielko~c jej u~rednienie. Wielko~c A b~dzie oznaczac odpowiadaj~c~ wielko~ci A 
wielk~c globaln~. Wielko~ci globalne powinny bye zdefiniowane przez wielko~ci zadane na 
powierzchni reprezentatywnego elementu obj~to~ci avo. Przyj~to nast~puj~~ procedur~ 
u~redniania (52), (46), [95): 

(A) = 1~ { AdVo. 
Yo lvo 

(3.1) 

Jezeli RVE sklada si~ z N grup ziaren o r6znych orientacjach i w ziarnach o orientacji g 
wielk~c A przyjmuje stal~ warto~c AY, to procedura u~redniania (3.1) przyjmie wtedy 
postac: 

(A) = t r9 A9 , gdzie r9 = Vi. (3.2) 
g=l Vo 

Wielk~c V<f oznacza obj~t~c zajmowan~ przez ziarna o orientacji g, a V0 calkowit~ obj~ 
t~c RVE w konfiguracji pocz~tkowej. 

Zakladamy, ze w RVE pole I tensora napr~zenia Kirchhoffa T oraz jego pochodnej 
materialnej T jest zr6wnowazone (pomijamy sily masowe i przyjmujemy, ze opisywany 
proces jest quasistatyczny) to znaczy: 

DivTT = 0, DivTT = 0 

oraz nakladamy nast~puj~e warunki brzegowe: 

N 0T = tN, N 0T =iN, 

(3.3) 

(3.4) 

gdzie przez N 0 oznaczyli~my wersor normalny do powierzchni avo w konfiguracji pocz~t-
kowej. . 

Zdefiniujmy globalny gradient deformacji F oraz jego pochodn~ materialn~ F przez 
wielkosci wyst~puj~e na brzegu RVE w nast~puj~cy spos6b: 

- 1 In F = 1 r x ® N 0dS0 , 
YO 8Vo 

.!. 1 In F = 1 r :X ® N0dS0 • 
vo 8Vo 

(3.5) 
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Podobnie, przez wielkosci zadane na brzegu mozemy zdefiniowa.C globalny I tensor napr~ze-
nia Pioli-Kirchhoffa, jego pochodn~ materialn~ oraz globalny tensor napr~zenia Kirchhoffa. 

- 1i .!. 1i • 1i T = u X®tNdSo, T = u X®tNdS0 , if= u x®tNdSo. 
YO 8Vo YO 8Vo YO 8Vo 

(3.6) 

Wykorzystuj~ twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego, przyj~te r6wnania r6wnowagi (3.3), 
definicje wielkosci lokalnych wprowadzone przy opisie modelu pojedynczego ziarna oraz 
wz6r (3.1), mozemy udowodnie nast~uj~ce zaleznosci: 

F = (F), F = (F), T = (T), T = (T), if= (r) = FT = (FT). (3.7) 

Aby element obj~to8ci mozna bylo traktowae jako reprezentatywny, musz~ bye spel
nione pewne warunki. Po pierwsze charakterystyczny wymiar tego elementu musi bye duZo 
wi~kszy od wymiaru element6w na poziomie mikro ( w przypadku polikrysztalu - ziaren). 
Po drugie na brzegu powinny bye spelnione makrojednorodne warunki brzegowe (52], (95]. 
Warunki te maj~ postae: 

x=FX, tN=NoT. (3.8) 

Jezeli spelniony jest powyzszy warunek, to prawdziwa jest zaleznose: 

(FT) = (F) (T). (3.9) 

Jezeli przyjmiemy ponadto podobne warunki na pochodne materialne odpowiednich wiel
ko8ci na brzegu, to znaczy 

to mozna r6wnieZ wykazae, ze: 

(T : F) = (T) : (F) = T : F' 
(T : F) = (T) : (F) = t : :F. 

(3.10) 

(3.11) 

(3.12) 

Por6wnuj~c powyzsze r6wnania ze wzorem (2.80) na pr~kose energii deformacji mozemy 
zauwaZye, ze: 

(w) =W. (3.13) 

Ze wzoru (3.13) wynika bezposrednio, ze 

(r : D) =if : fi. (3.14) 

Warunek (3.14) zwany jest cz~to warunkiem konsystencji Hilla. 
Omawiane dalej modele fenomenologiczne opisuj~ zachowanie materialu polikrystalicz

nego poprzez wielkosci globalne ,,zapominaj~" o ich zwi~ku z mikrostruktur~. Propono
wane r6wnania konstytutywne wi¥~ ze sob~ wielkosci na poziomie makro. W modelach 
fizycznych opisuj~cych plastycznose polikrysztal6w poszukuje si~ postaci r6wna.D. konstytu
tywnych na poziomie makro, kt6re wynikaj~ ze zwi~k6w przyj~tych na poziomie mikro. 
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3.2 Wybrane fenomenologiczne kryteria uplastycznienia 
me tali 

3.2.1 Wlasnosci funkcji plyni~cia 

Fenomenologiczne kryteria uplastycznienia zadane s~ zwykle poprzez skalarn~ funkcj~ f za
lezn~ od tensora napr~zenia, tensora odksztalcenia lub jego cz~ci plastycznej, pochodnych 
materialnych tych tensor6w oraz parametr6w opisuj~cych anizotropi~ materialu. W wi~k
szo8ci teorii przyjmuje si~, ze funkcja ta zalezy tylko od tensora napr~zenia i parametr6w 
materialowych t.zn f = f(u), a warunek plastyczno8ci przyjmuje wtedy posta.C: 

(3.15) 

R6wnanie (3.15) opisuje w przestrzeni napr~zen powierzchni~ ograniczaj~c~ zbi6r sta
n6w napr~zenia u, dla kt6rych polikrysztal deformuje si~ wyl<~:Cznie spr~zy~cie, dany przez 
nier6wno8c: 

(3.16) 

gdzie a 0 i wykladnik m s~ pewnymi stalymi materialowymi. Powierzchni~ t~ nazywamy 
powierzchni~ plastyczno8ci. W my~l og6lnej teorii r6wnan konstytutywnych (por6wnaj 
[54), [55]) powinna to bye powierzchnia wypukla. Stanowi ona zwykle powierzchni~ poten
cjaln~ dla tensora pr~dko8ci deformacji plastycznej w teorii duzych odksztalcenlub tensora 
przyrostu odksztalcenia plastycznego w teorii malych odksztalcen. Ponadto przyjmuje si~, 
ze funkcja f opisuj<I:Ca t~ powierzchni~ jest funkcj~ jednorodn~. Zachodz~ zatem ponizsze 
zalezno~ci (por6wnaj [53]): 

• zalezno~c opisuj~ca stowarzyszono8c prawa plyni~cia 

DP =). aj 
au 

sluszna dla pewnego dodatniego skalara )., 

• zalezno~c opisuj~ca jednorodno8c stopnia m funkcji plyni~ia 

f(J.Lu) = J.Lm f(u), 
aj 

u: au =mf(u) 

sluszna dla dowolnego skalara J.L > 0. 

(3.17) 

(3.18) 

Formuluj<I:C funkcj~ plyni~cia dla polikrysztal6w metali przyjmuje si~ zwykle, ze mate
rialy te nie uplastyczniaj~ si~ przy dowolnym hydrostatycznym stanie napr~zenia. Ponadto 
warto~c napr~znia uplastyczniaj<~:Cego jest taka sama dla tensor6w napr~zenia, kt6re r6zni~ 
si~ tylko znakiem. Funkcja plyni~cia rna wtedy nast~puj<~:Ce wlasno~ci: 

f(u) = f(S), !( -u) = f(u), (3.19) 
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gdzie przez S oznaczono dewiator tensora napr~enia u w przestrzeni tr6jwymiarowej to 
znaczy S = CT- !trui i tr oznacza operacj~ ~ladu tensora. Z wlasno~ci (3.19) funkcji f 
wynika pewna wlasno~c opisywanego przez ni<J: materialu, kt6r<J: wykorzystamy w dalszej 
cz~ci pracy. Oznaczmy przez n pewien kierunek w materiale. Wytrzymalo~c materialu 
na rozci(!ganie w tym kierunku b~dzie dana zalezno~ci<J:: 

[ ( )] -1/m [ ( d)] -1/m 
an = Uo J N = ao J N , 

. 1 
gdzie N = n ® n 1 Nd = N- 31. (3.20) 

Na mocy wlasno8ci (3.192) jest ona r6wna wytrzymalo8ci na ~ciskanie w tym kierunku. 
Oznaczmy przez a! wytrzymalo~c opisywanego materialu na dwuosiowe rozci<J:ganie w 
plaszczyznie o normalnej n. Zauwazmy, ze: 

b 1/ [ d ] -1/m [ d ] -1/m 
an= ao [f(I- N)r m = ao f( -N ) = Uo f(N ) =an. (3.21) 

R6wno8c wytrzymalo8ci ani a! nie zalezy zatem od typu symetrii materialu, wystarczy aby 
funkcja plyni~ia miala wlasno8c jednorodno~ci stopnia m oraz spelniala warunki (3.19). 

Jak wspomnielffimy w wi~kszo8ci przypadk6w funkcje opisuj<J:ee powierzchni~ plastycz
no8ci zalez<J: od tensora u i parametr6w materialowych. Opis zmiany powierzchni plyni~ 
cia wywolanej duzymi deformacjami plastycznymi wymaga dodatkowo uzaleznienia funkcji 
plyni~ia od tensora odksztalcenia plastycznego lub tensora pr~ko~ci plastycznej defor
macji. Mozna to zrobic na dwa sposoby: uzalezniaj<J:e od tych tensor6w bezpo8rednio 
funkcj~ plyni~cia i wtedy f = f(u, DP), lub uzalezniaj<J:e od nich parametry materialowe 
wyst~puj<J:ee w funkcji f. 

Ponizej poddamy bardziej szczeg6lowej analizie warunek Hilla z roku 1990 oraz warunek 
Barlata i Liana z roku 1989. Wyniki tej analizy zamieszczono r6wniei w pracy (70). Po
niewai oba te warunki dotycz<J: plaskiego stanu napr~zenia podamy teraz og6lne wlasno~ci 
funkcji opisuj(!cych kryteria uplastycznienia dla material6w ortotropowych w przestrzeni 
dwuwymiarowej. 

W obliczeniach przydatna jest taka postae funkcji uplastycznienia, kt6ra nie zaleiy od 
wyboru ukladu odniesienia. Mozna j<J: znale:ic wykorzystuj<J:C teori~ reprezentacji funkcji 
anizotropowych zaproponowan<J: przez Boehlera (19), [20) (por6wnaj r6wniez [61]). Wedlug 
tej teorii ortotropowa funkcja tensora u w przestrzeni dwuwymiarowej 2D rna postac: 

f(u) = JI(tru, tru2
, trMu), (3.22) 

gdzie tr oznacza operacj~ ~ladu dla tensora, tensor M = m ® m, a m jest wersorem 
wsp6losiowym z jednym z gl6wnych kierunk6w ortotropii. Trzy niezmienniki ortotropowe 
wyst~puj<J:ee w r6wnaniu (3.22) mozna wyrazic przez skladowe aafJ plaskiego tensora na
pr~zenia w bazie zwi<J:Zanej z gl6wnymi kierunkami ortotropii w spos6b nast~puj(!cy: 

(3.23) 

Trzy niezmienniki wystwuj<J:ce w r6wnaniu (3.22) mog<J: zosta¢ zast<J:pione przez inny 
zesp6l niezmiennik6w im r6wnowaznych np. { tru, trs2

, tr Ms}, gdzie s jest dewiatorem 
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plaskiego tensora u, to znaczy s = u- Htru)I, a I jest tensorem jednostkowym w prze
strzeni 2D. Funkcja f rna wtedy postac: 

J(u) = !2(tru, trs2, trMs), (3.24) 

a wyst~puje'J:Ce w niej niezmienniki dewiatora s wyra.Zaj(}: si~ nastwuj():CO przez skladowe 

2 1 ( )2 2 1 ( ) trs = 2 au - a22 + 2a12 , trMs = 2 au - a22 . (3.25) 

Skladowe plaskie tensora pr~dk~ci deformacji mozemy otrzymae wykorzystuje'J:C w pra
wie plyni~cia (3.17) postac niezmiennicz(): (3.24) funkcji f b¢C]:cej funkcj(}: plyni~ia. R6w
nanie (3.17) przyjmie wtedy postae: 

(3.26) 

gdzie funkcje 9i(u) SC): skalarnymi ortotropowymi funkcjami tensora napr~zenia takimi, ze 

8j 
91 = --, 

atru 
8! 

92 = 8trs2' 
8j 

93 = atrMs' (3.27) 

Funkcje 91 i 93 SC): funkcjami jednorodnymi stopnia m -1, a funkcja 92 funkcj(}: jednorodn(): 
stopnia m - 2. Dodatkow(}: niezerow(}: skla.dowa tensora DP w przestrzeni 3D otrzymujemy 
zakladaje'J:C, ze jest on dewiatorem: 

(3.28) 

Zauwa.Zmy, ze ze wzgl~du na jednorodn~c stopnia m funkcji f spelnione jest ponizsze 
r6wnanie: 

(3.29) 

~~ 
o; lr_-_]1 ~ 
A-A t~ 

Rysunek 3.1: Jednoosiowe rozciq9anie pr6bki wykonanej z materialu ortotropowe9o. 

Przydatna w analizie anizotropii materialu jest zalezn~c opisuje'J:Ca wytrzymal~c na 
jednoOStbwe rozci():ganie lub sciskanie pod dowolnym kCl:tem ¢> do jednej z gl6wnych osi 
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ortotropii, np. wsp6losiowej z wersorem m (por6wnaj rysunek 3.1). Tensor napr~zenia 
mozemy wtedy zapisac w spos6b nast@Uj<J:cy: 

(3.30) 

gdzie et; jest wersorem okrffilaj<J:cym kierunek rozci<J:gania. Podstawiaj<J:C tensor napr~zenia 
do r6wnafi (3.22) i (3.24) otrzymamy: 

f ( u t; W t;) = u'; f (W t;) = u'; It ( 1, 1, cos2 t/>) = u'; h ( 1, ~, ~ cos 2t/>). (3.31) 

Wraz z warunkiem uplastycznienia (3.15) daje to ponizsz<J: zalezno~c: 

(;;r = f,{l, 1,cos2 4>) = h{l, ~, ~cos2t/>). (3.32) 

Zjawiskiem ograniczaj<J:Cym plastyczne ksztaltowanie element6w metalowych jest loka
lizacja odksztalceil. Podstawow<J: rol~ przy opisie lokalizacji odksztalceil odgrywa wsp6l
czynnik Lankforda Rt;· Wykorzystuj~ r6wnania (3.26) i (3.29) mozna podae wyra:ienie 
okrffilaj<J:ce wsp6lczynnik Lankforda dla materialu ortotropowego rozci<J:ganego pod k(J:tem 
t/> do osi o wersorze m. Wsp6lczynnik ten dany jest przez stosunek skladowej tensora pr~d
kooci plastycznej deformacji ~ w kierunku prostopadlym do wersora et; i skladowej .V:: 
w kierunku normalnym do rozwa:ianej plaszczyzny (por6wnaj rysunek 3.1): 

l4 =: = 2g,~.) (::r -1. 
(3.33) 

Wyst<J:pienie lokalizacji odksztalceil sprzyjaj<J: stany napr~zeil, kt6re prowadz<J: do ze
rowych wartooci wlasnych tensora DP w przestrzeni tr6jwymiarowej 3D (por6wnaj [12], 
(53],[76]): 

Df~=O lub Df+~=O. (3.34) 

Powy:lszy warunek wyrazony poprzez niezmienniki tensora DP w przestrzeni 2D mozna 
zapisae nast@uj<J:co: 

Df~ = 0 <==> (trD") 2
- tr(D"? = 0, 

Df + ~ = 0 <==> trDP = 0. 

(3.35) 

(3.36) 

Wykorzystuj<J:C postae prawa plyni~ia (3.26) w r6wnaniach (3.35) i (3.36) wyrazimy je 
przez niezmienniki plaskiego tensora napr~zenia: 

2 2 2 ( 1 ) (trDP?- tr(DP? = 0 <==> 291 - 492trs - 93 492trMs + 293 = 0, 

trDP = 0 <==> 91 = 0. 

(3.37) 

(3.38) 

Powy:lsze r6wnania b~dziemy wykorzystywali w dalszej cz~ci pracy przy badaniu ewolgcji 
anizotropii indukowanej przez rozw6j tekstury dla zadanych ~ciezek plastycznej deformacji. 
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3.2.2 Warunek Hilla z roku 1990 

W roku 1948 Hill (47], [48) podal kwadratowy warunek plyni~ia dla material6w ortotro
powych. Jest on szczeg6lnym przypadkiem kryterium Misesa z roku 1928 [85) i opisuje ma
terial, kt6ry rna wla.Sciw<>Sci opisane r6wnaniami (3.19). Dokladn~ analiz~ tego kryterium 
przeprowadzili~my z Jemiolo w pracy [65) (por6wnaj r6wniez (62), [63) i (64]). Warunek 
ten jest obecnie najcz~~ciej wykorzystywanym warunkiem dla anizotropowych element6w 
metalowych, choe nie obejmuje wielu zjawisk zwi~zanych z procesem plyniecia 

Na podstawie obserwacji proces6w ksztaltowania element6w metalowych oraz ich eks
ploatacji stwierdzono, ze warunki plastyczn<>Sci drugiego stopnia s~ niewystarczaj~ce do 
opisu wielu zjawisk zwi~zanych z procesem plyni~ia. Do zjawisk takich nalezy ,earing'' 
pojawiaj~y si~ podczas tloczenia blach, zwi~kszenie odpom<>Sci na korozj~ lopatek turbin 
gazowych, czy zwi~kszenie wytrzymal<>Sci zm~zeniowej spr~zyn stosowanych w urz~dze
niach precyzyjnych. Poszukiwano zatem warunk6w wyzszego rz~du. W roku 1979 Hill (51) 
podal warunek m-tego stopnia sformulowany dla stan6w napr~zenia dla kt6rych kierunki 
gl6wne pokrywaly si~ z osiami ortotropii. W warunku tym wystwuje 7 stalych mate
rialowych, kt6rych wyznaczenie w testach moze bye d<>Se klopotliwe. Autor sugeruje, iz 
niekt6re ze stalych mozna przyj~e jako r6wne zeru bez utraty mozliw<>Sci opisu przez to 
kryterium zjawisk, kt6rych nie jest w stanie obj~ jego warunek z roku 1948. Dla anizotro
pii normalnej (material jest izotropowy w plaszczyznie blachy) i plaskiego stanu napr~zenia 
Hill podaje cztery takie szczeg6lne przypadki swojego kryterium. W 1990 roku (53) jeden 
z owych czterech przypadk6w zostal rozszerzony na materialy anizotropwe w plaszczyz
nie blachy. W pracach [64) i (65) zaproponowali~my inny warunek m-tego stopnia b~d~y 
uog6lnieniem warunku Hilla z roku 1948. Postae tego warunku wynikala z postaci kano
nicznej r6wnania opisuj~cego powierzchni~ plastyczn<>Sci Hilla z 1948 roku w przestrzeni 
dewiator6w. 

Warunek Hilla z roku 1990 zostal podany w nast~puj~ej postaci: 

!H(u) =!au+ a22lm + (~)m [(au- a22) 2 + 4a~2]T + 

+(a~1 +a~2 +2a~2)If- 1 [-2a(a~1 -a~2) + b(au -a22?J = (2a)m, (3.39) 

gdzie aafJ s~ skladowymi tensora napr~zenia u w bazie {ma, a= 1, 2} zwi~anej z gl6w
nymi osiami ortotropii w plaszczyznie blachy. tatwo zauwa.Zye, ze funkcja fH jest funkcj~ 
jednorodn~ stopnia m. W powyzszym warunku a, r, a, b, m to parametry materialowe, 
kt6re nalezy wyznaczye z badail d<>Swiadczalnych. Jezeli mamy do czynienia z materialem 
sztywno-idealnie plastycznym, to dla dowolnego stanu odksztalcen przyjmuj~ one stale 
warto~ci. W przypadku izotropowego wzmocnienia, parametr a staje si~ funkcj~ odksztal
cenia plastycznego, natomiast wzajemny stosunek tego parametru do pozostalych pozostaje 
niezmieniony w procesie deformacji- powierzchnia plastyczno~ci ,puchnie" nie zmieniaj~c 
swojego ksztaltu. Jezeli wprowadzimy oddzielne r6wnania ewolucji dla pozostalych pa
rametr6w, to mozemy otrzymae wzmocnienie anizotropowe i opisae ewolucj~ anizotropii 
plastycznej danego materialu. Autor sugeruje, ze wykladnik m powinien bye mniejszy od 
2. Jezeli m = 2 z r6wnania (38) otrzymujemy kryterium Hilla z 1948 roku. 
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Wykorzystuj~c r6wnania (3.23) w (3.39) funkcj~ plyni~ia Hilla przedstawimy w postaci 
[70): 

(
u)m m Jfl = ltrulm + -; [2tru2

- (tru?]T + 

2 m 1 1 1 +4(tru )2- (trMu--(tru))[b(trMu--(tru))-atru] = (2u)m, 
2 2 

(3.40) 

natomiast w bazie niezmiennik6w dewiatora (3.25): 

(
u)m m ff = ltrulm+ -; [2trs2

) 2 + 

+4(trs2+~(tru?) T-1tr(Ms)[b(tr(Ms) -atru] = (2u)m. (3.41) 

A by znalezc wartosc parametr6w u, r, a, b dla danego materialu nalezy wykonac cztery 
testy doswiadczalne np.: 

• czyste scinanie w plaszczyznie 1-2 

tT ---+ [ ~ ~ ] w bazie { m,}, gdzie k - warto~f graniczna napr<1Zenia, (3.42) 

• jednorodne dwuosiowe rozci~ganie w plaszczyznie 1-2 

u---+ [ ~ ~ ] w bazie {m,}, gdzie Y,- wartoSC graniczna napr¢enia, (3.43) 

• jednoosiowe rozci~ganie w kierunku m 1 

.,. ---+ [ ~ ~ ] w bazie { m,}, gdzie Yi - wartOOf graniczna napr~Zenia, (3.44) 

• jednoosiowe rozci~ganie w kierunku m 2 

u---+ [ ~ ~ ] w bazie {m,}, gdzie l2- wartoSC graniczna napr~Zenia. (3.45) 

Schematycznie spos6b przeprowadzenia powyzszych test6w zostal przedstawiony na 
rysunku 3.2. Podstawiaj~ ich wyniki do r6wnania (3.39) lub (3.40) otrzymamy wyrazenia 
na parametry wyst~puj ~ce w warunku Hilla: 

a = ~ [C~f- c;f]. b = ~ [C;f + C~r]- (If -l, 
(3.46) 

a T = k. 
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tYp t~ 

~~· ~ ._JL_Ft=~=t4 ~ ... 
m1 ~ m 1 

b) Yp c) d) 11 

Rysunek 3.2: Proponowane testy doswiadczalne sluiqce wyznaczeniu stalych materialo
wych wystf(pujqcych w warunku Hilla: a) czyste scinanie, b) dwuosiowe rozciqganie, c) 
jednoosiowe rozciqganie w kierunku m 1, d) jednoosiowe rozciqganie w kierunlru m2. 

Hill podaje r6wniez inne mozliwe testy sluz~ce do wyznaczenia stalej b. Moze to bye test 
jednoosiowego rozci~gania lub czystego scinania pod ~tern 45° do kierunku m 1 w plasz
czyznie blachy. Jezeli wartosc graniczn~ napr~zenia uzyskan~ w tych testach oznaczymy 
odpowiednio przez Y45 i r 45 to otrzymamy poniZ8z~ zaleznosc na stal~ b: 

Sp6jrzmy j~ postac przyjmuje omawiana funkcja plyni~ia dla szczeg6lnych przypad
k6w ortotropii. I tak, dla symetrii kubicznej mamy: 

Yi. = Y2 = Y =* a = 0, (3.48) 

a warunek plastyczno8ci w bazie niezmiennik6w dewiatora (3.41) zredukuje si~ do postaci: 

itruim+( ;) m (2trs2f'~ + 4(trs2+~(tru)2)T- 1 [btr(Ms)]2 = (2u)m. (3.49) 

Kiedy material jest izotropowy w plaszczyznie blachy, to wlasnosci materialu nie zalez~ 
od tensora M, a zatem b = 0. Wtedy 

(3.50) 

Jezeli wyrazimy niezmienniki wystwuj~ce w powyzszym r6wnaniu przez warto8ci wlasne 
plaskiego tensora napr~zenia u, to otrzymamy jed en z czterech podanych przez Hilla szcze
g6lnych przypadk6w jego warunku uplastycznienia z roku 1979 [51). 

Wytrzymalo8c na jednoosiowe rozci~ganie lub sciskanie, pod dowolnym ~tern 4> do jed
nej z gl6wnych osi ortotropii np. m 1 w plaszczyznie blachy, przewidywana przez rozwazane 
kryterium plyni~ia dana jest r6wnaniem: 

± [ 
(2u)m ] ~ 

0'¢ = m 
1 + ( ~) +cos 2lj>(bcos 24>- 2a) 

(3.51) 
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W przypadku funkcji plyni~cia !H(u) opisanej r6wnaniem (3.39), otrzymamy nast~pu
jqce formuly na funkcje 9i wyst~uj~ce w prawie plyni~ia (3.26): 

91 = mltrulm-1s9n(tru) + 2(trs2 + ~(tru)2)T-2trMs[b(m- 2)trMstru (3.52) 

-a((m- 1)(tru)2 + 2trs2
)], 

92 = m( ~) m(2trs2)T-1 + (2m-4)(trs2 + ~(tru?)T-2trMs(btrMs- atru),(3.53) 

93 = 4(trs2 + ~(tru)2)T-1 (2btrMs- atru). (3.54) 

Wykorzystuj~c r6wnania (3.51) i (3.52) w (3.33) mozna znalezc wyraZenie okre~lajqce 
wsp6lczynnik Lankforda ~ dla materialu, kt6ry uplastycznia si~ wedlug kryterium Hilla: 

~ -1 + (~)m + ~b(cos2t/>)2 
~ = ~ = 2- 2acos2t/> + m~2 b(cos2tf>)2 ' (3.55) 

3.2.3 Warunek Barlata i Liana z roku 1989 

W roku 1989 Barlat i Lian [14] zaproponowali inny warunek m-tego stopnia dla material6w 
polikrystalicznych znajdujqcych si~ w plaskim stanie napr~zenia. W roku 1991 rozszerzony 
on zostal na przestrzenne stany napr~zenia [15]. Warunek ten opisuje r6wniez material 
ortotropowy. 

WyraZony przez skladowe stanu napr~zenia u w bazie { m 0 } zwi~anej z gl6wnymi 
osiami ortotropii warunek Barlata i Liana z roku 1989 ma nast~uj~c~ postac: 

gdzie K - au + ha22 K
2 
= 

1- 2 ' (
au - ha22) 

2 
....2 2 

2 + l' 0"12• (3.57) 

Wsp6lczynniki a, h, p, a, m s~ parametrami materialowymi wyznaczanymi na podstawie 
test6w wytrzymalo~ciowych. Dla krysztal6w typu A1 sugerowany jest wykladnik m = 8 a 
dla krysztal6w typu A2 - wykladnik m = 6. Funkcja / 8 jest funkcj~ jednorodn~ stopnia m. 
Wedlug autor6w zalet~ tego warunku jest jego zgodno~c z powierzchni~ Taylora-Bishopa
Hilla [17], [18] okre~lan~ na podstawie mikrostruktury agregatu polikrystalicznego. 

Zaproponuj~ teraz niezmiennicz~ postac tego warunku [44]. Wyst~pujqce w nim funk
cje K 1 i K 2 wyrazaj~ si~ poprzez niezmienniki ortotropowe plaskiego tensora napr~zenia 
nast~pujqco: 

(1 + h)tru + 2(1 - h)trMs 
4 

( (1 - h)trcr + :(1 + h)trMs) 
2 

+ ~ (trs• - . 2(trMs)2). 

(3.58) 

(3.59) 
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Podstawiaj~ do powyzszych wyra:ieil wyniki czterech test6w proponowanych w para
grafie 3.2.1 dla kryterium Hilla otrzymamy nast~puj(}:ce wyra:ienia na parametry materia
lowe: 

a=Y, 
dla h > 1: 

h- y1 
- Y2' 

I 

2Y.m - 2(h - 1)my:m I 2 I m y; -- 1 p -± 1 
a - y;,m [1 + hm - ( h - 1 )m J' p - 2a + ( 2 - a )2m k. 

Dla szczeg6lnych przypadk6w ortotropii otrzymamy: 

• dla symetrii kubicznej: 

(3.60) 

h = 1 => K 1 = ~tru, K 2 = (trMs)2 + ~ (trs2 - 2(trMs)2), (3.61) 

• dla izotropii: 

h = 1,p = 1 (3.62) 

gdzie llsll oznacza norm~ dewiatora tensora u w przestrzeni 2D. 
Aby otrzyma.C posta.C niezmiennicz(}: warunku Barlata i Liana, wyra:ion~ przez nie

zmienniki tensora napr~zenia wyst~uj(}:ce w r6wnaniu (3.22) nalezy zastosowac poniisze 
zalezno~ci: 

1 1 
trMs = trMu- 2tru, trs2 = tru2

- 2(tru?. .J (3.63) 

Podobnie jak dla warunku Hilla, podamy teraz wyra:ienie na wytrzymal~c na rozci(}:
ganie blachy pod dowolnym kC}:tem ¢do kierunku m 1 : 

U.p = {j (iilkt + k~lm + iilkt -2k~lm + (2- ii)l2/4lm);!,' 
gdzie 

kt = ~ (cos ¢2 + h sin ¢ 2
), 

J4 = ~yf(cos ¢2 - hsin ¢2 )2 + p2(sin 2¢)2
. 

(3.64) 

(3.65) 

(3.66) 

Wyst~uj(}:ce w og6lnym prawie plyni~ia (3.26) funkcje 9i dla kryterium Barlata przyj
muj(}: nast~uj(}:c~ postac [70]: 

1 + h h(u) [1 2 1 2 ] 91 = h(u)-- + -- -(1- h) tru + -(1- h )trMs 
4 4K2 4 2 ' 

(3.67) 

h(u) 2 
92 = 4K2 P' 

(3.68) 

93 = h(u) 1 - h + h(u) [~(1- h2 )tru + [(1 + h)2 - 4p2]trMs] , 
2 4K2 2 

(3.69) 
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gdzie 

JI(u) = ;~ = am[IK1+K21m-2(KI+K2)+!Kl-K21m-2(K1-K2)], (3.70) 

h(u) = ;~ = am(IKI+K21m-2(KI+K2)-IK1-K2Im-2(K1-K2)]+ 

+2m(2-a)(2K2)m-l. (3.71) 

Wykorzystuj'l:c prawo plyni~ia mozna wyprowadzic wz6r na wsp6lczynnik Lankforda: 

Wyst~pujC~:Ce w zalezno~ci (3.72) funkcje If i If SCI: odpowiednio r6wne /1 (W~) i h(W~). 
R6wnania (3.35), (3.36) lub (3.37), (3.38) okre~lajC~:Ce warunek lokalizacji odksztalcen 

SCI: ocz~cie prawdziwe r6wniez dla materialu opisywanego warunkiem uplastycznienia 
Barlata i Liana po podstawieniu do nich wyraZen na funkcje Yi· 

3.3 Model fizyczny polikrysztalu 

3.3.1 Figury biegunowe i tekstury metali 

Podczas duzych deformacji plastycznych, w pojedynczych ziarnach tworzC~:Cych element 
reprezentatywny obj~to~ci polikrysztalu (RVE), nast~puje obr6t sieci krystalicznej. W wy
niku obrot6w sieci w agregacie ziaren o poczC~:tkowo losowym rozkladzie orientacji wi~kszo~c 
ziaren uzyskuje pewnC~: wyr6znion'l: orientacj~. Material izotropowy staje si~ wtedy mate
rialem anizotropowym. Zjawisko to nazywamy powstawaniem tekstury krystalograficznej. 

Tekstura w reprezentatywnym elemencie polikrysztalu zadana jest poprzez orientacje 
sieci poszczeg6lnych ziaren tworzC~:Cych ten element. W rozdziale drugim, do opisu orien
tacji sieci krysztalu wzgl~dem globalnego ukladu odniesienia wykorzystali~my trzy qty 
Eulera. Do opisu tekstury w wycinku blachy mozemy wykorzystae r6wnie:i inny spos6b. 
Niech globalny uklad odniesienia b¢zie zdefiniowany w ten spos6b, ze kierunek e3 jest 
prostopadly do plaszczyzny blachy, natomiast kierunki e1 i e2 lez'l: w jej plaszczyznie. 
W przypadku blach walcowanych przyjmujemy, ze wersor e1 jest r6wnolegly do kierunku 
walcowania. Orientacj~ sieci mozemy wtedy zada.C podaj'l:c plaszczyzn~ krystalograficznC~: 
r6wnoleglC~: do plaszczyzny blachy oraz kierunek krystalograficzny r6wnolegly do kierunku 
e1 • Plaszczyzn~ krystalograficznC~: okrffilamy podajCI:C kierunek wektora do niej prostopa
dlego. Do opisu obu tych kierunk6w wykorzystujemy wska.Zniki Millera. Zapis orientacji 
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52 ROZDZIAL 3. MODEL OBLICZENIOWY POLIKRYSZTALU 

Rysunek 3.3: Rzut stereograficzny: a) zasada wykonywania rzutu streograficznego, b) obraz 
otrzymany w rzucie stereograficznym - figura biegunowa. 

sieci wygl~da wtedy nast~puj~co: 

g ~ {hkl}(uvw). (3.73) 

Poniewaz ze wzgl~u na symetri~ sieci krysztalu mamy zwykle do czynienia z grup~ orien
tacji, kt6re s~ sobie r6wnowazne, do opisu plaszczyzny zastosowalismy nawias klamrowy, 
a do opisu kierunku nawias tr6j~tny. Liczby hkl i uvw definiuj~ dany kierunek wzgl¢em 
reperu kierunk6w krystalograficznych {a;}. 

Cz~to obok zapisu (3.73) do opisu tekstury w agregacie ziaren stosuje si~ graficzn~ 
reprezentacj~ w postaci figur biegunowych. Do ich prezentacji wykorzystujemy rzut ste
reograficzny. Zasad~ wykonywania rzutu stereograficznego pokazalismy na rysunku 3.3. 
Figur~ biegunow~ oznaczamy w spos6b nast~puj~cy: 

(hkl)[uvw], (3.74) 

gdzie (hkl) okre8la plaszczyn~ rzutowania w globalnym ukladzie odniesienia { ei}, nato
miast [uvw] rzutowany kierunek krystalograficzny odniesiony do reperu {a;}. Rzutowany 
kierunek [uvw] umieszczamy w srodku sfery, kt6rej plaszczyzna r6wnikowa jest plaszczy
zn~ rzutowania okre8lon~ przez kierunek (hkl). Kierunek [uvw] przedluzamy do przeci~cia 
si~ ze sfer~ i wyznaczony punkt przeci~cia P' l~zymy prost~ z biegunem sfery S. Punkt 
P, w kt6rym prosta przecina plaszczyzn~ r6wnikow~ jest obrazem kierunku [uvw] w rzucie 
stereograficzym. Figura biegunowa przedstawia obrazy okreslonych kierunk6w krystalogra
ficznych w rzucie stereograficznym dla sieci wszystkich ziaren wyst~puj~ych w elemencie 
reprezentatywnym polikrysztalu. W przypadku blach plaszczyzna rzutowania jest zwykle 
r6wnolegla do plaszczyzny blachy. 
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Przykladowe figury biegunowe pokazano na rysunlru 3.4. S~ to figury biegunowe dla 
element6w, w kt6rych wszystkie ziarna s~ jednakowo zorientowane. Tekstur~ t~ na
zywamy tekstur~ idealn~. Ponizej obrazu figury biegunowej pokazali~my odpowiadajlJ:ClJ: 
jej orientacj~ kubicznej kom6rki sieciowej (np. A1 lub A2) wzgl~dem plaszczyzny blachy 
i zdefiniowanego globalnego ukladu odniesienia { E!i}. Przy opisie figury biegunowej wy
korzystalismy nawias tr6jkqtny, poniewa:l zaprezentowalismy rzuty wszystkich kierunk6w 
r6wnowaznych danemu kierunkowi krystalograficznemu. 

Cz~to mamy do czynienia z przypadkiem, kiedy ziarna majlJ: orientacjlJ: zblizonlJ: do jed
nej okreslonej orientacji idealnej lub istnieje kilka orientacji, kt6re wyst~uj~ w elemencie 
z r6znym prawdopodobie:iistwem. Do opisu takiej tekstury w elemencie reprezentatywnym 
(RVE) sluzy funkcja rozkladu orientacji, kt6ra okresla g~st~c prawdopodobie:iistwa wy
st<u>ienia danej orientacji w RVE. W przypadku tekstur zblizonych do idealnych wyra:la 
si~ ona nast~pujq.cym r6wnaniem [21]: 

(3.75) 

K~t no opisuje szerokosc rozrzutu orientacji. KlJ:t n zdefiniowany jest w nast~UjlJ:CY spo
s6b. Niech i( ab a 2) b¢zie osilJ: obrotu w wyniku kt6rego mozemy orientacj~ g0 sprowadzic 
do orientacji g. Przez a 1 i a 2 oznaczylismy kqty, kt6re orientuj~ t~ ~ wzgl~dem reperu 
kierunk6w krystalograficznych (100). W6wczas n okre8la kqt o jaki nalezy obr6cic krysztal 
wok6l osi i(ab a2). 

Rysunek 3.4: Przykladowe figury biegunowe: D - (001)(100), 0 - (001)(110), 6. -
(001)(111); a) tekstura {001}(100), b) tekstura {011}(100), c) tekstura {111}(211). 
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3.3.2 Powierzchnia Bishopa-Hilla z roku 1951 

Modele polikrysztalu uwzgl~dniaj~e mikrostruktur~ agregatu ziaren wykorzystuj~ model 
konstytutywny pojedynczego ziarna przedstawiony w rozdziale 2. W odr6inieniu od modeli 
fenomenologicznych pozwalaj~ one ~ledzic rozw6j tekstury krystalograficznej w procesie 
deformacji. 
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Rysunek 3.5: Konstrokcja globalnej powierzchni plastycznosci Bishopa-Hilla dla polikrysz
talu. 

Jednym z najcz~ciej stosowanych modeli tego typu jest model Taylora z roku 1938 
(106). Zaklada on, ie kaide ziarno reprezentatywnego elementu podlega tej samej makro
skopowej deformacji plastycznej. Zalozenie to pozwolilo Taylorowi wyznaczyc globalne na
pr~ienie uplastyczniaj~ce dla rozci~ganego polikrysztalu. Warunek jednorodnej deformacji 
elementu polikrysztalu narzuca silne wi~zy kinematyczne na model Taylora. W modelu 
tym naruszone s~ r6wnania r6wnowagi na granicy ziaren. Istniej~ r6wniez zrelaksowane 
modele Taylora zakladaj~e, ie tylko cz~~c skladowych tensora deformacji plastycznej w 
ziarnie jest r6wna skladowym tensora makroskopowego. Przyjmuj~c zaloienia modelu Tay
lora, Bishop i Hill w swoich pracach z 1951 roku [17], [18] poszukiwali globalnej powierzchni 
plastyczno~ci dla polikrysztalu. 

Konstruuj~c powierzchni~ plastyczno~ci dla polikrysztalu Bishop i Hill na poziomie 
pojedynczego ziarna przyj~li warunek uplastycznienia Schmida zakladaj~c, ie w procesie 
plastycznego plyni~cia uaktywniaj~ si~ te systemy po~lizgu dla kt6rych l~czna praca wyko
nana podczas procesu osi~ga minimum. Konstrukcja globalnej powierzchni plastyczno~ci 
wy korzystywala r6wniei warunek wypukl~ci lokalnych powierzchni plastyczno~ci dla kai
dego ziama oraz warunek zgodno~ci Hilla (18), (52] dla pola napr~ienia Kirchhoffa i pola 
gradientu pr~dk~ci deformacji lokalnych. Zauwaimy, ie jeieli przyjmiemy za konfiguracj~ 
odniesienia · konfiguracj~ aktualn~, to: 

(3.76) 
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Rysunek 3.6: Wartosc wsp6lczynnika R(¢>) wyznaczona na podstawie eksperyment6w dla 
r6inych tekstur: (a)- miedi z silnq teksturq {100}(001), {b)- blacha zbudowana z po
jedynczego krysztalu ielaza o orientacji {100}(011), (c)- walcowana na zimno i wyia
rzona stal niskowFgJlowa - {001 }(210), (d)- pojedynczy krysztal ielaza (V )- {110}(001) 
oraz walcowana na zimno blacha stalowa ( ~) - 70% {110}(001) +20%{211 }(011) + 1 O% 
rozklad losowy, {e)- walcowana na zimno i wyiarzona stal niskowf(glowa - 60% 
{111 }(uvw) +90%{554}(225) +10%rozklad losowy, (!)- pojedynczy krysztal ielaza -
{112}(110), (g)- walcowana na zimno i wyiarzona stal niskowf(f}lowa - {411}(148), {h)
walcowana na zimno blacha stalowa- {511}(149); Lequeu i inni {75}. 
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Rysunek 3. 7: Powierzchnia plastycznosci Bishopa-Hilla dla elementu polikrystalicznego o 
izotropowym rozkladzie orientacji ziaren o sieci typu Al; Barlat i Lian {14}. 

gdzie przez (.) oznaczono operacj~ u~redniania, wielkooci (DP)9 i u9 s~ odpowiednio lokal
nym tensorem gradientu pr¢ko~ci deformacji plastycznej i lokalnym tensorem napr~zenia 
Cauchy'ego w ziarnie g, iT i DP s~ odpowiadaj~cymi im wielkoociami globalnymi, nato
miast W jest pr¢ko~ci~ energii deformacji plastycznej. Oczywi~cie przy zalozeniu Taylora 
dla kaZdego ziarna (DP)9 = DP. Pr¢ko~c energii deformacji plastycznej mozna wyrazic 
r6wniez jako iloczyn efektywnej pr¢ko~ci deformacji ~If i efektywnego napr~zenia aeff 
b¢~cego miar~ wyt~zenia materialu w momencie uplastycznienia: 

(3.77) 

Graficzn~ interpretacj~ efektywnego napr~zenia aeff zaprezentowano na rysunku 3.5. Po
wierzchnia plastycznooci F(u) jest obwiedni~ plaszczyzn II prostopadlych do kierunku DP 
dla kt6rych odleglo~c od punktu iT = 0 jest r6wna aeff. Efektywna pr¢ko~c deformacji 
plastycznej obliczana jest w spos6b tradycyjny jako norma tensora DP to znaczy: 

(3.78) 

W teorii malych odksztalcen zamiast tensora gradientu pr~dko~ci deformacji plastycznej 
DP stosujemy pr~dko~c odksztalcenia plastycznego eP. 
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Rysunek 3.8: Wykresy wytrzymalosci na rozciqganie u(tf>)/u(O) (a) oraz wsp6lczynnika 
Lankforda R(t/>) {b) dla blach o teksturze idealnej {001}(100), przy r6inym kqcie rozrzutu 
0 0 ; Lequeu i inni {75}. 

Tworzenie powierzchni pla.styczno~ci Bishopa-Hillajest zadaniem dooc skomplikowanym 
i trudnym do za.stosowania w obliczeniach ewolucji anizotropii w elemencie metalowym pod
danym obr6bce pla.stycznej. Model ten jednak dobrze odpowiada wynikom otrzymywanym 
w badaniach do~wiadczalnych. Wyniki doowiadczen dotyczct:ce wsp6lczynnika Lankforda 
(patrz definicja {3.331) i rysunek 3.1) dla metali o r6znych teksturach zamieszczone w 
pracy [75) zaprezentowali~my na rysunku 3.6. W dalszym cict:gu zaprezentujemy ksztalt 
tej powierzchni pla.stycznosci dla metali o r6znych teksturach zaczerpni~te z prac innych 
autor6w. 

W pracy [14) podano ksztalt powierzchni pla.stycznosci Bishopa-Hilla dla pla.skiego 
stanu napr~zenia w przypadku losowego rozkladu orientacji, kt6ry odpowiada izotropii 
blachy. Pokazujemy go na rysunku 3.7. Jak latwo zauwa:lyc nawet dla przypadku izotropii 
powierzchnia ta nie jest elipseJ: opisywanct: przez warunki fenomenologiczne drugiego stopnia. 

W pracy Lequeu i innych [74) poszukiwano powierzchni Bishopa-Hilla dla agregatu 
ziaren o teksturze idealnej {001 }(100) przy r6znej wartooci kCJ:ta rozrzutu 0 0 (por6wnaj 
wz6r {3.75)). Wyniki dotyczct:ce wytrzymalooci na rozcict:ganie pod dowolnym kCJ:tem 4> w 
pla.szczyznie blachy oraz odpowiadajeJ:cych mu wartooci wsp6lczynn~ka Lankforda pokazano 
na rysunku 3.8. Wykres 3.80 niesie informacj~ o liczbie uch technologicznych na obrze:lu 
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Rysunek 3.9: Powierzchnia plastycznosci Bishopa-Hilla dla blach o r6inych teksturach znaj
dujqcych si~ w plaskim stanie naprf(ienia. K olejne warstwice odpowiadajq: u12 = 0.0, 
0.5, 1.04 i 1.5. Liczba umieszczona w srodku oznacza wytrzymalosc na czyste scinanie 
{u11 = u22 = 0). Wartosci odniesiono do wartosci wytrzymalosci Tci Arminjon i Bacroix 
{2}. 

wyciskanych element6w o zadanej teksturze. Dla element6w o teksturze charakteryzuj~ej 
si~ malym kqtem rozrzutu (no = 0°, no = 2.5° i n = 10°) wedlug modelu Bishopa-Hilla 
przewidywane jest wyst~pienie o8miu takich uch, podczas gdy zwi~kszanie kqta rozrzutu 
(no = 20° i no= 45°) zmniejsza ich liczb~ do czterech. Interesuj~ce wydaje si~ dose silnie 
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Rysunek 3.10: Wykres wsp6lczynnika Lankforda R(</>) wyznaczony na podstawie po
wierzchni Bishopa-Hilla dla blach o r6inych teksturach; Arminjon i Bacroix {2]. 

anizotropowe zachowanie si~ materialu przy duzym ~ie rozrzutu._ Dla losowego rozkladu 
orientacii otrzvmuiemv izotronowe zachowanie sie materialn. 
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Charakter wykresu wsp6lczynnika L.ankforda R(¢>) ulega duzo mniejszym zmianom ze 
zmianCl: ~ta rozrzutu no przewidujCl:C wartosc R( if>) mniejszCl: od jedno8ci praktycznie dla 
cal ego zakresu ~ta if> i minimum dla ~ta if> = 45°. 

Przyklady ksztaltu powierzchni Bishopa-Hilla dla plaskiego stanu napr~zenia poka
zano r6wniez w pracy (2). Zamieszczone na rysunku 3.9 przekroje zostale wykonane przy 
zalozeniu we wszystkich przypadkach ~ta rozrzutu wok6l orientacji idealnej no = 7°. Pre
zentowane przyklady dotyczCl: tekstur najcz~ciej spotykanych w metalach. Szczeg6lnie dla 
tekstur {110}(110), {110}(001) oraz {100} (011) obserwujemy znaczne odejscie ksztaltu 
powierzchni od elipsy. Na rysunku 3.10 pokazano odpowiadajCl:Cy tym teksturom ksztalt 
wykresu wsp6lczynnika Lankforda R(¢>). Warto zaznaczyc, ze charakter tego wykresu, 
otrzymany dla tekstur {111}(011) oraz {111}(112), nie jest mozliwy do zamodelowania 
kwadratowym warunkiem plastycznosci. 

http://rcin.org.pl



Rozdzial 4 

Proponowane powierzchnie 
plastycznosci 

4.1 Podstawowe zalozenia 

W poprzednim rozdziale om6wili~my najcz~ciej wykorzystywane powierzchnie plastyczno
~ci metali. Zar6wno podej~cie fenomenologiczne jak i fizyczne rna swoje wady i zalety. 

Zalet~ podej~cia fenomenologicznego jest nieskomplikowany spos6b zadania funkcji ply
ni~ia oraz okre~lenia kierunk6w plastycznego plyni~ia. Podej~cie to w standardowy spo
s6b podlega implementacji do metody element6w skoticzonych dla nieliniowych modeli 
konstytutywnych. Wad~ podej~cia fenomenologicznego jest ograniczona mozliwo~c opisu 
zjawisk wyst~pujli:Cych w metalach o pewnej teksturze. Nie jest mozliwe uwzgl~nienie 
zmiany tej tekstury w materialach poddanych obr6bce plastycznej. Wada ta wynika z 
tego, ze funkcja plyni~cia nie uwzgl~nia w spos6b bezpo~redni mikrostruktury polikrysz
tal6w. 

Powierzchnia plastyczn~ci Bishopa-Hilla wykorzystuje informacj~ o mikrostrukturze 
materialu i w duzo lepszym stopniu odpowiada obserwowanemu w d~wiadczeniach zacho
waniu si~ metali z tekstur~. Wad~ tego podej~cia jest skomplikowany spos6b wyznaczania 
powierzchni plastyczno~ci. Ponadto kierunki gl6wne tensora pr~dkooci deformacji pla
stycznej dla wielu punkt6w nie s~ jednoznacznie okr~lone. Zastosowanie tej powierzchni 
w metodzie element6w skoticzonych jest bardzo ograniczone. . 

Powyzsze spostrzezenia sklaniaj~ do poszukiwania takich powierzchni plastyczno~ci, 
kt6re l~czylyby zalety obu podej~c unikaj~c jednoczffinie ich wad. W dalszym ci~gu tego 
rozdzialu zdefiniujemy pewn~ klas~ powierzchni plastyczn~i tego rodzaju. Dokladnej 
analizie poddamy trzy szczeg6lne przypadki powierzchni nalez~cych do tej klasy. Opi
sz~ one pocz~tkowe plastyczne plyni~ie agregatu polikrystalicznego. Zaproponowane po
wierzchnie zostan~ por6wnane z powierzchniami fenomenologicznymi oraz powierzchni~ 
Bishopa-Hilla dla metali o anizotropii, kt6rej zr6dlem jest tekstura krystalograficzna. Po
kaZemy, ze proponowane powierzchnie wykazuj~ dobr~ zgodn~c przewidywanej anizotropii 
element6w z t~ jaka wynika z modelu Bishopa-Hilla. Pokazemy tez, ze spos6b w jaki zo-
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staly zdefiniowane pozwala na ich zastosowanie do analizy procesu plastycznego plyni~ia 
metod(! element6w skonczonych. 

Niech lokalna powierzchnia plastyczno8ci pojedynczego ziarna opisana b~zie przez 
nast~uj(!cy warunek uplastycznienia (por6wnaj wz6r (3.15)): 

f(r) = (To)", (4.1) 

gdzie funkcja f jest funkcj~jednorodn~ stopnia J.l i stanowi potencjal dla tensora pr~ko~ci 
plastycznej deformacji: 

(4.2) 

Funkcja ta rna oczywi~cie wszystkie wlasno~ci podane w paragrafie 3.2 dla tego typu funk
cji, w szczeg6lno~ci spelnia zalezno~ci (3.18). Wielko~c To jest dodatni~ stala materialow~, 
podobnie jak wykladnik J.l· Wyznaczmy pr~ko~c energii deformacji plastycznej dla poje
dynczego ziarna: 

(4.3) 

Zauwa7;my, ze z r6wno8ci (4.3) wynika, ze mnoznik ).9 jest dodatni, jezeli spelniony jest 
warunek plyni~cia ( 4.1) i jest r6wny zeru w przeciwnym wypadku. Stala To opisuje wyt~ 
zenie materialu pojedynczego ziarna jako pewne napr~zenie efektywne. Pr~dko8c energii 
deformacji plastycznej mozemy zatem zapisae jako: 

(4.4) 

gdzie wielko~c IJI:11 jest efektywn~ pr~dko8ci~ plastycznej defomacji . 
Przyjmijmy, ze globalna powierzchnia plastyczno8ci elementu polikrystalicznego dana 

jest r6wniez za pomoc~ funkcji jednorodnej tego samego stopnia J.l o postaci 1 : 

/(if')= (roY'. (4.5) 

Z funkcj(! plyni~ia f stowarzyszone jest prawo plyni~ia: 

(4.6) 

Podobnie jak dla pojedynczego ziarna wielko~c 7'0 i wykladnik J.l S(! dodatnimi stalymi 
materialowymi. Pr~ko~c energii plastycznej deformacji na poziomie globalnym wyraZa si~ 
nast~puj~co: 

W = if' : f>P = .XJ.l (roY' . (4.7) 

Wielko~c 7'0 , zadana r6wnaniem (4.5), jest globalnym napr~zeniem efektywnym, a globalna 
efektywna pr~dko8c deformacji plastycznej wyraZa si~ wzorem: 

(4.8) 
1zgodnie z przyj~tymi w podrozdziale 3.1 oznaczeniami w dalszym ci~ przez a oznaczae b~dziemy 

wielko8C globalnq odpowiadajq<:q wielko8ci lokalnej a 
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W dalszym ci~gu b~ziemy postulowali zalein~c mi~dzy powierzchniami lokalnymi i 
globaln~ powierzchni~ plastyczno~ci. Przyjmiemy, ze reprezentatywny element objt;
tosci (RVE) sklada si~ ze skm1czonej liczby N grup ziaren o jednakowych wla8ciwo~ciach 
i takiej samej orientacji. W ziarnach tych pola poszczeg6lnych wielk~ci s~ stale, a proce
dura u~redniania po RVE zadanajest wzorem (3.2). Jak wykazano w pracy [50), wypuklo~ 
lokalnej powierzchni plastyczn~ci wymusza wypukl~c globalnej powierzchni plastyczno
~ci. Podobnie stowarzyszono~c prawa plyni~cia na poziomie mikro powoduje, ze prawo 
plyni~ia na poziomie makroskopowym jest r6wniez stowarzyszone. 

Zauwa:imy, ze prawdziwa jest nast~uj~ca zalezno~c: 

f = a(/9), (4.9) 

gdzie / 9 okre~la wart~c funkcji plyni~cia w ziarnach o orientacji g, a jest pewnym do
datnim wsp6lczynnikiem, a przez ( ·) oznaczyli~my operacj~ u~redniania. W og6lnym 
przypadku a moze bye funkcj~ aktualnych napr~en lokalnych. W dalszych rozwa:ianiach 
przyjmiemy, ze jest to stala. Poniewa:i na danym stadium procesu deformacji RVE nie 
we wszystkich ziarnach musi bye spelniony warunek plastycznosci ( 4.1) prawdziwa jest 
ponizsza nier6wno~c: 

(!9 ) ~ ((ro)"). (4.10) 

Warto~c u~rednion~ funkcji / 9 mozemy zatem zapisac w spos6b nast~uj~cy: 

(/9) = ~((r0)~'), gdzie ~ E (0, 1) 
a a 

(4.11) 

Uplastycznienie elementu polikrystalicznego nast~pi wtedy, gdy (por6wnaj zalezno~c ( 4.5) 
i (4.9)): 

(4.12) 

W przypadku zalozenia, ze uplastycznienie elementu polikrystalicznego nast~puje wtedy, 
gdy uplastycznione s~ wszystkie ziarna, wsp6lczynniki a i f3 s~ sobie r6wne, a warunek 
plastyczno~ci na poziomie globalnym (4.5) jest r6wnowa:iny warunkowi: 

(4.13) 

w dalszym ci~ przyjmiemy, ze reprezentatywny element obj~to~ci polikrysztalu sklada 
si~ z ziaren o tym samym typie sieci i identycznych wla8ciwo~ciach fizycznych, a r6zni~ych 
si~ wyl~znie orientacj~. Stala materialowa To nie zalezy od orientacji ziarna, a zatem: 

(4.14) 

Prawdziwa jest wtedy zalezn~c mi~zy globaln~ pr~ko~ci~ energii deformacji plastycznej 
a u~rednion~ po RVE lokaln~ pr~dko~ci~ energii deformacji plastycznej o postaci: 

(4.15) 
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Jezeli warto8ci napr~eti efektywnych na poziomie lokalnym i globalnym b~d~ sobie r6wne, 
to znaczy jezeli wsp6lczynnik fJ jest r6wny jedno~ci, to wsp6lczynnik a odpowiada za 
udzial ziaren uplastycznionych na poziomie lokalnym. Teoretycznie mozliwa jest sytuacja, 
gdy zadne z ziaren nie jest uplastycznione natomiast spelniony jest globalny warunek pla
stycznosci dany r6wnaniami (4.5) i (4.9). Aby zabezpieczyc si~ przed ta.kcJ: sytuacj~ nalezy 
sformulowac dodatkowy warunek uplastycznienia agregatu, kt6ry m6wi, ze przynajmniej 
dla jednego ziarna nalez~cego do rozpatrywanego elementu reprezentatywnego musi bye 
spelnione lokalne kryterium uplastycznienia. 

Zauwa:imy, ze gdy mamy do czynienia ze sztywno-plastycznym modelem materialu 
polikrystalicznego prawdziwa jest zalezno~c: 

- - 1 

A= {J(A9 ) Iub U:n = fJii (JY:11), (4.16) 

gdyz usredniona lokalna pr~dko8c energii deformacji plastycznej jest r6wna odpowiadaj~
cej jej wielko8ci globalnej na mocy warunku konsystencji Hilla (3.14). Gdy przyjmiemy, 
ze wsp6lczynnik fJ jest r6wny jedno8ci, to globalne warto~ci wsp6lczynnika :\ i efektyw
nej pr~dko8ci deformacji plastycznej JY:11 b~d~ r6wne usrednionym odpowiadaj~cym im 
wielko8ciom lokalnym (A9 ) i (IJT:11). 

Og6lna postac proponowanej powierzchni plastyczno~ci 

Przy formulowaniu pocz~tkowego warunku plastyczno~ci dla elementu polikrystalicz
nego, za kryterium uplastycznienia pojedynczego ziarna przyjmiemy r~laryzowane prawo 
Schmida, opisane r6wnaniem (2.98), prezentowane w rozdziale drugim. Przeksztalcmy r6w
nanie (2.98) do nast~puj~ej postaci: 

f 9(T)- (ret= {2_
9 
t [r:::] 2n}fn- (ret, gdzie ar,g = r;·

9
. (4.17) 

m r=l ae e re 

Wielko8c re jest krytycznym efektywnym napr~zniem scinaj~cym na jednym z system6w 
po8lizgu do kt6rego odnosimy warto~ci napr~zen krytycznych na pozostalych systemach 
po8lizgu. Przypomnijmy, ze wielko~ci rr,g i m9 zdefiniowane zostaly nast~uj~co: 

(4.18) 

Wielko8ci pr,g i r;•g s~ okreslone tak jak w rozdziale 2, a zatem pr,g jest symetryczn~ 
cze~ci~ diady definiuj~ej r-ty system po8lizgu w ziarnie g, a r;•9 odpowiadaj~ym mu 
krytycznym napr~zeniem ~cinaj~ym. M okrffila liczb~ wszystkich mozliwych system6w 
po8lizgu w ziarnie g. 

Funkcja f9 jest funkcj~ jednorodn~ stopnia J-l· Stowarzyszone z ni~ prawo plyni~cia rna 
postac: 

(4.19) 
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Wyst~puj~y w powyzszym prawie plyni~ia mnoznik )...9 zwiClZany jest z odpowiadaj~c~ 
mu wielko~ci~)... we wzorach (2.96-2.112) zalezno~ci~: 

1-1-2n 
)...=)...9~ (4.20) 

m9 

100 

• 
Ag 

80 

1\ 
0 
0 60 
,....-4 

v 
"S 
Q) 
0 40 ..... 
Q) 

P-.4 

20 

4 8 12 16 
y/GbXl0-3 

20 24 

Rysunek 4.1: Udzial procentowy ziaren o orientacji (100) w elemencie materialnym roz
ciqganych metali o sieci typu Al otrzymany eksperymentalnie {linia ciqgla), przewidywany 
ostateczny udzial tej orientacji przy zastosowaniu regularyzowanego prawa Schmida w mo
delu rozwoju tekstury dla krysztal6w o sieci Al jako funkcja parametru n (wz6r (4 .21}); 
Gambin i Barlat {42}. 

Proponuj~c regularyzowane prawo Schmida (2.98) dla pojedynczego krysztalu Gambin 
zaproponowal powiClZanie parametru n z parametrem materialowym zwanym energi~ bl¢u 
ulozenia 'YSFE dla krysztal6w o sieci typu A1 [41], [42]. Wykazano, ze od wielko~ci 'YSFE 

zale:iy stosunek udzialu obj~to~ciowego ziaren o orientacji < 100 >do ziaren o orientacji < 
111 > jaki powstaje w procesach osiowosymetrycznej defonnacji. Na rysunku 4.1 pokazano 
zale:ino~c procentowego udzialu tekstury <100> od wielk~ci 'YSFE /Gb x 10-3 (G- modul 
Kirchhoffa, b- wektor Burgersa) otrzyman~ do~wiadczalnie przez Englisha i China [31]. 
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Liniq kropkowanq zaznaczono udzial takiej tekstury przewidywany przez model rozwoju 
tekstury oparty na regularyzowanym prawie Schmida dla r6znych warto8ci n. Por6wnanie 
obu wykres6w pozwala na przyj~ie ponizszej aproksymacji: 

_ 'YSFE _
3 n- Gb x 10 . {4.21) 

Wedlug tej interpretacji n przyjmuje warto8ci od 1 dla srebra, przez 6 dla miedzi po 20 dla 
aluminium. 

Nieco innq interpretacj~ parametru n podano w pracy (28), gdzie analizowano warunek 
stopnia m dla pojedynczych krysztal6w i polikrysztal6w r6wnowa.Zny powierzchni zapro
ponowanej przez Gambina. W rzeczywistych polikrysztalach tekstury idealne, w kt6rych 
dokladnie wszystkie ziarna maj~ zadanq orientacj~ g0 praktycznie nie wyst~puj~. Zwykle 
obserwujemy pewien rozrzut orientacji wok6l g0 , kt6re Sq do niej zblizone. Spos6b opisu 
takich tekstur poprzez funkcj~ rozkladu orientacji podali~my w rozdziale 3 w cz~~ci 3.2.1 
(wz6r (3.75)). Parametr n mozna powi~a.C z kqtem no wyst~ujqcym w tym wzorze, a 
okre~lajqcym szeroko8c rozrzutu orientacji wok6l orientacji idealnej. 1m mniejsza warto~c 
mozliwego rozrzutu, tym wi~kszq warto~c n przyjmujemy. 

Obie interpretacje s~ ze sobq powi~ane. Pojawienie si~ innej niz <100> tekstury, 
kt6rego prawdopodobienstwo okrffilone jest przez kqt no, zwi~ane jest z energiq bl~u 
ulozenia. 

W dalszym ciqgu poddamy analizie szczeg6lne przypadki globalnej powierzchni pla
styczno~ci opisanej r6wnaniami (4.5) i (4.9), w kt6rych jako lokalnq powierzchni~ plastycz
no8ci przyjmiemy powierzchni~ zadan~ r6wnaniem ( 4.17). Przyjmiemy, ze poszczeg6lne 
ziarna skladaj~ce si~ na element polikrystaliczny r6zniq si~ wylqcznie orientacjq sieci, a 
efektywne napr~zenie na poziomie lokalnym i globalnym rna tq samq warto8c ({3 = 1), 
w6wczas 

N { 1 M [ 7r,g]2n9}g 
F = f- r: = o: L 79 

-
9 
L r;g - r: = 0. 

g=l m r=l Tc 
(4.22) 

Gdy zadana r6wnaniem ( 4.22) powierzchnia jest poczqtkowq powierzchniq plastyczno~ci, 
mozemy przyj~ zalozenie Sachsa o jednakowym stanie napr~zenia w kazdym ziarnie, a 
wtedy: 

(4.23) 

Powyzszy warunek uplastycznienia sformulowany jest w przestrzeni tr6jwymiarowej. Warto 
zauwazyc, ze dowolny kulisty stan napr~zenia nie spowoduje uplastycznienia agregatu po
likrystalicznego oraz, ze ze wzgl~du na posta.C wykladnika 2n9 , material nie jest wra.Zliwy 
na znak stanu napr~zenia. Typ symetrii materialu nie jest z g6ry zalozony i zalezy od 
typu tekstury, jaka wyst~puje w elemencie materialu. Wprowadzone powyzej powierzchnie 
plastyczno8ci Sq wypukle dla dowolnych warto8ci wykladnik6w ng > 0 i p, > 0. Latwo 
zauwa.Zyc, ze funkcja plyni~cia f jest funkcj~ jednorodnq stopnia p,. 

W dalszym ciqgu za konfiguracj~ odniesienia przyjmiemy konfiguracj~ aktualn~, a wtedy 
tensor napr~zenia Kirchhoffa T jest r6wny tensorowi napr~zenia Cauchy'ego u.-
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Ponizej om6wione zostan~ trzy szczeg6lne przypadki funkcji plyni~ia opisanych r6w
naniem (4.22). 

4.2 Definicja proponowanych powierzchni plastycznosci 

4.2.1 Powierzchnia p(t) 

Powierzchnia P<1> jest powierzchni~ zdefiniowan~ ponizszym r6wnaniem (por6wnaj [28]): 

N 1 M [ r,g]2n 
p{l) = /-{1) _ T.2n = ~ 'Yg_ ~ !..__ _ T.2n = 0. 

c £- mJI £- ar,g c 
g=l r=l c 

(4.24) 

Funkcja plyni~ia f<1> jest funkcj~ jednorodn~ stopnia 2n. Wystwuj~y w r6wnaniu ( 4.22) 
wsp6lczynnik a jest r6wny jedno~ci, a zatem przyj~li~my zalozenie, ze element polikrysta
liczny uplastycznia si~ wtedy, gdy uplastycznione s~ wszystkie ziarna. Wszystkie orientacje 
ziaren wystwuj~ce w elemencie polikrystalicznym charakteryzuj~ si~ takim samym wyklad
nikiem n, to znaczy maj~ t~ sam~ energi~ bl~du ulozenia, lub tez t~ sam~ szeroko~~ 
rozrzutu wok6l orientacji idealnej. 

-----------------·-------- n 
-----.. 

Rysunek 4.2: Definicja kqt6w 4> i (J okreslajqcych kierunek rozciqgania n wzgl¢em global
nego ukladu odniesienia { ei}· 
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Rozwa.Zmy przypadek jednoosiowego rozci~gania. Tensor napr~enia zdefiniowany jest 
wtedy w spos6b nast~puj<~_.ey (patrz rysunek 4.2): 

ii' = a( l/J, O)n ® n, ( 4.25) 

gdzie wersor n okreala kierunek rozci~gania. W bazie { ei} zwi~anej z polikrysztalem dany 
jest zaleznosci~: 

n = sin 0 cos l/Je1 + sin 0 sin l/Je2 + cos Oe3. (4.26) 

Podstawiaj<~_.e tak zdefiniowany tensor napr~zenia do wprowadzonego powyzej warunku 
uplastycznienia ( 4.24) otrzymamy nast~puj<~_.e~ wartosc krytyczn~ a( l/J, 0) w chwili upla
stycznienia: 

(4.27) 

gdzie funkcja rr,g(l/J, 0) okreslona jest wzorami: 

rr•9 (¢J, 0) = tr(NPr•9), w kt6rym N = n ® n. (4.28) 

Napr~zenie krytyczne podczas osiowego rozci~gania (lub sciskania), w kierunku nachy
lonym pod dowolnym ~tern ¢J wzgl~dem kierunku e1 i lez<~_.eym w plaszczyznie o normalnej 
e3 , otrzymamy klad<~_.e w r6wnaniu ( 4.27) wartosc 0 = 90°: 

{4.29) 

gdzie wsp6lczynniki P[/ s~ skladowymi tensora pr,g w bazie { ~}. 
Wystwuj~ca w r6wnaniu (4.24) funkcja /<1> jest potencjalem dla tensora pr¢kosci 

plastycznej deformacji . Stowarzyszone z ni~ prawo plyni~cia rna postac: 

8/-(1) N 2 M 1 ( r,g)2n-1 
fiP=.A(1) __ =.A(1)~~g~~- '!__ pr,g. 

8ii ~ m9 ~ ar,g ar,g 
g=1 r=1 c c 

(4.30) 

Wsp6lczynnik ..X<1> mozemy wyrazic przez pr~dko8c energii deformacji plastycznej wykorzy
stuj~c zaleznosc (4.7). Pami~taj<~_.e, ze przyj~lismy za konfiguracj~ odniesienia konfiguracj~ 
aktualn~ mamy: 

~ - ( 8/) WP = ij : DP = ij : A 8ii . (4.31) 

Jezeli wykorzystamy w powyzszym r6wnaniu wlasno8c jednorodno8ci stopnia 2n funkcji 
plyni~cia, otrzymamy w chwili uplastycznienia: 

_\(1)- w 
- 2nr;n· (4.32) 

Zatem wsp6lczynnik ,X(1) jest dodatni, jezeli spelniony jest warunek uplastycznienia, to 
znaczy jezeli .F<1> = 0 i jest r6wny zeru, jezeli .F<1> < 0. Efektywna pr~dko8c odksztalcenia 
jest w tym przypadku r6wna: 

(4.33) 
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Wykorzystuj~ prawa plyni~cia ( 4.30) dla przypadku jednoosiowego rozci~gania w plasz
czyznie o nonnalnej e3 (rysunek 4.2, (} = 90°) mozemy obliczyc wsp6lczynnik Lankforda: 

(4.34) 

gdzie ~ i .iYat s~ skla.dowymi tensora pr~ko~ci defonnacji plastycznej fiP w bazie { n, e3 x 
n, e3}. Funkcje 4 i 4 dla proponowanego warunku uplastycznienia wyraZaj~ si~ wzorami: 

N 'Yg 
4 = L:-c-~(4>) 

g=1 m9 
(4.35) 

oraz 

M ( 7 r,g)2n-1 
"" 1 tj) pr,g • 2 ,1.. + p,r,g 2 ,1.. pr,g • 2,1.. = L..J -;:;g -;:;g 11 sm "P 22 cos "P- 12 sm "P' 
r=l ac ac 

(4.36) 

M i ( r,g)2n-l 
- ~ p,r,g L: r,g ar,g 33 . 

r=l ac c 
(4.37) 

W podrozdziale 4.3 por6wnamy ksztalt proponowanych powierzchni plastyczno~ci z kry
teriami Hilla z roku 1990 oraz Barlata i Liana z roku 1989. B~ziemy r6wniez ~ledzic 
rozw6j anizotropii plastycznej agregatu polikrystalicznego zwi~zany z powstawaniem tek
stury krystalograficznej w procesach zwi~anych z duzymi defonnacjami (por6wnaj [41]). 
Wsp6lczynniki (3.46) i (3.60) wyst~puj~e odpowiednio w warunku fenomenologicznym 
Hilla i Barlata mozna wyznaczyc z kryterium (4.24) wykorzystuj~ zalezno~ci: 

y1 { N g_l_ M [P[i9r} ·~ (4.38) = L 'Y mg L ,...r,g 
g=1 r=l c 

y2 { N ._1_ M [P;fr} ~ (4.39) = L 'Y mg L ,-.r,g 
g=1 r=l c 

k { N g_l_ M [2P[fr} ~ (4.40) = L 'Y mg L r.r,g 
g=1 r=l c 

-1 

Yp { N ._1_ M [ P[i· + p;,·rr (4.41) = L 'Y mg L r.r,g 
g=1 r=l c 

W powyzszych wzorach e3 definiuje rozpatrywan~ plaszczyzn~, natomiast e1 i e2 zostaly 
przyj~te jako wsp6losiowe z globalnymi gl6wnymi osiami ortotropii m1 i m2 w tej plasz
czyznie. 
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4.2.2 Powierzchnia f'(2) 

Zdefiniowana wzorem ( 4.24) powierzchnia plastyczn<>Sci dla polikrysztalu wymaga okre
~lenia rodzaju tekstury jaka wyst~puje w elemencie, krytycznych napr~zen ~cinaj~ych na 
danym systemie p<>Slizgu w pojedynczym ziarnie oraz doboru wlMciwego wykladnika n. 
Wprowadzaj~ powierzchni~ P(l) zalozyli~my, ze aby uplastycznil si~ element polikrysztalu, 
musz~ si~ uplastycznic wszystkie ziarna. Powierzchnia F(2) nie wymaga tego zalozenia i 
wyraZa si~ wzorem (por6wnaj [44), [69]): 

N 1 M [ - , pr,g ]2n 
p(2)=f'2>-K=L:rg_gL u.r,g -K=O. 

g=1 m r=1 Tc 
(4.42) 

Stala K moze bye wyznaczana na podstawie testu jednoosiowego rozci~ania w kierunku 
e1 przeprowadzanego na poziomie makroskopowym. WyraZa si~ ona wtedy wzorem: 

N 1 M [ypr,gl2n 
K = """' 'V9 _ """' _1_1 L.J 1 ......, 0 L.J r,g ' 

gr=1 """' r=1 Tc 
(4.43) 

gdzie P[i9 jest skladow~ tensora pr,g w ortonormalnej bazie { e;}, i = 1, 2, 3 zwi~anej z 
pr6b~, a Y jest napr~zeniem w chwili uplastycznienia. Stala ta zalezy od wsp6lczynnika 
a wprowadzonego w podrozdziale 4.1 w spos6b nast~uj~cy: 

1 
K=-. 

a 

Funkcja plyni~ia /(2
) jest funkcj~ jednorodn~ stopnia 2n. 

(4.44) 

Warto~c krytyczna napr~zenia zdefiniowanego wzorami (4.25) i (4.26), wyznaczona na 
podstawie kryterium (4.42), rna postae: 

(4.45) 

gdzie funkcja ,r,g(¢>, 0) zdefiniowana jest wzorem (4.28). Podobnie jak w przypadku po
wierzchni F'(l), aby otrzymae wart<>Sc krytyczn~ napr~zenia podczas rozci~gania (lub ~ci
skania) pod dowolnym ~tern ¢>do osi e1 w plaszczyznie o normalnej e3 , nalezy przyj~c 
~t (} = 90° (patrz rysunek 4.2). 

Prawo plyni~cia stowarzyszone z funkcj~ plyni~cia /(2
) rna postac: 

af-(2) N 2 M 1 [ r,g] 2n-1 
fiP = A (2) --- = A (2) L 'Yg ...!!_ L --r;g T r,g pr,g. 

OU g=l m9 r=1 Tc Tc 
(4.46) 

Wsp6lczynnik A (2) mozemy w nast~uj~cy spos6b wyrazic przez pr¢ko~c energii plastycz
nej deformacji: 

\(2)= w 
A 2nK' (4.47) 
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Efektywna pr~dko8c defonnacji plastycznej U:11 przy przyj~iu jako efektywnego napr~ze
nia Tc, kt6re jest krytycznym napr~zeniem §cinaj~cym na jednym z M system6w po§lizgu, 
b~dzie dana wzorem: 

-p (2)K 
Del!= 2n.A - . 

Tc 
(4.48) 

Wyznaczymy teraz postac funkcji 42 i 43 wyst~uj~cych we wzorze (4.34) okre§laj~
cym wsp6lczynnik Lankforda. Wykorzystuj~ do ich wyznaczenia prawo plyni~cia ( 4.46) 
otrzymamy: 

(4.49) 

oraz 

M l ( 7 r,g)2n-l = "" - ...L pr,g sin2 ""+ P.r,g cos2 "" - p,r,g sin 2"" L....J -rr,g r,g 11 "P 22 "P 12 o.p, 
r=l •c Tc 

(4.50) 

M 1 ( 7 r,g)2n-l 
c3g("") = "" tP p,r,g 

"P L....J T.r,g T.r,g 33 ' 
r=l c c 

(4.51) 

gdzie funkcja r;•9 wyra:ia si~ wzorem (4.29). 
Aby por6wnae ksztalt powierzchni ft'(2) z kryteriami fenomenologicznymi analizowa

nymi w poprzednim rozdziale wykorzystamy ponizsze zalezno§ci: 

yl Y, (4.52) 

Y2 L r 1 M [P, .. rr~ (4.53) = K2n L'Yg_L -g r,g 
g=1 m r=l Tc 

-1 

k L { N 1 M [2P[;•r} ~ (4.54) = K2n L'Yg_L-g r,g 
g=1 m r=l Tc 

-1 r 1 M [P'~+P.'··rr Yp = Kfn L g_L 11 22 (4.55) 'Y g r,g 
g=1 m r=l Tc 

Podobnie jak w przypadku powierzchni ft'(l), gl6wne osie ortotropii m 1 i m 2 zostaly przy
j~te jako wsp6losiowe z osiami e 1 i e2 , a o§ e3 definiuje rozpatrywan~ plaszczyzn~. 

4.2.3 Powierzchnia P<3) 

Wprowadzaj~c powierzchnie plastyczno§ci (4.24) i (4.42) zalozyli§my jednakowy wyklad
nik n dla wszystkich orientacji ziaren. Mozliwa jest jednak sytuacja, kiedy poszczeg6lnym 
grupom ziaren o danej orientacji g nalezaloby przypisae inny wykladnik n9. Wedlug po
danej interpretacji wykladnika n oznaczaloby to, ze poszczeg6lne· orientacje wyst~puj~e 
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w elemencie reprezentatywnym charakteryzuj~ si~ inn~ energi~ bl¢u ulozenia lub m6wi~c 
inaczej innym ~tern 0 0 . Powierzchnia _F(a) b~dzie powierzchni~ typu (4.22) o postaci: 

N ( 1 M [7 r,9] 2n
9

) ~ 
_F(a) = J'3

) - Tc = L "{9 g L r;g - Tc = 0. 
9=1 m r=l ac 

(4.56) 

Funkcja fC 3> jest funkcj~jednorodn~ stopnia 1. Nalezy zaznaczyc, ze przyjmuj~ dla kaZdej 
orientacji g wykladnik n9 = n, z r6wnania ( 4.56) nie otrzymamy warunku plastycznosci 
r6wnowaZnego kryterium (4.24), o ile liczba orientacji N > 1. Podobnie jak w przypadku 
powierzchni _F(l} przyj~to, ze agregat uplastycznia si~ w chwili, gdy uplastycznione s~ 
wszystkie ziarna. 

Warto8c krytyczna napr~zenia o postaci ( 4.25), wyznaczona na podstawie kryterium 
( 4.56), b~dzie wyraZac si~ wzorem: 

(4.57) 

gdzie funkcja rr•9(</J, 8) okreslona jest zalezno8ci~ (4.28). 
Funkcja fC 3> jest potencjalem dla tensora pr~dko8ci plastycznej deformacji. Stowarzy

szone prawo plyni~cia przyjmuje postac: 

fiP = _\(3}[)/(3} = _\(3} ~'Y92_ (J:9)~-l ~ _1_ (Tr'9)2n9-l pr,9. 
{} - L....i 9 3 L....J r,9 r,9 

0' g=l m r=l ac ac 

Funkcja !1, przypisana do ziaren o orientacji g, zdefiniowana jest wzorem: 

1 M 1 ( 7 r,g) 2n9 
J§ = m9 L ar,g ar,g 

r=l c c 

(4.58) 

(4.59) 

Wystepuj~cy we wzorze (4.58) wsp6lczynnik _\(3) mozemy wyrazic poprzez pr~dko8c energii 
plastycznej deformacji : 

(4.60) 

Z drugiej strony jest on r6wny efektywnej pr¢kosci plastycznej deformacji, mianowicie: 

jjPef I = ,\ (3}. (4.61) 

Wykorzystuj~c prawo plastycznego plyni~cia mozemy wyznaczyc funkcje 42 i £it wyst~
puj~ce we wzorze (4.34). Dla powierzchni plyni~ia P<3>, funkcje te wyrazaj~ si~ w nast~ 
puj~cy spos6b: 

N g 1 

d~ = L ~ (!$) w-1 ~~(</>), 
g=l m 

(4.62) 
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gdzie 

M 1 ( r,g) 2n9-1 
~ TiP pr,g • 2 ,1.. + nr,g 2 ,1.. p,r,g • 2,1.. 
~ --r,g --r,g 11 Sin 'P r-22 COS 'P- 12 Sin <p, 
r=1 Tc Tc 

(4.63) 

M 1 (Tr,g)2n9-1 = ~ rP p.r,g 
~ T.r,g T.r,g 33 
r=1 c c 

(4.64) 

oraz 
1 M ( r,g)2n9 

J.9- ~ TrP 
rP - -:;;;-~ T.r,g 

9 r=1 c 
(4.65) 

Wyst~puj~a w powyzszych wzorach funkcja T;'9 zdefiniowana jest zaleznosci«! (4.29). 
Stale yb }'2, k, Yp wyst~Uj«!Ce w kryteriach fenomenologicznych mozna wyzna

czyc z przyj~tego kryterium uplastycznienia opisanego wzorem (4.56). Mianowicie: 

y;-1 N 9 { _1_ M [P[fr} ~ (4.66) = Er E r,g , 1 
g=1 rnJ1 r=1 Tc 

y;-1 N {1 M[p;fr}~ (4.67) = E r9 
- E --;:;g 2 

g=1 rnJ1 r=1 Tc 

k-1 N { 1 M [2P.·~r}~ = Er9 -E r~: (4.68) 
g=1 rnJ1 r=1 Tc 

1 

Y.-1 N { 1 M [p·~+P.·8rT·· (4.69) = E r9 - E 11 
r,g 

22 
p 

g=1 rnJ1 r=1 Tc 

Ponownie gl6wne osie ortotropii przyj~to jako wsp6losiowe z kierunkami e 1 i e2 . 

Wprowadzone powierzchnie plastyczno8ci przedyskutujemy dla szczeg6lnego przypadku 
tekstury. Niech wszystkie ziarna majCl siec krystalograficznCl typu A1 o 12-stu systemach 
poslizgu {111} < 110 > i jednakowym krytycznym napr~zeniu scinaj~ym. Napr~zenie to 
jest jednoczesnie nepr~zeniem efektywnym Tc· Wsp6lczynniki a~·9 SCl zatem r6wne jednosci 
dla kaZdego r i g. Zal6zmy ponadto, ze orientacja tych ziaren wzgl~dem globalnego ukladu 
odniesienia { ei} jest taka sama. Mamy zatem N = 1, M = 12 i kryteria plastycznosci 
(4.24) i (4.56) przyjmuj«l postac: 

( 
1 12 ) in p<3> = - L (Tr)2n - Tc = 0. 
mr=1 

(4.70) 

Zauwa:imy, ze oba warunki definiujCl ta~ samCl powierzchni~ plyni~cia. Wsp6lczynnik m 
nie zalezy od orientacji sieci wzgl¢em ukladu globalnego (por6wnaj wz6r ( 4.182)) i 'w 
rozwazanym przypadku zale:iy wyl~znie od przyj~tego n. 
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Zdefiniujmy ponizsz~ wielko8c dla testu jednoosiowego rozci~gania materialu polikry
stalicznego o idealnej teksturze: 

M(¢>, 0) = Y(¢>, 0). 
Tc 

(4.71) 

Wielko8c ta okresla stosunek wartosc krytycznego napr~zenia przy rozci~ganiu polikrysz
talu w kierunku n do krytycznego napr~zenia scinaj~ego na systemie po8lizgu pojedyn
czego ziarna. Odgrywa ona podstaw~ rol~ w teorii plastycznosci polikrysztalu [56). Dla 
warunk6w ( 4.24) i ( 4.56) wielko8c ta wyraza si~ wzorem: 

-1 

M(4>,9) = r~ ~ (r'(4>,9))2nr (4.72) 

n Mmax Mmin llmaz Dmin 

1 2.646 1.528 < 111 >- l/> = 45°, 0 ~ 54.7° < 100 > - 4> = 0°' 0 = 0° 
3 2.825 1.792 <111> <100> 
6 3.169 1.918 <111> ¢> = 0, 0 = 68.4° 

20 3.513 1.994 <111> l/> ~ 6.9°, 0 ~ 23.1° 
100 3.642 2.00 <111> l/> ~ 5.7°, 0 ~ 66° 

Tablica 4.1: Wartosci maksymalne i minimalne wsp6lczynnika M (wz6r (4. 72)). 

Rysunek 4.3 przedstawia wykres tej funkcji dla tekstury idealnej {001}<100> przy r6Z
nych warto8ciach parametru n (por6wnaj Fig.3 w pracy (35]). Osie ukladu odpowiadaj~ 
kierunkom krystalograficznym [100), [010) i [001), kt6re pokrywaj~ si~ z kierunkami {ei}· 
Mozemy zaobserwowac, ze wraz ze wzrostem wykladnika zwi~ksza si~ liczba lokalnych mini
m6w i maksim6w tej funkcji oraz warto8c funkcji ulega duzo bardziej gwaltownym zmianom 
przy nieznacznej zmianie kierunku rozci~gania. Wartosci maksymalne i minimalne funkcji 
oraz kierunki rozci~gania im odpowiadaj~e zebrano w tablicy 4.1. Dla wszystkich ana
lizowanych n maksymaln~ warto8c wsp6lczynnika M otrzymujemy dla kierunk6w (111). 
Warto8c ta ro8nie wraz ze wzrostem n od 2.646 dla n = 1 (warunek odpowiada wtedy 
warunkowi Hilla z 1948 roku) do 3.642 dla n = 100. Wartosc minimalna r6wniez ro8nie 
ze wzrostem nod 1.526 do 2.00. Kierunek w jakim otrzymujemy minimaln~ warto8c M 
zmienia si~ wraz z parametrem n. Dla n = 1, 2, 3 jest to kierunek < 100 >, dla n = 6 kie
runek dany ~tami ¢> = 0° i 0 = 68.4° oraz kierunki mu r6wnowa:ine wynikaj~e z symetrii 
krysztalu. Dalsze zwi~kszanie n powoduje kolejn~ zmian~ tego kierunku. 

Zauwa:imy, ze rysunek 4.3 mozemy interpretowac r6wniez w inny spos6b. Niech osie 
ukladu nadal pokrywaj~ si~ z kierunkami krystalograficznymi [100), [010) i [001), natomiast 
kierunki pr6bki polikrystalicznej { e;} b¢~ wzgl¢em nich dowolnie obr6cone. Przekroje 
przez powierzchni~ M(¢>, 0) plaszczyznami o normalnej e3 b¢~ wykresami tej funkcji w 
plaszczyznie blachy o dowolnej teksturze idealnej (por6wnaj rysunek 4.4). Otrzymane 
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2 
2 

Rysunek 4.3: Wykres funkcji M(l/>,8) = Y(l/>,8)/rc dla tekstury idealnej {001}(100) dla 
r6inych warto§ci parametru n. 

w ten spos6b wykresy dla blach, w kt6rych normalna do ich plaszczyzny pokrywa si~ 
odpowiednio z kierunkami krystalograficznymi {001 }, {011} i {111} (por6wnaj rysunek 3.4) 
zaprezentowano na rysunku 4.5. Kierunki n leZ~e w tych plaszczyznach mozna zapisat w 
ponizszy spos6b w bazie zwi(}:Zanej z reperem kierunk6w krystalograficznych {a;}: 

(4.73) 
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sin(w) sin(w) = cos(w)a1 + .j2 a2- .j2 a3, (4.74) 

~111} 
(

cos(w) _ sin(w)) 
81 

+ (2sin(w)) 
82 

+ (- cos(w) _ sin(w)) 
83 

(4 75) 
.j2 V6 V6 .j2 V6 . . 

Zauwa.Zmy, ze blach~ o teksturze { 001} ( 100) (cube texture) otrzymamy, gdy e1 = nf,001 l, 
a {001}(110), gdy e1 = nii~l. Inn~ cz~sto spotykan~ w blachach tekstur~ jest tekstura 
{011}(100) (goss texture), wtedy e1 = nt,on}. We wszystkich analizowanych przypad
kach blacha rna wlasnosci ortotropowe. Blacha o plaszczyznie r6wnoleglej do plaszczyzny 
krystalograficznej {001} wykazuje oczywiscie symetri~ kubiczn~. 

Najwi~ksz~ wytrzymalo8c na rozci~anie otrzymujemy dla ~taw= 45° i ~t6w, kt6re 
mu odpowiadaj~ ze wzgl~du na symetri~ krysztalu. Im wi~ksze n, tym wartosc krytyczna 
wytrzymalo8ci w tym kierunku jest wi~ksza (przy stalej wartosci rc). Dla n = 6 i n = 20 
mamy r6wniez dodatkowe maksima lokalne dla ~ta w = 0°. Dla warto8ci n = 1 i n = 3, 
w tym kierunku wartosc krytyczna napr~zenia jest najmniejsza. Przy n = 1 obserwujemy 
najwi~ksz~ r6znic~ mi~dzy warto8ci~ minimaln~ i maksymaln~ napr~zenia krytycznego. 

Otrzymany wykres dla tekstury {111} mozna por6wnac z odpowiadaj~cym mu wykre
sem (rysunek 3.8a)) dla powierzchni Bishopa-Hilla otrzymanym przez Lequeu i innych [75] 
dla blach o teksturze idealnej przy r6znym qcie rozrzutu 0 0 zamieszczonym w rozdziale 
trzecim. Otrzymalismy zadowalaj~~ zgodno8c ksztaltu wykres6w. Zgodnie z podan~ 
interpretacj~ wykladnika n funkcjom otrzymanym dla powierzchni Bishopa-Hilla przy ma
lym ~cie rozrzutu wok6l orientacji idealnej odpowiadaj~ wykresy M(w) dla duzego n i 
odwrotnie. 

[001] 

[100] 

(hld) II~ 

....... ~ (W} 

no 

[010] 

Rysunek 4.4: Orientacja plaszczyzny blachy wzgl~dem kierunk6w krystalograficznych (100) 
w przypadku blach o teksturze idealnej. 
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2.3 
{001} 

2.1 
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1.7 I ' i I I 

' I \ I 
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' I ' I 
I \ I 

' I ' / \ 
I I 

'\, ..,/ ' ./ ,l \ ..... 
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0 1.57 3.14 4.71 6.28 
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n=1 
3 n=3 

n=6 
n=20 

2.5 

2 

1.5 
0 1.57 3.14 4.71 6.28 

w (rad] 

{111} 
2.4 

2.3 

2L---------------~--------------~---------------L--------------~ 
0 1.57 3.14 4. 71 6.18 

(J) (rad] 

Rysunek 4.5: Wykres funkcji M(w) = Y(w)/rc (wzory (4. 72) i ·{4. 73)) dla blach, kt6-
rych plaszczyzna jest r6wnolegla do plaszczyzny krystalograficznej {001 }, {011} i {111} dla 
r6inych wartosci parametru n wedlug kryteri6w (4.24) i (4.56). 
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Dla blachy o plaszczyznie r6wnoleglej do {011} maksimum wytrzymal~ci otrzymujemy 
dla ~ta r6wnego ardan(1/-/3). Wprzypadku n = 6 in= 20 pojawiaj(}: si~ dodatkowe 
maksima lokalne dla k(}:t6w 0° i goo. Mozna zauwa:lyc, ze r6znice w wytrzymalo~ci blachy 
SC): w tym przypadku wi~ksze niz dla blachy {001}. 

lnteresuj(}:cy jest wykres dla blach o plaszczyznie r6wnoleglej do plaszczyzny krystalo
graficznej {111 }. Przy n = 1 blacha b~dzie wykazywat wtedy wlasno~ci izotropwe. Dla 
wyzszych n wart~ci funkcji powtarzaj(}: si~ co 60° z tym, ze dla n = 3 maksimum wytrzy
malo~ci otrzymujemy dla w = 30° + k60°, (k = 0, 1, ... , 5) a miniumum dla w = k60°. Dla 
n = 6 in= 20 dla wart~ci w = k60° wyst~puj(}: dodatkowe maksima lokalne, a minima 
dla warto~ci w = 15° + l30°, (l = 0, 1, ... , 11). 

Omawiane powyzej wykresy nios(}: ze sob(}: informacj~ o il~ci mozliwych uch technolo
gicznych w procesie wytlaczania blach. Minima lokalne funkcji odpowiadaj(}: maksymalnym 
wydluzeniom na obrzezu blachy. Wykorzystuj(}:C prawo plyni~ia (4.30) wykonano wykresy 
zalezno~ci pr~dk~ci wydluzenia pr6bki d(w) w kierunku rozci():gania nod k(}:ta w. Warto
~ci odniesiono do normy tensora pr~dk~ci deformacji plastycznej dla kierunku rozci~ania 
Dwmin, dla kt6rego wart~c wytrzymal~ci na rozci():ganie byla najmniejsza, to znaczy 

Dii' 
d(w) = IIDP(wmin)ll' (4.76) 

gdzie Dii' jest skladow(}: tensora pr¢ko~ci deformacji plastycznej w bazie { nihkl}, e3 x 
nihkl}, e3} (por6wnaj rysunek 4.4). 

Dla tekstury {001} o symetrii kubicznej liczba przewidywanych uch technologicznych 
zwi~ksza si~ z czterech przy wykladniku n = 1 in = 3 do o~miu w przypadku n = 6 i 
n = 20. Dla n = 1 in= 3 wykazywane nier6wn~ci maj(}: take}: same}: geometri~, natomiast 
dla wyzszych n mog(}: istniee r6znice mi~dzy nimi. 

Dla tekstury {011 }, kiedy blacha rna symetri~ tylko ortotropow(}: liczba wykazywanych 
uch ponownie wynosi odpowiednio cztery i osiem. Jednak wydluzenie w kierunku o ~cie 
w = 0° jest wi~ksze niz w kierunku w =goo. W przypadku tekstury {011}(001) kierunki 
te odpowiadaj(}: kierunkowi walcowania i kierunkowi do niego prostopadlemu. Wi~kszy 

wykladnik n powoduje powstanie podw6jnych grzbiet6w w tych kierunkach. Stosunek 
maksymalnej do minimalnej pr~dk~ci wydluzenia jest duzo wi~kszy w przypadku n = 6 i 
n = 20 niz n = 1 i n = 3. Wskazuje to na mozliw(}: lokalizacj~ odksztalcen. 

W przypadku tekstury {111} warunek przy n = 1 nie przewiduje powstania nier6wno~ci 
na obrzezu, podczas gdy dla n = 3 ich liczba r~nie do szfficiu a dla n = 6 i n = 20 wynosi 
dwan~cie. Ponownie wykladnik n = 20 sugeruje lokalizacj~ odksztalcen w kierunkach 
maksymalnych wydluzen. 

0 anizotropii odksztalcen po grubo~ci blachy mozemy si~ dowiedziec obliczaj(}:C war
t~c wsp6lczynnika Lankforda dla analizowanych tekstur. Wskazuje on na mozliwe po
faldowanie brzeg6w element6w metalowych. Na rysunku 4.7 przedstawiono wykres tego 
wsp6lczynnika przy r6znych warto~ciach wykladnika n. Minimum na wykresie R(w) b~dzie 
odpowiadac wgl~bieniu na zewn~trznej powierzchni elementu. 

Silnie zaznaczaj(}: si~ wgl~bienia pod k(}:tem w = 45° dla tekstury {100}. Mog(}: bye one 
nawet zr6dlem lokalizacji odksztalcen. W przypadku n = 20 istniej(}: r6wniez dodatkowe 
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Rysunek 4.6: Wykres /tmkcji d(w) = !Yf1/ D:/Jz {wzor {4. 76}} dla blach, ktorych plasz
czyzna jest rownolegla do plaszczyzny krystalograficznej {001 }, {0~1} i {111} dla roinych 
wartosci parametru n wedlug kryteriow (~.24} i (4.56}. 
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Rysunek 4.7: Wykres wsp6lczynnika Lankforda R(w) = D~2/ DJa dla blach, kt6rych plasz
czyzna jest r6wnolegla do plaszczyzny krystalograficznej { 001}, { 011} i { 111} dla r6inych 
wartosci parametru n wedlug kryteri6w (4.24) i (4.56). -
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minima funkcji po obu stronach kqta 0°. Poniewaz warto8c R ulega wtedy gwaltownym 
zmianom r6wniez one mog~ bye zr6dlem lokalizacji. Wykres ten mozemy por6wnae z 
rysunkiem 3.8b) zamieszczonym w rozdziale trzecim przedstawiaj~cym wykres wsp6lczyn
nika Lankforda dla blach o teksturze idealnej przy r6znym kqcie rozrzutu 0 0 otrzymanymi 
przez Lequeu i innych (75) na podstawie powierzchni Bishopa-Hilla. Ponownie charakter 
wykres6w jest do siebie zblizony. Wykres ten mozemy r6wniez por6wnae z rysunkami 3.10 
dla tekstur {100} < 001 > i {100} < 011 > powt6rzonymi w rozdziale trzecim za prac~ 
(2). 

Tekstura typu {011} wykazuje minimum R(w) dla kqta arctan(1/VJ). Zauwaimy, 
ze przy wartosci n = 6 i n = 20 prawo plyni~ia przewiduje nie-fizyczne zachowanie 
si~ materialu - istniej~ zakresy kqta w dla kt6rych R jest mniejszy od zera. D~zenie R 
do nieskonczonosci sugeruje, ze pr~dkosc deformacji plastycznej w kierunku normalnym 
do plaszczyzny blachy d~y do zera. Zauwaimy, ze warto8c R zmienia si~ gwaltownie 
w okolicy kqta 54.7° wykazuj~c w ten spos6b gwaltown~ zmianli: kierunku plastycznego 
plyni~ia. Wykresy te maj~ charakter zblizony tych przewidywanych przez powierzchni~ 
Bishopa-Hilla dla tego typu tekstury ( {110} < 001 > i {110} < 110 >) zaprezentowanych 
na rysunku 3.10. 

W przypadku tekstury {111} wsp6lczynnik R(w) dla n = 3, n = 6 in= 20 wykazuje 
minimum dla ~ta w = 30° + k60° z tym, ze im wi~ksze n, tym zmiany R s~ gwaltowniej
sze i poza kqtami, gdzie wykazywane jest minimum pr~kosc odksztalcenia po grubosci, 
jego wartosc d~y do zera. Jezeli przyjmiemy n = 1, to wykres R(w) wskazuje na izo
tropowe zachowanie si~ materialu. R6wniez dla tego przypadku tekstury proponowane 
przez nas powierzchnie daj~ wykres wsp6lczynnika Lankforda zblizony do wynikaj~ego z 
powierzchni Bishopa-Hilla zaprezentowanego na rysunku 3.10 (tekstury {111} < 011 > i 
{100} < 211 > ). 

Przeprowadzona powyzej analiza anizotropii elementu polikrystalicznego o teksturze 
idealnej przewidywanych przez proponowane kryteria (4.24) i (4.56) wykazala, ze daj~ 
one wyniki zblizone do powierzchni Bishopa-Hilla. Ksztalt powierzchni danej r6wnaniem 
(4.42) jest taki sam jak powierzchni (4.24). Powierzchnie te r6zni~ si~ tylko warto8ci~ 
napr~zen granicznych. W przypadku powierzchni ( 4.42) nast~puje przeskalowanie tych 
warto8ci, gdyz wartosc wsp6lczynnika M dla kierunku n pokrywaj~cego si~ z osi~ e1 jest 
wyznaczona na podstawie testu okreslaj~ego wytrzymalosc Y (por6wnaj wzory (4.43) i 
( 4. 71)). W dalszym ci~gu por6wnamy proponowane powierzchnie z warunkami fenomeno
logicznymi Hilla i Bar lata dla blach o r6znej anizotropii, kt6rej zr6dlem jest pewna tekstura 
krystalograficzna. Ze wzgl~du nato, ze w przeprowadzanej analizie interesowal nas b~zie 
szczeg6lnie ksztalt powierzchni granicznej i wzgl~ne r6znice w wytrzymalosci element6w 
w r6znych kierunkach skupimy si~ na powierzchni F(l). 
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4.3 Wplyw ksztaltu powierzchni plastycznosci na proces 
plastycznego plyni~cia 

4.3.1 Anizotropia plastycznego plyni~cia 

W przypadku ksztaltowania elernent6w rnetalowych szczeg6lnie istotne s~ kierunki gl6wne 
tensora pr~ko~ci plastycznej deformacji przewidywane przez prawa plyni~ia stowarzy
szone z zastosowanyrni funkcjarni plyni~ia. Adekwatne okrffilenie powierzchni plastyczno
~ci pozwala przewidywat takie cechy jak zdoln~c blachy do formowania, nier6wnorniemosc 
odksztalcen oraz rnozliwe punkty ich lokalizacji. Na cechy te szczeg6lnie duzy wplyw rna 
ksztalt powierzchnia plastyczno~ci. J ak pokazerny dalej, na ksztalt ten rna bardzo duzy 
wplyw tekstura krystalograficzna w blasze. 

Rysunek 4.8: Geometria blachy. 

Na podstawie analizowanych kryteri6w w kolejnych podrozdzialach orn6wirny wl~ci
wo~ci blachy (rysunek 4.8), kt6ra ze wzgl~u na wyst~puj~c~ w niej tekstur~ (por6wnaj 
[32]): 

• jest izotropowa, to znaczy rozklad orientacji w blasze jest r6wnorniemy zar6wno w 
plaszczyznie jak i w przekroju, lub 

• wykazuje anizotropi~ normaln~, to znaczy jest izotropowa w plaszczyznie a anizotro
powa w przekroju, lub 

• wykazuje anizotropi~ plas~, to znaczy jest anizotropowa zar6wno w plaszczyznie jak 
i w przekroju (w wi~kszo~ci przypadk6w mamy do czynienia z blachami o syrnetrii 
ortotropowej). 

W dw6ch pierwszych przypadkach do opisu plastycznego plyni~cia blachy stosuje si~ 
kryterium uplastycznienia Hilla z roku 1990 o postaci (3.50). W przypadku warunku Bar
lata z roku 1989 wykorzystuje si~ postat (3.62) tego warunku. Zauwa:lrny, ze do opisania 
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zachowania si~ materialu ka.Zdym z tych warunk6w potrzebne jest okreslenie dw6ch stalych 
materialowych: a i T dla kryterium Hilla oraz a i it dla warunku Barlata. Stale te wy
ra.Za si~ cz~sto poprzez wyniki test6w jednoosiowego rozci~gania (3.42)- Yi i dwuosiowego 
rozci~gania (3.43) - Yp: 

(J = Yp, ( ~) m= (2q)m - 1, 

it = yb a = q-m' 

gdzie 

(4.77) 

(4.78) 

(4.79) 

Ze wzgl~u na kryterium wypuklosci jakie musz~ spelniat powierzchnie plyni~cia po
winny bye spelnione ponizsze warunki nalozone na stosunek q i wykladnik m: 

q > 0.5 dla warunku Hilla [51], 
q-m < 2 dla warunku Barlata [14]. 

(4.80) 

(4.81) 

0 anizotropii blachy w jej przekrojach, to znaczy o tym czy mamy do czynienia z 
blach~ izotropow~, czy tez blach~ o anizotropii normalnej mozemy wnioskowat na podsta
wie wsp6lczynnika Lankforda R. Wsp6lczynnik ten w przypadku anizotropii normalnej 
przyjmuje stal~ wartose i dla warunku Hilla wynosi: 

(4.82) 

a dla warunku Barlata: 
(4.83) 

Zauwazmy, ze jezeli material jest izotropowy nie tylko w plaszczyznie blachy, ale r6wniez 
w przekrojach prostopadlych do tej plaszczyzny, to w pr6bie jednoosiowego rozci~gania 
zmiana grubo8ci i szerokosci wyci~tej z niej pr6bki powinna bye taka sama (por6wnaj ry
sunek 4.8). Wsp6lczynnik Lankforda R jest wtedy r6wny jednosci. W przypadku warunku 
Barlata dzieje si~ tak, gdy q = 1 natomiast w przypadku kryterium Hilla, gdy qm = 22-m. 

Zauwazmy, ze dla warunku Hilla jedynie przy wykladniku m = 2, stosunek q = 1. Przy
pomnijmy, ze jak to wykazalismy w rozdziale trzecim (por6wnaj (3.19-3.21)), material 
izotropowy, kt6ry nie uplastycznia si~ dla dowolnego kulistego stanu napr~zenia i nie jest 
wra.Zliwy na znak stanu napr~zenia, powinien wykazywat r6wnose napr~zefl uplastycznia
j ~ych Yp = Y1 ( q = 1). Brak tej cechy w przypadku warunku Hilla dla plaskiego stanu 
napr~zenia (PSN) sugeruje, ze odpowiadaj~cy mu warunek w przestrzeni tr6jwymiarowej 
3D nie wykazuje przynajmniej jednej z powyzszych wlasnosci. 

Analizuj~ zaleznosci (4.82) i (4.83) mozna zaobserwowae, ze warunek Hilla z roku 1990, 
dla pewnych zakres6w wykladnika m, umozliwia opis zachowania si~ materialu r6zny od 
opisywanego poprzez warunek kwadratowy z 1948 roku. Zachowanie takie b~ziemy nazy
wae ,anomalnym". Material wykazuje wtedy dla stosunku q < 1 wsp6lczynnik Lankforda 
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RH > 1 i dla q > 1 wsp6lczynnik Lankforda RH < 1. Opisanie takiego zachowania 
warunkiem Barlata nie jest mozliwe. 

A by uniemozliwic , nie-fizyczne" zachowanie si~ materialu, to znaczy zwi~kszanie si~ 
grubosci lub szeroko8ci pr6bki przy jednoosiowym rozciqganiu, wsp6lczynnik R w obu 
przypadkach musi bye wi~kszy od zera. W przypadku warunku Hilla narzuca to dodatkowe, 
opr6cz nier6wnosci (4.80), ograniczenie na stalq q i wykladnik m o postaci: 

(4.84) 

Dla warunku Barlata wsp6lczynnik Lankforda R jest wi~kszy od zera, jezeli tylko spelniona 
jest nier6wnosc (4.81). 

4.3.2 Lokalizacja odksztalcen plastycznych 

Ponizej om6wimy wplyw ksztaltu powierzchni plastycznosci na zjawisko lokalizacji od
ksztalcen. Zaprezentujemy model lokalizacji Marciniaka i Kuczynskiego [78), [79] oraz 
pewne parametry pomocne w okreslaniu wplywu ksztaltu powierzchni na formowalnosc 
blach. 

lstotne Z punktu widzenia mozliwej lokalizacji odkszta}cen Sq stany napr~zenia, kt6re 
spelniajq r6wnania (3.37) i (3.38). R6wnania te w przypadku anizotropii normalnej przyj
mujq ponizszq form~ dla warunku Hilla: 

(4.85) 

i dla warunku Barlata: 

lub (4.86) 

gdzie funkcje K1 i K2 wyra:iajq si~ zaleznosciami (3.62). Dla plaskich tensor6w napr~ze
nia, kt6re spelniajq powyzsze r6wnania, stowarzyszone z odpowiadajqcymi im warunkami 
prawa plyni~cia przewidujq plaski stan plyni~cia. R6wnanie (3.38) dla rozwa:ianych wa
runk6w jest spelnione dla tych samych wartosci napr~zen i nie zalezy od stosunku q. Z 
r6wnania tego wynika, ze plaskiemu dewiatorowi napr~zenia odpowiada plaski stan od
ksztalcenia w rozwazanej plaszczyznie. Rozwiqzania r6wnania {3.37) zalezq od q a tyro 
samym od R. 

Dla dalszych rozwa:ian przydatne b¢zie wprowadzenie poni:iszych oznaczefl dla anali
zowanych kierunk6w napr~zefl: 

~- 0'12 
fJ- ' 

O'n 
(4.87) 

gdzie O'ij Sq skladowymi plaskiego tensora napr~zenia w bazie { ei}· 
Zdolno8c do formowania (formability) metali w duzym stopniu zalezy od ksztaltu po

wierzchni plastycznosci ze wzgl~du na stowarzyszono8c prawa plyni~cia. Zdolnosc ta opi
sywana jest zwykle za pomocq wykresu odksztalcen granicznych w przestrzeni odksztalcen 
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gl6wnych (forming limit diagram- FLD) powyzej kt6rych nast~puje lokalizacja odksztal
cen. W przypadku blach lokalizacja taka objawia si~ na dwa zasadnicze sposoby: przew~ 
zenia (thinning) i szyjkowania (necking). Trzeci spos6b lokalizacji okre~lany jako utrata 
stateczno~ci przez material wi~e si~ z powstaniem pasm lub warstw po~lizgu i nie b¢zie 
przedmiotem niniejszych rozwaZan (por6wnaj [32]}. Z przew~zeniem b¢ziemy mieli do 
czynienia, gdy spelnione jest r6wnanie (3.38) opisuj~ce powstanie plaskiego stanu odksztal
cenia (PSO) w plaszczyznie blachy, a z szyjkowaniem wtedy, gdy spelnione jest r6wnanie 
(3.37) opisuj~ce powstanie PSO w jednym z przekroj6w blachy. 

~~h8 jhA I r----------------m~~~~l~---------4--et 

l e3 

Rysunek 4.9: Modellokalizacji odksztalcen w materiale o symetrii kubicznej przy r6wno
miemym rozciqganiu blachy. 

Najcz~ciej wykorzystywanym modelem lokalizacji odksztalcen jest model Marciniaka i 
Kuczy:Ilskiego (78), (79). Zaklada on, ze w blasze o grubooc hA (strefa A) istnieje pewna im
perfekcja (strefa B) o mniejszej grubo~ci h8 (por6wnaj rysunek 4.9). Przy zalozonej t§cieZce 
napr~zenia w strefie A ~ledzona jest ~ciezka odksztalcen i ich pr¢ko~ci w strefie B. Wyko
rzystywane s~ r6wnania r6wnowagi na granicy dw6ch stref, r6wnania ci~glooci pr~dkooci 
odksztalcen oraz dana powierzchnia plastyczno~ci i stowarzyszone z ni~ prawo plyni~cia 
w obu strefach. Na podstawie analizy ~ciezki odksztalcen wyznaczane s~ odksztalcenia 
graniczne w strefie A powoduj~ce lokalizacj~ odksztalcen w strefie B. W pracach [12] i (76) 
przedstawiono rozszerzenie tego modelu na materialy anizotropowe przy dowolnej funkcji 
opisuj~cej powierzchni~ plastycznooci oraz zaproponowano pewne parametry okr~laj~e 
ciqgliwo~c (stretchability) dane go materialu przy zadanym ksztalcie powierzchni plastycz
nosci. 
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Kiedy mamy do czynienia ze stanami napr~zen dla kt6rych kierunek pr~koaci defor
macji jest taki, ze: 

(4.88) 

wi~kszo8c modeli lokalizacji przewiduje, ze odksztalcenia graniczne zalezll: od zdolnoaci 
materialu blachy do przeciwstawiania si~ przew~zeniu, gdyz lokalizacja w strefie B odpo
wiada wtedy wytworzeniu si~ w niej stanu napr~zenia odpowiadaj«lcego r6wnaniu (3.38). 
Zdolno8c ta w duzym stopniu zalezy od warto8ci wsp6lczynnika Lankforda R. Im rna on 
wi~kszll: warto8c, tym zdolno~c do przeciwstawiania si~ przew~zeniu jest wi~ksza. 

Jak wykazano w pracach [12] i [76] odporno~c materialu na drugi typ lokalizacji- szyj
kowanie zwi«lzany z r6wnaniem 3.37 w malym stopniu zalezy od wsp6lczynnika Lankforda. 
Z szyjkowaniem mamy do czynienia dla stan6w w kt6rych p = D2 / D1 > 0. W pracy 
[76] wprowadzono dodatkowe parametry charakteryzujli:Ce wplyw ksztaltu powierzchni na 
formowalno8c metali przy stanach napr~zenia prowadz«lcych do szyjkowania. Jednym z 
nich jest parametr Pw zdefiniowany w ponizszy spos6b. Niech w oznacza ~t pomi~zy 
kierunkiem imperfekcji, w kt6rej nast~puje lokalizacja a kierunkiem walcowania, wtedy: 

yfn(U; 
Pw= ~ , 

p 
(4.89) 

gdzie Y;nax maksymalne z napr~zen gl6wnych odpowiadqj«lcych lokalizacji w imperfekcji. 
Lokalizacja odksztalcenia nast<~:pi pod ~tern w dla kt6rego parametr Pw osi«lga minimum. 

Na rysunku 4.9 przedstawiono schemat wyznaczania funkcji Pw dla material6w o sy
metrii kubicznej. Zakladamy w strefie A zr6wnowazony stan dwuosiowego rozcill:gania: 

A [ Yp 0 l u -+ 0 Yp . (4.90) 

Ka:ldy z kierunk6w w materiale jest wtedy kierunkiem gl6wnym. Stwierdzono, ze taki 
stan napr~zenia, w przypadku material6w o symetrii kubicznej, daje zwykle maksymalne 
odksztalcenia graniczne. Zakladamy ~t w orientujli:CY imperfekcj~ w kt6rej nast~puje 
lokalizacja. Dla tego typu material6w i takiej ~ciezki napr~zenia pozostaje on staly w 
procesie deformacji. Zgodnie z modelem Marciniaka korzystamy z r6wnan r6wnowagi: 

(4.91) 

oraz r6wnania ciClglo~ci: 
(4.92) 

Na podstawie funkcji plyni~ia i prawa wzmocnienia okrffilamy stan napr~zenia w strefie 
B oraz odksztalcenia graniczne w strefie A przy kt6rych nast~puje lokalizacja, to znaczy 
gdy: 

B Df 
p = nr--+ 0. (4.93) 
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Wartosc funkcji Pw jest wtedy r6wna: 

P,w = Y/so 
Y." p 

87 

(4.94) 

W przypadku materialu ortotropowego wystwuje dodatkowa trudno8c zwi~zana z tym, 
ze w procesie deformacji zmienia si~ ~t w. Reorientacja imperfekcji, w kt6rej nastwuje 
lokalizacja, wynika z tego, ze D~ ::j:. Dt. W przypadku material6w izotropowych lub o 
anizotropii normalnej funkcja Pw jest stala i nie zaleiy od przyj~tej orientacji imperfekcji 
i wynosi 

Y, 
Pw = P= Y., 

p 
(4.95) 

gdzie Y, okre8la maksymalne z napr~zen gl6wnych, przy kt6rych w materiale osi~any jest 
plaski stan plyni~cia. 1m wi~ksza wartosc parametru P, tym lepsza odporno8c materialu 
na szyjkowanie i wi~ksza ci~liwosc blachy ze wzgl¢u na wi~ksze odksztalcenia graniczne. 

Parametr P dobrze opisuje maksymalne odksztalcenia graniczne mozliwe do osi~i~ 
cia w materiale. Jak wspomnielismy osi~gane s~ one zwykle przy stanie r6wnomiernego 
dwuosiowego rozci~ania. Ksztalt wykresu odksztalce:D. granicznych dla r6znych sciezek od
ksztalcenia, gdzie 1 > p > 0 moze si~ jednak r6znic w zaleinosci od przyj~tej powierzchni 
plastycznosci, nawet jezeli wartosc P jest taka sama. Do zaprezentowania tego efektu sluzy 
zaproponowany przez Liana i innych ((76]) wykres wzmocnienia wynikaj~cy z ksztaltu po
wierzchni granicznej (Yield Surface Shape Hardening Diagram - YSSHD) zdefiniowany dla 
material6w izotropowych i o anizotropii normalnej. Pokazuje on zalezno8c mi~dzy sciei~ 
odksztalcenia p = D 2/ D 1 a wartosci~ odpowiadaj~cego jej krytycznego maksymalnego na
pr~zenia gl6wnego odniesionego do wartosci krytycznej Yp. Efekt wzmocnienia wynikaj~cy 
z ksztaltu powierzchni granicznej mozna wytlumaczyc nastwuj~co. w przypadku imper
fekcji prostopadlej do kierunku maksymalnego napr~zenia gl6wnego w strefie A, scieika 
odksztalcen w strefie A - ~ pozostaje stala w procesie deformacji natomiast w strefie B 
zmienia si~ d~z~c do wartosci pB = 0. Zmiana tej sciezki oraz warunek ci~lo8ci powoduje 
wzrost napr~zen granicznych w imperfekcji, kt6ry przeciwstawia si~ rozwojowi plyni~cia 
plastycznego. Nalezy podkre8lic iz wzmocnienie to obserwowane jest r6wniez wtedy, gdy 
material nie wykazuje wzmocnienia odksztalceniowego (strain-hardening). 

W dalszym ci~gu por6wnamy om6wione powyzej parametry dla blach o r6znych tek
sturach i przy r6znych powierzchniach plastycznosci. WskaZemy na tekstury korzystne z 
punktu widzenia formowania element6w metalowych. Zalezno8c tych parametr6w od zasto
sowanego stopnia n proponowanej powierzchni plastyczno8ci fl'(l) wskazuje na mozliwo8c 
alternatywnej interpretacji tego wykladnika. 
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4.4 Por6wnanie powierzchni plastycznosci fl'(1), fl'(2) i fl'(3) 

z powierzchniami fenomenologicznymi 

4.4.1 Blachy izotropowe 

W tej cz~ci pracy por6wnamy ksztalt omawianych w rozdziale trzecim fenomenologicznych 
powierzchni plastyczno~ci z powierzchniami proponowanymi. W ~r6d powierzchni propo
nowanych skoncentrujemy si~ na powierzchni ft'(l), choc podamy r6wniez pewne rezultaty 
dotycz~e powierzchni .F<3>. Powierzchnia .F<2> r6zni si~ od powierzchni p(l) wyl~nie 
wsp6lczynnikiem o: (por6wnaj wzory (4.24), (4.42) i (4.44)). Powierzchnie te maj~ ten 
sam ksztalt dla materialu o danej teksturze, a r6zni(} si~ wyl(}cznie rozmiarem. Stowarzy
szone z tymi powierzchniami prawa plyni~cia b~d(} wyznaczae ten same kierunki gl6wne 
tensora pr~ko~ci defonnacji plastycznej dla zadanej sciezki napr~enia. Ze wzgl~u na 
powyzsze wlasnosci powierzchnia F(2

) nie wyst~uje w dalszej analizie. 
Rozwa.Zae b~ziemy blachy o r6znych teksturach, w kt6rych pojedyncze ziarna maj(} 

siec typu A1. PokaZemy jaki wplyw na cechy ksztaltowanej blachy rna jej tekstura krysta
lograficzna. Por6wnamy ksztalt poszczeg6lnych powierzchni plastyczno8ci oraz jego wplyw 
na poz~ane i niepoz~ane cechy fonnowanych blach. 

W tym podrozdziale zostanie przedstawione zachowanie si~ blach, kt6re SC} izotropowe 
zar6wno w plaszczyZnie o nonnalnej e3 , jak i w swoich przekrojach (patrz rysunek 4.8). 

Jezeli do opisu plastycznego plyni~ia takiej blachy zastosuje si~ kryterium uplastycz
nienia Hilla z 1990 roku, to przyjmie ono postac (3.50). Poniewai opisujemy blach~ izo
tropow(} przyjmiemy, ze wsp6lczynnik Lankforda Rn (wz6r (4.82)) jest r6wny jednosci. 
W przypadku warunku Barlata z 1989 roku wykorzystuje si~ fonn~ (3.62) tego warunku. 
Przyjmiemy, podobnie jak w przypadku warunku Hilla, R8 (wz6r (4.83)) r6wny jednosci. 
Zauwa.Zmy, ze wsp6lczynnik q ( wz6r ( 4. 79)) w przypadku warunku Hilla wynosi wtedy: 

Yp 2-m 
q--- 2--.R - Yi- ' (4.96) 

a dla warunku Barlata 
Y. 

q = ~ = 1. ( 4.97) 

Warunki dane r6wnaniami (3.50) i (3.62) w przypadku izotropii blachy maj(} postae: 

• warunek Hilla 
(4.98) 

• warunek Barlata 

(4.99) 

gdzie funkcje K1 i K~ d;me s~ zalezno~ciami (3.62), natomiast niezmienniki tensora napr~ 
zenia wyst~uj~Ge. w; r4Wnaniu (4.98) wyra.Zaj(} si~ poprzez skladowe tego tensora wedlug 
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wzor6w (3.231) i (3.251). W napr~zeniach gl6wnych niezmienniki te mozna zapisa.C w na
st~puj~cej postaci: 

(4.100) 

Warunek Barlata redukuje si~ zatem w tym przypadku do propozycji Logana i Hosforda 
z roku 1980, natomiast warunek Hilla odpowiada propozycji IV w jego pracy z roku 1979 
(patrz wz6r 4 · 10, str. 189 w [51]) przy zalozeniu, ze r = 1. 

Warunek Hilla 1990 

a) 2.0 ,.---~-......;;;~,~;.......-....,..---...., 

~ 
yl 

-2.0 .__ __ ...~.-__ ......~-__ __. __ __. 

-2.0 -1.0 1.0 l.O 

c) 

b) lA----~--~--~~--~--~--...., 
~ 
y1 

0.0 I----E+--++=t--=1f-t+---t--t++-+-if+-t-7---l 

1.0 ~--:.1:----:~-~=-----~-""""":"-!:--~ 
-3.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0{2 0' 3.0 

~ 

Y1 

Warunek Barlata i Liana 1989 

Oir=O 
13~-~--~--~--~ 

~ 
yl 
u J------l,gs,<.---+---=-±--~iH-1 

-1~1~-.l __ ..._, __ o_..o ___ o~.,~a=-1-1 ~u 

d) yl 
1.0 ,..--__,..-...,...-.... 1;.;.1.,.--:22:::;...,--...,.--...., 

~2 
y1 

0.0 1+--+----+--+---'~~~""-ii 

Rysunek 4.10: Przekroje przez powierzchnif( plastycznosci Hilla z 1990 rolru: (a) o-12 = 0 
i {b) o-11 = o-22 oraz przez powierzchnif( Barlata i Liana z 1989 rolru: (c) 0"12 = 0 i {d) 
au = o-22 dla r6inych wartosci wykladnika m. Blacha jest izotropowa: Rn = RB = 1.0. 
Wszystkie wartosci zostaly odniesione do naprf(ien 9ranicznych Y1• 

Na rysunku 4.10 zaprezentowano przekroje o-12 = 0 oraz au = o-22 omawianych powyzej 
powierzchni o r6znych warto8ciach wykladnika m. Dla m = 2 w obu przypadkach otrzy
mujemy elips~ odpowiadaj~c~ powierzchni Hubera-Misesa. Ksztalt powierzchni Hilla ulega 
duzo wi~ks:zym zmianom ze wzrostem stopnia m funkcji plyni~cia. Maksymalne wartosci 
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Warunek I Wykladnik II Yi = Y2 [rc] I q = ~ I ~ 
I I 

n=1 1.976 1.003 0.577 
p{l) n=3 1.993 1.000 0.568 

n=6 2.072 0.997 0.548 
n=20 2.078 0.994 0.525 

n=1 1.996 1.002 0.577 
p{3) n=3 2.033 1.000 0.580 

n=6 2.136 0.999 0.571 
n=20 2.202 1.001 0.563 

II Hill 1990 I m=l.5 I L26o 1 o.6o6 II 
II Barlat 1989 I m=8 1 1 1 o.545 11 

Tablica 4.2: Wartosci naprt:ien granicznych dla stan6w napneien {9.1,2-9.1,5) wedlug odpo
wiednich powierzchni plastycznosci. 

napr~ze:fl granicznych otrzymujemy dla m ~ 1.0, natomiast minimalne dla m ~ oo. W 
przypadku powierzchni Barlata i Liana ksztalt przekroju podlega duzo mniejszym zmia
nom. Maksymalne wart~ci napr~e:fl granicznych otrzymujemy dla m = 2. Minimalne 
warto~ci napr~ze:fl granicznych odpowiadajc:J: dla m --+ oo lub m --+ 1, gdy ksztalt po
wierzchni zbliza si~ do ksztaltu powierzchni Tresci. 

W dalszym cic:J:gu por6wnamy ksztalt powyzszych fenomenologicznych powierzchni pla
styczno~ci Hilla i Barlata z ksztaltem powierzchni opisanej wzorem (4.42). Izotropi~ ma
terialu opisano w spos6b przyblizony przez jednorodny rozklad orientacji 2000 ziaren o 
sieci typu Al. Spos6b podzialu przetrzeni qt6w Eulera dla uzyskania takiego rozkladu 
mozna znalezc w monografii [56] lub [21]. Warto~ci napr~e:fl granicznych Y1 = Y2, Yp i k 
(patrz testy (3.42-3.45)) w zalein~ci od wykladnika n zamie8cili~my w tabeli 4.2. Wart~c 
napr~e:fl granicznych w pr6bie jednoosiowego rozcic:J:gania Yi ~ 2rc. Odpowiada to war
t~ciom otrzymywanym w obliczeniach wykorzystujc:J:cych model Sachsa. Przypomnijmy, 
ie warto~cic:J: tc:J: mozemy sterowae wykorzystujc:J:c powierzchni~ P<2> (patrz wzory (4.42) i 
(4.43). Dla kryterium Barlata i Liana przyj~li~my wedlug sugestii autora m = 8. Wart~ 
t~ uwaia on za prawidlowc:J: dla metali o sieci typu Al. Natomiast dla powierzchni Hilla 
przyj~li~my m = 1.5, r6wniez wedlug sugestii autora warunku. 

Ksztalt powierzchni P<1> (patrz rysunek 4.11) ze wzrostem wykladnika n zbliza si~ 
do powierzchni Tresci, natomiast ksztalt powierzchni P<3> niezaleinie od wzrostu wyklad
nika n pozostaje zblizony do elipsy Hubera-Misesa. Zauwazmy, ze obie te powierzchnie 
w przypadku izotropii dajc:J: wart~c q bardzo bliskCJ: jedno~ci niezaleznie od n. Ksztalt 
powierzchni P<1> jest zblizony do ksztaltu powierzchni plastyczno~ci Bishopa-Hilla dla izo
tropii zaprezentowanej na rysunkach 3.7 oraz 3.9. Nalezy zaznaczyc, ze powierzchnie P<1> i 
P<3> stanowic:J: dwa graniczne przypadki powierzchni zdefiniowanej r6wnaniem (4_.22), kiedy 
przyjmujemy, ze kaida orientacja rna ten sam biCJ:d ulozenia, a zatem dla kaidego ziarna 
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a) 

c) 

~~~~--~~----~--~~,----~u 
~I 
yl 

b) 

1 ~,---u~--~u--~--~u--~~G~u 

yl 
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Rysunek 4.11: Przekroje przez powierzchni~ plastycznosci P<1): (a} u12 = 0 i {b) u11 = u-n 
oraz przez powierzchni~ P<3>: {c) u 12 = 0 i {d) u11 = O"-n dla r6inych wartosci wykladnika 
m. Izotropowy rozklad orientacji zostal zamodelowany za pomocq 2000 ziaren. Wszystkie 
wartosci zostaly odniesione do napr~ienia granicznego Yi. 

n = n9 • Wystepuj~cy w r6wnaniu (4.22) wykladnik p, w przypadku funkcji P<1> jest r6wny 
wykladnikowi 2n, a w przypadku P<3) jest r6wny jedno8ci. Wykladnik J.L o warto8ciach 
mi~zy 2n i jeden b~zie dawal powierzchni~ zachowuj~c~ si~ w spos6b po~redni wobec 
powierzchni P<1> i P<3). 

PoW}'Zsza obserwacja pozwala na powi~anie wykladnika J.L z wplywem oddziaJywail 
pomi~zy ziarnami na uplastycznienie. Im J.L wyzsze, tym ten wplyw mniejszy. Oddzialy
wanie zjawisk zachodz~cych pomi~dzy ziarnami na uplastycznienie polikrysztalu zwi~ksza 
si~ ze zmniejszaniem si~ srednicy ziaren. Wydaje si~ zatem, ze wykladnik J.L mozna zwi~ac 
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a) 
~2= 0 - ~r6wnanie powierzchni plastycmo§ci 

u.---------.-----------,.-------,---------. 

-9.7 0.7 1.4 

b) 
o.a.------,..--------,--------,-------,----------, 

oL-----L-----~-----L--~--L-~L--~ 
0 0.4 0.1 1.2 1.6 

Rysunek 4.12: Por6wnanie powierzchni plastycznosci P<1> dla r6inych wartosci wykladnika 
n z powierzchniq plastycznosci Hilla (m = 1.5) i powierzchniq plastycznosci Bar(ata i Liana 
(m = 8); (a) - przekr6j a 12 = 0 i {b) - przekr6j au = 0'22. 
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ze sredni~ wielk<>Sci~ ziarna w agregacie. Wedlug zaproponowanej interpretacji powierzch
nia fl'(3) opisuje zatem polikrysztal, w kt6rym ziarna maj~ mal~ srednic~ i oddzialywanie 
zjawisk zachodz~ych pomi~dzy ziarnami rna duzy wplyw na uplastycznienie, w przypadku 
powierzchni fl'(l) oddzialywanie to w og6le nie jest uwzgl~dnione i polikrysztal traktowany 
jest jak pojedynczy krysztal o NGR x M systemach poslizgu. 

Na rysunku 4.12 przedstawiono por6wnanie ksztaltu powierzchni plastyczn<>Sci fl'(l) 

przy r6znym n z powierzchni~ plastycznosci Hilla (m=l.5) i powierzchni~ plastyczn<>Sci 
Barlata i Liana (m=8). Najlepsz~ zgodnosc proponowane kryterium fl'(l) wykazuje z kry
terium Barlata, jezeli przyjmiemy n = 6. Warunek Barlata daje t~ sam~ liczb~ narozy i 
pojawiaj~ si~ one dla tych samych stan6w napr~zenia. Ksztalt powierzchni Hilla w spos6b 
znacz~y odbiega w analizowanym przypadku od pozostalych powierzchni plastycznosci. 

II Warunek I Wykladnik II R = ~ I P = ~ II 
n=1 1.014 1.153 

ft'(l) n=3 1.030 1.141 
n=6 1.055 1.103 
n= 20 1.129 1.049 
n=1 1.012 1.154 

fl'(3) n=3 1.015 1.165 
n=6 1.028 1.150 
n= 20 1.054 1.134 

II Hill 1990 I m=1.5 1 1.036 

II Barlat 1989 I m=8 1 1.089 

Tablica 4.3: Wartosci wsp6lczynnika Lankforda R oraz parametru P wedlug odpowiednich 
powierzchni plastycznosci. 

Przejdziemy teraz do analizy parametr6w zwi~anych z procesem plastycznego plyni~ 
cia, a mianowicie wsp6lczynnika Lankforda R oraz parametru P opisanego w poprzed
nim podrozdziale. PokaZemy r6wniez wykresy wzmocnienia zwi~anego z ksztaltem p<r 
wierzchni plastyczn<>Sci omawiane w poprzednim podrozdziale. PoniewaZ mamy do czy
nienia z blach~ izotropow~, wsp6lczynnik R jest z zalozenia r6wny jedn<>Sci dla warunk6w 
fenomenologicznych. Dla powierzchni plastycznosci fl'(l) i F(3) jest on zblizony do jed
n<>Sci ze wzgl¢u na przyblizony spos6b opisu izotropii. Wartosci wsp6lczynnika R oraz 
parametru P zamie8cilismy w tabeli 4.3. 

Warto8c parametru P maleje ze wzrostem wykladnika n zar6wno dla powierzchni pla
styczno8ci fl'(l) jak i fl'(3). W przypadku powierzchni PC3) warto8c jego maleje duzo wolniej 
i stabilizuje si~ na duzo wi~kszej wartosci niz dla powierzchni fl'Cl). Efekt ten mozna dobrze 
zaobserwowac na rysunku 4.13 przedstawiaj~cym zaleznosc tego parametru od wykladnika 
n. Przypomnijmy, ze im wi~ksza warto8c tego parametru, tym lepsze zdolnosci blachy do 
formowania. Wykres z rysunku 4.13a warto por6wna.C z wykresem na rysunku 4.1. Bardzo 
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Rysunek 4.13: Zaleinosc parametru P od wykladnika n: a) dla powierzchni plastycznosci 
F(l) i b) dla powierzchni P<3>. 
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a) 

b) 

Wykres YSSHD- powierzchnia F(J) 

n=l 
····· n=3 
-· n=6 

·- n=20 

0.98 -~------=-'=------=-'"=------==----::-'-:::------::-':------' 
o.o 0.2 0.4 p = Dn o.6 o.8 1.0 

Dn 

Wykres YSSHD - powierzchnia F (JJ 
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h ........... . n=l 
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Rysunek 4.14: Wykres wzmocnienia zwiqzanego z ksztaltem powierzchnia plastycznosci 
{YSSHD) wedlug warunku Hilla (m = 1.5), warunku Barlata i Liana (m = 8) oraz : a) 
dla powierzchni plastycznosci F(l) i b) dla powierzchni p(a). 
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zblizony charakter tych wykres6w wskazuje, ze zdolno~e do formowania blachy, przy sta
nach napr~zenia dla kt6rych p = D2 / D1 jest wi~ksze od zera, mozna powiqzae z energiq 
bl~u ulozenia. Im wart~e energii bl~du ulozenia wi~ksza, tym mozemy osiqgnqz wi~ksze 
odksztalcenia graniczne. Z kolei wysoka warto~e parametru P w przypadku powierzchni 
P<3> niezaleznie od n w powiqzaniu z interpretacjq tej powierzchni wskazuje na lepszq 
formowaln~e blach, w kt6rych mamy do czynienia z malq wielk~ciq ziarna. 

N a rysunku 4.14 zamie~cili~my wykres wzmocnienia zwiqzanego z ksztaltem powierzchni 
plastyczn~ci (YSSHD) dla analizowanych warunk6w fenomenologicznych oraz powierzchni 
fl'(l) i P<3>. Podobienstwo tych wykres6w wskazuje na podobienstwo odpowiednich wy
kres6w odksztalcen granicznych (FLD) dla r6znych ~ciezek odksztalcenia takich, ze p = 
D2/ D 1 > 0. Zblizony ksztalt powierzchni Bar lata i Liana przy m = 8 oraz powierzchni 
P<1> przy n = 6 powoduje, ze r6wniez odpowiadjqce im wykresy YSSHD sq zblizone. Wy
kres otrzymany dla warunku Hilla przy m = 1.5 odpowiada wykresowi dla powierzchni 
fl'(l) przy n = 20. Wykresy otrzymane dla powierzchni P<3> ponownie wskazujq na wyso
kie wart~ci odksztalcen granicznych otrzymywane przy r6znych ~ciezkach odksztalcenia 
w przypadku polikrysztalu o malej ~rednicy ziaren. 

4.4.2 Blachy o anizotropii normalnej 

Przejdziemy teraz do opisu blach, kt6re Sq izotropowe w plaszczyznie o normalnej e3 (patrz 
rysunek 4.8), natomiast anizotropowe w swych przekrojach. Rozwa:lymy szczeg6lne przy
padki anizotropii normalnej wynikajqce z powstawania w blasze tekstury {hkl}(uvw), gdzie 
kierunek { hkl} okre8la plaszczyzn~ krystalograficznq r6wnoleglq do plaszczyzny blachy, 
natomiast ( uvw) moze bye dowolny. Powstanie tego typu tekstury moze bye wynikiem 
pewnych proces6w technologicznych takich jak np. przeciqganie. Rozpatrzymy cztery 
szczeg6lne przypadki takich tekstur, kt6re mogq pojawie si~ w materialach: {001}(uvw), 
{Oll}(uvw), {111}(uvw) i {211}(uvw). Najcz~ciej spotykanq teksturqjest tekstura 
{111}(uvw), kt6ra pojawia si~ w walcowanych i wyzarzanych stalach niskow~glowych. 

W tablicy 4.4 zestawiono warto~ci napr~zen granicznych otrzymanych w testach (3.42-
3.43) ustalone na podstawie powierzchni fl'(l) (4.24) dla r6znych warto~ci wykladnika n. Do 
otrzymania wlasn~ci izotropowych w plaszczyznie blachy wystarczylo przyj~ie 30 orienta
cji ziaren o r6znym (uvw). Wszystkie ziarna majq siee typu A1. Przy wykorzystaniu okre
~lonych wart~ci napr~en granicznych przy jednoosiowym rozciqganiu Y~, dwuosiowym 
r6wnomiemym rozciqganiu Yp oraz czystym ~cinaniu k ustalono postae funkcji opisujqcych 
warunek Hilla (3.50) przy m = 1.5 i Barlata (3.62) przy m = 8. Funkcja plyni~ia Hilla 
zostala ustalona na dwa sposoby: przy zalozeniu jako znanych napr~zen granicznych Yi i 
Yp oraz przy zalozeniu jako znanych k i Yp . Zauwa:lmy, ze dla powierzchni plastyczn~ci, 
kt6re majq wlasn~ci (3.19) spelnionajest r6wnose (3.21), a zatem wartose napr~zenia gra
nicznego Yp odpowiada napr~zeniu granicznemu przy sciskaniu lub rozciqganiu w kierunku 
prostopadlym do plaszczyzny blachy. 

Otrzymana postae powierzchni P<1> ( 4.24) ustalonej dla agregatu ziaren r6zni si~ znacz
nie przy zmianie tekstury i parametru n. Og6lnie mozna zauwa:lye, z~ wraz ze wzrostem n 
(to znaczy przy spadku energii bl~du ulozenia lub kqta 0 0 opisujqcego szerokose rozrzutu 
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Typ tekstury {001}(uvw) {Oll}(uvw) 
n 1 3 6 20 1 3 6 20 

Fll)_ Yi[rc] 1.764 1.864 1.990 2.051 2.037 2.062 2.183 2.251 
FllJ_ k[rc] 1.080 1.178 1.234 1.246 1.155 1.138 1.166 1.175 

f'{l)_ q = Y,/Y1 0.866 0.963 1.036 1.134 1.061 0.977 1.001 1.051 
FllL R 0.500 0.378 0.249 0.192 1.250 1.189 0.956 0.341 

k8 [rc] - 1.071 1.055 1.051 1.067 1.155 1.188 1.184 
RH - 0.478 1.660 4.469 2.204 0.661 1.012 1.978 

'Yrlf1 [rc] 1.583 1.773 1.915 1.999 1.853 1.798 1.872 1.924 
qHt = Yp/Yrlft 0.965 1.012 1.077 1.163 1.165 1.121 1.167 1.230 

Rlft 0.140 0.336 0.492 0.708 0.545 0.366 0.416 0.524 
kH2[Tc] 1.296 1.274 1.306 1.292 1.322 1.397 1.460 1.467 

Rlf2 0.341 0.440 0.581 0.775 0.779 0.678 0.783 0.929 

Typ tekstury {111}(uvw) {211}(uvw) 
n 1 3 6 20 1 3 6 20 

F{l)_ Yi[rc] 2.160 2.072 2.158 2.174 2.037 2.011 2.061 2.062 
F{l)_ k[rc] 1.183 1.098 1.097 1.087 1.155 1.116 1.109 1.053 

FllJ q = Y,/Yi 1.225 1.363 1.468 1.616 1.061 1.094 1.122 1.167 
FllJ_ R 2.000 3.029 7.003 381 1.250 1.517 1.977 2.808 

k8 [Tc] 1.094 1.042 1.082 1.088 1.067 1.041 1.059 1.051 
RH 9.125 22.87 42.16 92.17 2.204 3.113 4.017 5.904 

Yf 1 [rc] 1.988 1.900 1.939 1.955 1.853 1.817 1.832 1.778 
qHt = Yp/Yrl1t 1.331 1.487 1.634 1.797 1.165 1.211 1.262 1.354 

Rl1t 0.917 1.251 1.516 1.906 0.545 0.619 0.680 0.784 

k112 [rc] 1.321 1.225 1.251 1.233 1.322 1.287 1.304 1.284 
Rlf2 1.172 1.563 1.955 2.406 0.779 0.885 1.005 1.228 

Tablica 4.4: Napr~ienia graniczne otrzymane w testach {9.42-9.45) i ustalone dla po
wierzchni P<1> o r6inym n {wzory (4.98-4.41) dla tekstur dajqcych izotropi~ plaskq. 
Oznaczenia: 
B - Waronek Barlata m = 8, do definicji powierzchni wykorzystano stale Y1 i Yp (wzory 
4· 78); 
H1 - Waronek Hilla m = 1.5, do definicji powierzchni wykorzystano stale Yp i k (wzory 
4. 77); 
H2 - Warunek Hilla m = 1.5, do definicji powierzchni wykorzystano stale Yp i Yi (wzory 
4.77), 
pogrubionq czcionkq wyr6iniono przypadki ,anomalnego" zachowania materialu. 

orientacji wok6l orientacji idealnej) wyostrzaj~ si~ naroza oraz w - wi~kszosci przypadk6w 
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a) 

b) 
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Rysunek 4.15: Przekroje przez proponowanq powierzchni~ plastycznosci .F<1> o r6inych 
wartosciach wykladnika n: a) przekr6j u 12 = 0, b) u 11 = u 22 dla tekstur {001 }(uvw) i 
{011 }(uvw). 

nastwuje zwi~kszenie wart~ci napr~zeil granicznych dla materialu. 
Dla tekstury {001 }(uvw) (rysunek 4.15) naroza pojawiaj~ si~ dla stan6w napr~zenia 

gdzie a = 0'22/un = 1 (wz6r (4.871) oraz dodatkowo dla dw6ch kierunk6w o a < 0 w 
przekroju fJ = 0'12/an = 0 (wz6r 4.872). W przekroju a = 1 mamy dodatkowe naroza 
dla stan6w przy kt6rych fJ > 1. Blacha o takiej teksturze wykazuje najwi~ksz~ w~r6d 
analizowanych warto~c napr~zenia granicznego przy ~cinaniu w stosunku do wartooci na
pr~zenia granicznego Tc. W sr6d por6wnywanych powierzchni fenomenologicznych lepsze 
przyblizenie warto~ci napr~zeil granicznych otrzymujemy przy zastosowaniu powierzchni 
Hilla (por6wnaj rysunki 4.16 i 4.17), szczeg6lnie dla stan6w w kt6rych a< 0 i wystwuj~ 
napr~zenia ~cinaj~e (fJ =f. 0). Warunek Barlata o parametrach materialowych wyznaczo
nych z warunku proponowanego dla n = 1 nie spelnia warunku wypuklo~ci (4.81) dlatego 
nie zostal zamieszczony na rysunkach 

W przypadku tekstury {011 }(uvw) (rysunek 4.15) naroza wystwuj~ ponownie dla stanu 
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Tekstura {OOJ}(uvw)- przekroje a 12= 0 

n=l 
Jr-~~~----~~~----~----~ 

On 
'tc 

lr-~~~-/~/-_...~-~-·:.+-~------... +.~--~~--~ 

ff }~ 

\\ .~../ ./ 
'~:::;:::::::~Z..?.------· 

1------1------if---·-_·· - -- Pow. pro.,.,...,...,. 
----· Oarbt <""""> 
-··-· HID (m-1.5), I Yl, \'p 

~~~----~-----------·---~HW==<~~~-=n·~·~~\~rp~ 
~ 2 ~1 J 

'tc 

n=6 
Jr-~~~----=-~----------------~ 

On 

'tc ~~L--4--~~~~~--~ 

~~~----~------------------------~~ 
~ 2 ~1 J 

'tc 

J 

J 

I 

I 

I 

~~ 
II 
\I 
~ 

n=3 

~ 
;...-·-· 

"""" ,~ ,. 
i 
I 

" ~ 
~ 

~/ 

'- -·-

n=20 

.-· ,__.,__ 
~ 

/ ~~ 
f/' 

j 
"'/ 

~ / 
~ 

>-' ---

" IJ\ 
di 
jl / 

l ~1 J 

'tc 

99 

Rysunek 4.16: Por6wnanie ksztaltu przekroju a 12 = 0 przez powierzchni~ plastycznosci P<1) 

o r6inych wartosciach wykladnika n z przekrojami przez powierzchnie fenomenologiczne: 
dwie powierzchnie Hilla {m = 1.5) - ksztalt powierzchni ustalono na podstawie napr~
ien granicznych Y1 i Y, lub Y1 i k oraz powierzchni~ Barlata i Liana (m = 8); tekstura 
{001 }(uvw). 

a = 1 oraz dla stan6w a-1 = 0 (a11 = 0) i a = 0 (a22 = 0) w przekroju {3 = 0. 
Dodatkowe naroza wyst~puj~ w przekroju a = 1. Tekstura ta charakteryzuje si~ mal~ 
r6znic~ mi~dzy Yi i Y, dla dowolnych n. Przy wzr~cie n obserwujemy tu mal~ zmian~ 
w wart~ciach napr~zeil granicznych. W przypadku takiej tekstury obserwujemy zgodno~c 
pomi~zy powierzchni~ proponowan~ i warunkiem Barlata, szczeg6lnie dla n = 6 ( rysunki 
4.18 i 4.19). 

Tekstura {111 }(uvw) (rysunek 4.20) daje powierzchni~ silnie wydluzon~ w kierunku 
a = 1. Warto~c napr~zenia granicznego Y, jest w tyro przypadku najwi~ksza (przypo
mnijmy, ze kierunek (111) jest kierunkiem o najwi~kszej warto~ci napr~zeil granicznych dla 
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Tekstura {OOJ}(uvw)- przekroj <r1j <r22 
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Rysunek 4.17: Por6wnanie ksztaltu przekroju a 11 = a22 przez powierzchnif( plastycznosci 
j:'(l) o r6inych wartosciach wykladnika n z przekrojami przez powierzchnie fenomenolo
giczne: dwie powierzchnie Hilla {m = 1.5) - ksztalt powierzchni ustalono n~ podstawie 
naprf(ien granicznych Y1 i Yp lub Y1 i k oraz powierzchnif( Barlata i Liana {m = 8}; tek
stura {001}(uvw). 

http://rcin.org.pl



4.4. POR6WNANIE POWIERZCHNI... 

Tekstura {Oll}(uvw)- przekroje a 12 0 
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Rysunek 4.18: Por6wnanie ksztaltu przekroju a 12 = 0 przez powierzchni~ plastycznosci ft'(l) 

o r6inych wartosciach wykladnika n z przekrojami przez powierzchnie fenomenologiczne: 
dwie powierzchnie Hilla {m = 1.5) - ksztalt powierzchni ustalono na podstawie napr~
ien granicznych Y1 i Yp lub Yi i k oraz powierzchni~ Barlata i Liana (m = 8); tekstura 
{011 }(uvw). 

krysztalu o sieci A1 wedlug proponowanego kryterium). Pewne splaszczenie powierzchni 
w kierunku a = -1 powoduje nieznaczne zmniejszenie wartosci napr~zen granicznych ma
terialu o tej teksturze na scinanie w stosunku do pozostalych tekstur. Naroza w przekroju 
/3 = 0 opr6cz kierunku a = 1 wyst~puj~ dla stan6w w kt6rych a > 0. Dla dodatnich 
a lepsze przyblizenie tej powierzchni, szczeg6lnie dla duzych n uzyskujemy wykorzystuj~c 
powierzchni~ Hilla natomiast dla ujemnych a wykorzystuj~c powierzchni~ Barlata (rysunki 
4.21 i 4.22). 

Charakterystyczn~ cech~ powierzchni otrzymanej dla tekstury { 211} ( uvw) ( rysunek 
4.20) jest brak dodatkowych narozy dla stan6w innych niz a = 1 zar6wno w przekroju 
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Tekstura {Oll}(uvw)- przekroj a 11 a22 
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Rysunek 4.19: Por6wnanie ksztaltu przekroju a 11 = a22 przez powierzchnit( plastycznosci 
F(1) o r6inych wartosciach wykladnika n z przekrojami przez powierzchnie fenomenolo
giczne: dwie powierzchnie Hilla {m = 1.5) - ksztalt powierzchni ustalono na podstaw~ 
naprt(ien granicznych Y1 i Yp lub Y1 i k oraz powierzchnit( Barlata i Liana (m-= 8); (ek
stura {Oll}(uvw). 
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a) 

b) 
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Rysunek 4.20: Przekroje przez proponowanq powierzchni~ plastycznosci ft'(l) o r6inych 
wartosciach wykladnika n: a) przekr6j u12 = 0, b) u11 = u22 dla tekstur {111 }(uvw) i 
{211 }(uvw). 

f3 = 0, jak i a = 1. Zauwazmy, ze dla n = 1 tekstura ta daje identyczn~ elips~ jak 
tekstura { 011} ( uvw). Ksztalt powierzchni lepiej przyblizany jest w tym przypadku przez 
powierzchni~ Barlata (rysunki 4.23 i 4.24). 

Warto8ci wsp6lczynnika R dla proponowanej powierzchni oraz warunk6w fenomenolo
gicznych zebrano w tablicy 4.4. Przypomnijmy, ze im wyzsza warto~c tego wsp6lczynnika, 
tym wi~ksza odporno~c materialu na przew~zenie. Warto8c wsp6lczynnika R ulega duzym 
zmianom w zalezno8ci od tekstury i parametru n. 

Zgodnie z proponowan~ powierzchni~ poz~ane cechy pod wzgl~dem mozliwego prze
w~zenia wykazywane s~ przez blachy o teksturze {111}(uvw) i {211}(uvw), a wzrost n 
powoduje dalsze polepszenie tych cech. Warto zaznaczyc, ze bardzo dobre wlasno~ci bla
chy o teksturze { 111} ( uvw) zwi~ane z wyso~ warto8ci~ wsp6lczynnika R byly r6wniez 
obserwowane w eksperymentach [75). Wyso~ warto8c R dla tego typu tekstury otrzymu
jemy r6wniez dla powierzchni Bishopa-Hilla z 1951 roku (por6wnaj rysunek 3.10). 

Duzo mniej odporne na przew~zenie s~ blachy o teksturach {001}(uvw) i {011}(uvw), 
a wzrost n powoduje w tym przypadku dalsze oslabienie materialu pod tym wzgl~em. Za-
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Tekstura {lll}(uvw) - pnekroje a 12 0 
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Rysunek 4.21: Por6wnanie ksztaltu przekroju a 12 = 0 przez powierzchnil( plastycznosci fl'(l) 

o r6inych wartosciach wykladnika n z przekrojami przez powierzchnie fenomenologiczne: 
dwie powierzchn'~ Hilla (m = 1.5) - ksztalt powierzchni ustalono na podstawie naprte
ien granicznych f1 i Yp lub Y1 i k oraz powierzchnite Barlata i Liana {m = B); tekstura 
{lll}(uvw). · 

uwa.Zmy, ze dla. tekstur {001 }(uvw) i {011 }(uvw) otrzymali~my anomalne zachowanie sifil 
mate:ria.lu (R <> 1 przy q >< 1). Zachowanie takie bylo obserwowane w eksperymentach 
wykonym.ny~ na walcowanych blachach aluminiowych (por6wnaj [51]). W pierwszym 
przypadlw dla n = 6 i n = 20 (maly bl~d ulozenia) pomimo Yp > Y1 wart~c R jest 
duzo mniejsza od jedn~ci. Warto~c ta maleje ze wzrostem n. Dla tekstury {(\\\}(uvw) 
powierzchnia proponowana przewiduje r6wniez spadek R ze wzrostem n, ale w t~~ przy
padku jest on blizszy jedno~ci i pocz~tkowo ( n = 1, n = 3) wsp6lczynnik R jest od jedn~ci 
nieco wifilkszy, aby dla n = 6 in= 20 sp~c ponizej tej warto~ci. 

Og6lnie f10zna stwierdzic, ze warunki fenomenologiczne przewiduj~ podobne wart~ci 
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Tekstura {lll}(uvw)- przekroj cr 1j cr22 
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Rysunek 4.22: Por6wnanie ksztaltu przekroju a 11 = a22 przez powierzchnif( plastycznosci 
fl'(l) o r6inych wartosciach wykladnika n z przekrojami przez powierzchnie fenomenolo
giczne: dwie powierzchnie Hilla {m = 1.5) - ksztalt powierzchni ustalono na podstawie 
napT'f(ien granicznych Y1 i Yp lub Yi i k oraz powierzchnif( Barlata i Liana {m = B); tek
stura {011 }(uvw). 
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Tekstura {21l}(uvw)- przekroje CJ 12 0 
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Rysunek 4.23: Por6wnanie ksztaltu przekroju a 12 = 0 przez powierzchnif( plastycznosci F(l) 

o r6inych wartosciach wykladnika n z przekrojami przez powierzchnie fenomenologiczne: 
dwie powierzchnie Hilla {m = 1.5) - ksztalt powierzchni ustalono na podstawie naprf(
ien granicznych Yi i Yp lub Y1 i k oraz powierzchnif( Barlata i Liana (m = 8}; tekstura 
{211}(uvw). 

wsp6lczynnika R o ile odpowiadaj~e im powierzchnie dla a < 0 majC!: zblizony ksztalt, 
choc istniejC!: odst~pstwa od tej reguly. Powierzchnia Barlata dobrze przewiduje wartosci 
wsp6lczynnika R dla tekstur {lll}(uvw) i {211}(uvw), natomiast slabo dla dw6ch pozo
stalych, poniewai nie jest w stanie opisac anomalnego zachowania si~ materialu. Dla tych 
tekstur lepsza jest powierzchnia Hilla, choc przewiduje ona zwi~kszanie si~ R ze wzrostem 
n. 

W tablicy 4.5 zebrano warto8ci parametru P = Ys/Yp (por6wnaj wz6r ( 4.95) w podroz
dziale 4.3.2) dla analizowanych tekstur przy zastosowaniu r6znych powierzchn.i plastycz
nosci. Przypomnijmy, ze parametr ten opisuje zdolno8c blachy do przeciwstawiania si~ 
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Tekstura {2ll}(uvw)- przekr6j cr1f cr22 
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Rysunek 4.24: Por6wnanie ksztaltu przekroju a 11 = a 22 przez powierzchni~ plastycznosci 
F 1> o r6inych wartosciach wykladnika n z przekrojami przez powierzchnie fenomenolo
giczne: dwie powierzchnie Hilla {m = 1.5) - ksztalt powierzchni ustalono na podstawie 
mpr~ien granicznych Y1 i Yp lub Yi i k oraz powierzchni~ Barlata i Liana (m = 8); tek
srura {211}(uvw). 
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Warunek Powierzchnia Barlat Hill (Yi, Yp) Hill (k, Yp) 
p(l) m=8 m= 1.5 m= 1.5 

Typ tekstury {001}(uvw} 
n=1 1.225 - 1.172 1.106 
n=3 1.113 1.0898 1.107 1.087 
n=6 1.053 1.0891 1.078 1.067 
n= 20 1.015 1.0884 1.054 1.049 

Typ tekstury {Oll}(uvw} 
n=1 1.134 1.0889 1.071 1.048 
n=3 1.150 1.0896 1.101 1.057 
n=6 1.077 1.0894 1.091 1.048 
n=20 1.022 1.0890 1.074 1.039 

Typ tekstury {111}(uvw} 
n=1 1.197 1.0876 1.026 1.029 
n=3 1.182 1.0863 1.017 1.019 
n=6 1.024 1.0852 1.012 1.014 
n=20 1.007 1.0836 1.008 1.010 

Typ tekstury {211}(uvw} 
n=1 1.134 1.0889 1.071 1.049 
n=3 1.120 1.0887 1.063 1.042 
n=6 1.091 1.0885 1.057 1.035 
n=20 1.035 1.0881 1.043 1.027 

Tablica 4.5: Por6wnanie wartosci parametru P = Ys/Y, dla warunk6w fenomenologicznych 
i powierzchni proponowanej przy r6inym n. 

szyjkowaniu. Im wi~ksza warto~c tego parametru, tym wi~ksza jest ciC}gliwo~c blachy. W 
przypadku proponowanej powierzchni F'(l) wyznaczono dodatkowo warto~c tego wsp6l
czynnika dla duzego zakresu n (1 ~ n ~ 30). Otrzymane wyniki zamieszczono na rysunku 
4.25. Dla wszystkich analizowanych tekstur parametr P zmniejsza si~ ze wzrostem n, choc 
istniejC} pewne odst~stwa od tej reguly dla malych warto~ci n. Tendencja ta wynika z wy
ostrzania si~ narozy powierzchni. Warto jednak zaznaczyc, ze przy tym samym n istniejC} 
znaczne r6znice w wartooci parametru P dla poszczeg6lnych tekstur. Ze wzgl~u na ksztalt 
powierzchni (por6wnaj rysunek 4.20) przy duzym n (n ~ 5) najlepsze wlMciwo~ci wyka
zujC} materialy o teksturze {211}(uvw}, natomiast najniisze P wyst~uje w przypadku 
tekstury {111}(uvw}. Przy malych n (n < 5) najlepsz<l: formowalnooc wykazujC} materialy 
o teksturze {001}(uvw} (n = 1) i {Oll}(uvw} (n > 1). 

Wartooc parametru P przewidywana przez warunki fenomenologiczne tym lepiej zga
dza si~ z warto~ci<l: otrzymanC} dla powierzchni jj'(l), im bardziej zblizony jest ksztalt tych 
powierzchni dla dodatnich warto~ci a. Warto~c P przewidywana przez warunek Barlata i 
Liana w malym stopniu zalezy od wartooci parametr6w materialowych wykorzy'stywanych 
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Rysunek 4.25: Zaleinosc parametru P = Ys/Y, od wykladnika n i zaloionej tekstury dla 
proponowanej powierzchni plastycznosci fl'(l). 

do okre8lenia odpowiadaj~cej mu funkcji plyni~ia. Warto~c ta zalezy gl6wnie od parame
tru m, kt6ry w przeprowadzonej analizie pozostaje staly (por6wnaj [14) i [76]). Funkcja 
Hilla przy tym samym m dopuszcza d~c duze r6znice w wart~ci P zmieniaj~ si~ w za
lezn~ci od tekstury i w wi~kszo~ci przypadk6w wykazuje lepsz~ zgodn~c z proponowan~ 
powierzchni~. 

Przejdziemy teraz do om6wienia efektu wzmocnienia wynikaj~ego z ksztaltu powierzchni 
granicznej. Jest ono zwi~zane ze zjawiskiem lokalizacji odksztalceil plastycznych {4.3.2). 
Jak pami~tamy do opisu tego efektu sluzy Yield Surface Shape Limit Diagram- YSSHD. 
Na rysunkach 4.26 i 4.27 pokazano wykresy YSSHD dla analizowanych tekstur i r6znych 
wart~ci parametru n. Linia p = 0 reprezentuje plaski stan plyni~cia, natomiast pozostale 
wart~ci p- mozliwe ~ciezki deformacji. R6znica mi~dzy wart~ciami stosunku napr~zeil 
Yi/Y, dla p = D2/ D1 = 0 i dla danego p = D2/ D1 =I= 0 wyst~uj~cego w strefie A rozci~
ganej blachy (patrz rysunek 4.9) odpowiada wielko~ci wzmocnienia. hn wi~ksza wielko~c 
wzmocnienia, tym wi~ksza jest warto~c odksztalcen granicznych (Ua analizowanej ~ciezki 
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Rysunek 4.26: Wykresy wzmocnienia wynikajqcego z ksztaltu powierzchni plastycznosci 
{YSSHD) dla powierzchni F(l) o r6inym wykladniku n; tekstury {001 }(uvw) i {011 }(uvw). 
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Rysunek 4.27: Wykresy wzmocnienia wynikajqcego z ksztaltu powierzchni plastycznosci 
{YSSHD) dla powierzchni _F(l) o r6inym wykladniku n; tekstury {lll}(uvw) i {211}(uvw). 
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Rysunel 4.28: Por6wnanie wykres wzmocnienia wynikajqcego z ksztaltu powierzchni pla
stycznos;i {YSSHD) dla powierzchni F(l) o r6inym wykladniku n z fenomenologicznymi po
wierzch1.iami plastycznosci: dwiema powierzchniami Hilla (m = 1.5) - ksztalt powierzchni 
ustalono przy wykorzystaniu napneien granicznych Y1 i Y, lub Y1 i k oraz powierzchniq 
Barlatai Liana (m =B); tekstury {OOl}(uvw) i {Oll}(uvw). 
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Rysunek 4.29: Por6wnanie wykres wzmocnienia wynikajqcego z ksztaltu powienchni pla
stycznosci {YSSHD) dla powierzchni f'{l) o r6inym wykladniku n z fenomenologicmymi po
wierzchniami plastycznosci: dwiema powierzchniami Hilla (m = 1.5) - ksztalt p().JJierzchni 
ustalono przy wykorzystaniu napr~ien Yi. i Yp lub Yi i k oraz powierzchniq Barlata, i Liana 
{m = 8}; tekstury {lll}(uvw) i {211}(uvw). 
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Rysunek 4.30: Por6wnanie wykres wzmocnienia wynikajqcego z ksaaltv. powierzchni pla
stycznosci {YSSHD) wedlv.g powierzchni fl'(l) dla r6inych tekstv.r. 
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odksztalcenia p. Mozna zauwa.Zyc, ze im wi~ksze n, tym wykres YSSHD jest bardziej pla
ski co powoduje mniejsze wzmocnienie i mniejsze odksztalcenia graniczne dla dowolnych 
sciezek napr~zenia. 

Zauwa.Zmy, ze rodzaj tekstury rna maly wplyw na ksztalt wykresu YSSHD w przy
padku powierzchni Barlata (por6wnaj rysunki 4.28 i 4.29). Stosunkowo duze odksztalcenia 
graniczne dla duzego zakresu p przewidywane s~ dla tych material6w, dla kt6rych drug a 
pochodna przedstawionej funkcji po p jest dodatnia. Cech~ t~ maj~ wykresy zwi~ane 
z warunkiem Hilla oraz proponowanego kryterium dla duzych n w przypadku tekstury 
{211}(uvw) (rysunek 4.29). Wykresy YSSHD s~ do siebie zblizone dla powierzchni o po
dobnym ksztalcie przy dodatnich wartosciach parametru a. 

Na rysunku 4.30 por6wnano wykresy YSSHD wynikaj~ce z proponowanej powierzchni 
plastycznosci dla takiego samego n i r6znych tekstur. Ponownie, najlepsze wlasno8ci pod 
wzgl~em szyjkowania wykazuje tekstura {211}(uvw), dladuzych n i tekstura {011}(uvw), 
dla 2 ~ n :54. 

Przeprowadzona analiza pozwala stwierdzic, ze proponowana powierzchnia plastyczno
sci zdolna jest opisac szereg zjawisk zwi~zanych z formowaniem element6w metalowych, a 
wynikaj~ych z powstalej w materiale tekstury. Wynika to z duzej r6znorodnosci ksztaltu 
tej powierzchni. Konieczna jest oczywiscie jej weryfikacja do8wiadczalna. Pozwoliloby to, 
przy wykorzystaniu modelu ewolucji tekstury zaprezentowanego w rozdziale drugim, nie 
tylko na opis wlasno8ci materialu o danej teksturze, ale r6wniez projektowanie takich pro
ces6w deformacji plastycznej, kt6re powoduj~ powstanie poz~anej ze wzgl~6w technolo
gicznych tekstury. Wsr6d tekstur analizowanych powyzej bylaby to tekstura {111}(uvw) o 
zwi~kszonej odpomo8ci na przew~zenie oraz tekstura {211 }(uvw) o zwi~kszonej odpomo8ci 
na szyjkowanie. 

N a zakoilczenie rozdzialu dotycz~ego blach o anizotropii normalnej podamy jeszcze 
pewne wyniki dotycz~ce powierzchni fl'{3) dla analizowanych w tym rozdziale tekstur. 
Przyjmiemy, ze podobnie jak w rozwazaniach dotycz~cych blach izotropowych, kazda wy
stwuj~ca w elemencie reprezentatywnym orientacja charakteryzuje si~ tym samym bl~dem 
ulozenia- wykladnik n jest taki sam dla wszystkich orientacji. Powierzchnia taw przy
padku blachy izotropowej rna ksztalt bliski elipsie Hubera-Misesa niezaleznie od n. 

Przekroje a 12 = 0 i a 11 = a22 przez powierzchni~ plastycznosci fl'{3) dla analizowanych 
powyzej tekstur przedstawiono na rysunku 4.31. Ksztalt tych przekroj6w r6zni si~ znacz
nie od tych, jakie otrzymujemy dla powierzchni fl'(l). Dla tekstury {001 }(uvw) ksztalt 
powierzchni plastyczno8ci jest bardzo zblizony do powierzchni Hilla (por6wnaj rysunki 
4.16 i 4.17) wykazuj~ mniejsz~ liczb~ narozy niz powierzchnia F(1). Natomiast dla tek
stur {011 }(uvw) i {211 }(uvw) powierzchnia ta wykazuje dodatkowe naroza w stosunku do 
powierzchni ft'(l)_ Ksztalty powierzchni P<3) i ft'(l) dla tekstury {111}(uvw) s~ zblizone. 
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Rysunek 4.31: Przekroje przez proponowanq powierzchnif( plastycznosci F(3) o roinych 
wartosciach wykladnika n: a) przekr6j a 12 = 0, b) au = a22 dla analizowanych tekstur. 

http://rcin.org.pl



4.4. POR6WNANIE POWIERZCHNI... 117 

4.4.3 Blachy ortotropowe 

Wi~kszo~c tekstur krystalograficznych, jakie powstajll: w elementach metalowych podda
nych obr6bce plastycznej, powoduje, ze obrabiane elementy s~:~: ortotropowe. Blacha o ta
kich wlasnosciach jest anizotropowa zar6wno w plaszczyznie o normalnej e3 jak i w swoich 
przekrojach. Om6wimy teraz wlasn~ci blach ortotropowych opisywane przez powierzchni~ 
plastycznsci F'(l) (wz6r (4.24)) oraz warunki fenomenologiczne: warunek Hilla z roku 1990 
(wz6r (3.39)) i warunek Barlata i Liana z roku 1989 (wz6r (3.56)). 

Poddamy analizie blachy, w kt6rych wyst~puje sze8c r6znych tekstur krystalograficz
nych. Cztery z nich to tekstury idealne: {001 }(100) (rysunek 3.4a), {011 }(100) (rysunek 
3.4b), {111}{II2) (rysunek 3.4c), {211}(011). Dwie pozostale tekstury wyst~ujll: w ele
mentach w kt6rych mamy nast~pujli:Cy rozklad orientacji: 75%{211}(110)+25%{011}(100) 
oraz 70%{111 }(112) + 30%{001 }(100). 

Cztery parametry sluzli:Ce opisowi anizotropii materialu w warunkach Hilla oraz Barlata 
i Liana zostaly wyznaczone odpowiednio ze wzor6w (3.46) i (3.60). Wart~ci napr~ze:6 gra
nicznych zostaly okre8lone na podstawie wzoru ( 4.24) opisujll:cego powierzchni~ F(l) przy 
zalozeniu r6znych warto~ci wykladnika n i wykorzystaniu wzor6w (4.38-4.41). Otrzymane 
wart~ci zostaly zebrane w tablicy 4.6. Wart~c napr~enia granicznego Y 45 zostala otrzy
mana ze wzoru ( 4.27) przy zalozeniu 4> = 45°. Wart~c ta posluzyla do alternatywnego 
okre8lenia parametru b (wz6r (3.47)) wyst~uj~:~:cego w warunku Hilla. 

{001}{100) {011}{100) 
1 1.527 1.527 1.527 1.527 2.160 1.527 2.160 2.016 1.527 2.494 
3 1.795 1.795 1.795 1.795 2.015 1.795 2.015 2.015 1.583 2.526 
6 2.063 2.063 2.063 2.063 2.185 2.063 2.185 2.185 1.637 2.690 
20 2.325 2.325 2.325 2.325 2.366 2.325 2.366 2.366 1.702 2.820 

{111 }(112) {211 }(011) 
1 2.160 2.160 2.646 1.183 2.160 2.160 2.646 2.160 1.0 2.494 
3 2.201 2.015 2.825 1.083 2.052 2.015 2.825 2.201 1.0 2.526 
6 2.312 2.185 3.169 1.062 2.105 2.185 3.169 2.312 1.0 2.690 
20 2.407 2.366 3.513 1.061 2.121 2.366 3.513 2.407 1.0 2.820 

75%{011 }(100) + 25%{211 }(011) 70%{111}(112) + 30%{001}(100) 
1 1.633 2.256 2.160 1.323 2.256 1.895 1.895 2.091 1.261 2.160 
3 1.835 2.099 2.052 1.224 2.206 2.011 1.929 2.145 1.145 2.040 
6 2.086 2.237 2.209 1.122 2.166 2.193 2.138 2.278 1.094 2.125 
20 2.333 2.383 2.374 1.035 2.066 2.369 2.350 2.396 1.070 2.140 

Tablica 4.6: Wartosci napr~ien granicznych otrzymywanych w pr6bach {3.42-3.45) wedlv.g 
powierzchni plastycznosci F(l) (wzory (4.38-4.41)). 

Wi~ksz~c z analizowanych tekstur mozemy zaobserwowac w rzeczywistych elementach 
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metalowych. W testach scinania pr6bek aluminiowych i miedzianych w niskich temperatu
rach i przy malych odksztalceniach obserwowano powstanie tekstury { 111 }( 11 0) (86). W 
przypadku miedzi towarzyszyla jej tekstura {211 }(Oil). W scinanej pr6bce zelaza-a obser
wowano tekstury {211}(111) i {011}(111). Przy wzro8cie temperatury tekstura {211}(011) 
dominuje w scinanej pr6bce aluminiowej' natomiast w przypadku pr6bki miedzianej towa
rzyszy jej tekstura {111}(110). Dla zelaza-a przy scinaniu w podwyzszonej temperaturze 
charakterystyczna jest tekstura {211}(111). W walcowanej na zimno nierdzewnej stali 
austenitycznej obserwowano tekstur~ {011}(112) (29). Towarzyszyl jej dodatek tekstury 
{011 }(100). Ta sama stal poddana wyiarzaniu wykazywala tekstur~ {011 }(522). 

Przeanalizujemy na pocz~tek ksztalt przekroj6w przez powierzchnie plastycznosci ze 
szczeg6lnym uwzgl~nieniem liczby narozy. Jako charakterystyczne wybralismy trzy prze
kroje: 0"12 = 0, O"u = 0"22 oraz O"u = -0"22 , gdzie O"ij, (i,j = 1, 2) s~ skladowym tensora 
napr~enia w bazie { ei}· Kierunki e1 i e2 pokrywaj~ si~ z gl6wnymi osiami ortotropii. Za
uw&Zmy, ze ostatni z przekroj6w jest przekrojem dewiatorowym: dowolny stan napr~enia 
reprezentowany w tym przekroju rna zerowy slad. 

Rysunki 4.32, 4.33 i 4.34 przedstawiaj~ powyzsze przekroje przez powierzchni~ P<1> dla 
analizowanych tekstur. Og6lnie wzrost wykladnika n we wszystkich przypadkach powoduje 
wyostrzenie si~ narozy, kt6re wystwuj~ we wszystkich analizowanych przekrojach. Ich 
liczba waha si~ w zalezno8ci od tekstury. 

Dla tekstury kubicznej {001 }(100) (rysunek 4.32a) otrzymujemy sze8c narozy w prze
kroju 0"12 = 0 oraz w przekroju dewiatorowym, natomiast cztery naroza w przekroju 
O"u = 0"22 • Kolejna tekstura: {011}(100) (rysunek 4.32b) daj~a blach~ o wlasno8ciach 
ortotropowych, wykazuje cztery naroza w przekroju 0"12 = 0 (por6wnaj rysunek 3.9 w 
rozdziale trzecim dla powierzchni Bishopa-Hilla) i SZeSC narozy w pozostalych dwu prze
krojach. Tekstura {111 }(II2) (rysunek 4.33a) wykazuje sze8c narozy we wszystkich ana
lizowanych przekrojach, natomiast tekstura {211}(011) (rysunek 4.33b) wykazuje sze8c 
narozy w przekroju (112 = 0 i przekroju dewiatorowym oraz dziesi~c narozy w przekroju 
O"u = 0"22 • Jezeli w elemencie opr6cz tekstury typu goss ({011}{100)) mamy dodatkowo 
tekstur~ {211}(011) (rysunek 4.34a), to powoduje to zwi~kszenie liczby narozy w analizo
wanych przekrojach dla duzych warto8ci n (n = 20). W przypadku tekstury {111 }(II2) 
(rysunek 4.34b), jezeli towarzyszy jej dodatek tekstury {001}(100), naroza ulegaj~ przesu
ni~ciu, ale ich liczba pozostaje niezmieniona. 

Analizowane powyzej ksztalty powierzchni dla n = 3 (rysunki 4.35, 4.36, 4.37), gdy 
otrzymujemy silnie zaokr~glone naroza oraz dla n = 6 (rysunki 4.38, 4.39, 4.40), gdy 
naroza te zaznaczaj~ si~ duzo mocniej, por6wnalismy z przekrojami przez powierzchni~ 
Hilla (m = 1.5) i powierzchni~ Barlata i Liana (m = 8). Og6lnie mozna stwierdzic, ze 
przy wi~kszym n warunki fenomenologiczne znacz~o odbiegaj~ od ksztaltu powierzchni 
P<1> w przekroju dewiatorowym, poniewaz nie s~ w stanie wykazat w tym przekroju na
rozy. Niezaleznie od przyj~tego stopnia m warunk6w fenomenologicznych przekr6j ten jest 
elips~. Dla poszczeg6lnych tekstur pewne przekroje lepiej przyblizane s~ przez warunek 
Hilla, a inne przez warunek Barlata i Liana (na przyklad odpowiednio przekr6j O"u = 0"22 

i 0"12 = 0 dla tekstury {001 }(100) - rysunki 4.35a i 4.38a). Szczeg6ln~ trudno8c przy 
przyblizeniu powierzchni P<1> przez warunki fenomenologiczne obserwujemy w przypadku 
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Rysunek 4.32: Przekroje przez powierzchni~ plastycznosci F(1
): (a) tekstura {001}(100), 

{b) tekstura {011 }(100) dla r6inych wartosci wykladnika n. Wszystkie wartosci zostaly 
odniesione do krytycznego napr~ienia scinajqcego Tc· 
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Rysunek 4.33: Przekroje przez powierzchnif( plastycznosci P<1>: {a) tekstura {111}(II2), 
{b) tekstura {211}(011) dla r6inych wartosci wykladnika n. Wszystkie wartosci zostaly 
odniesione do krytycznego naprf(ienia scinajqcego Tc· 
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Rysunek 4.34: Przekroje przez powierzchni~ plastycznosci _F{l): (a) tekstura 
75%{011}(100)+25%{211}(011), {b) tekstura 70%{111}(II2)+30%{001}(100) dla r6inych 
wartosci wykladnika n. Wszystkie wartosci zostaly odniesione do krytycznego napr~ienia 
scinajqcego Tc. 
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Rysunek 4.35: Por6wnanie powierzchni plastycznosci P< 1> przy n = 3 z dwoma .powierzch
niami plastycznosci Hilla {dla m = 1.5): typu H 1 {parametr b ze wzoru {3.46)) i typu lf2 
(parametr b ze wzoru {3.47)) i powierzchniq plastycznosci Barlata i Liana {dla m = 8}- na 
rysunku B; (a) tekstura {001}(100), {b) tekstura {011}(100) . 
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Rysunek 4.36: Por6wnanie powierzchni plastycznosci .F<1) przy n = 3 z dwoma powierzch
niami plastycznosci Hilla {dla m = 1.5): typu. H 1 (parametr b ze wzoru {3.46)) i typu. H 2 

(parametr b ze wzoru {3.47)) i powierzchniq plastycznosci Barlata i Liana {dla m =B)- na 
rysu.nku B; (a) tekstura {lll}(II2), {b) tekstura {211}(011). 
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Rysunek 4.37: Por6wnanie powierzchni plastycznosci F(l) przy n = 3 z dwoma po
wierzchniami plastycznosci Hilla {dla m = 1.5): typu H 1 (parametr b ze wzoru {9.46)) 
i typu H 2 (parametr b ze wzoro {3.47)) i powierzchniq plastycznosci Barlata i Liana 
{dla m = 8}- na rysunku B; {a) tekstura 75%{011}(100) + 25%{211}(011), {b) tekstura 
70%{111}(II2) + 30%{001}(100). 
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Rysunek4.38: Por6wnanie powierzchni plastycznosci ft'(l) przy n = 6 z z dwoma powierzch
niami pliBtycznosci Hilla {dla m = 1.5): typu H 1 {parametr b ze wzoru {3.46)) i typu H 2 

(parametr b ze wzoro {3.47)) i powierzchniq plastycznosci Barlata i Liana {dla m = 8}- na 
rysunku B; (a) tekstura {001}(100), {b) tekstura {011}(100). 
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Rysunek 4.39: Porownanie powierzchni plastycznosci P<1> przy n = 6 z dwoma powierzch
niami plastycznosci Hilla {dla m = 1.5): typu H 1 {parametr b ze wzoro {9.46)} i typu Ifl 
(parametr b ze wzoro {9.47)) i powierzchniq plastycznosci Barlata i Liana {dla m =B)- na 
rysunku B; (a) tekstura {111}(II2), {b) tekstura {211}(011). 
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Rysunek 4.40: Por6wnanie powierzchni plastycznosci ft'(l) przy n = 6 z dwoma po
wierzchniami plastycznosci Hilla {dla m = 1.5): typu H 1 (parametr b ze wzoro {:1.46)) 
i typu H 2 (parametr b ze wzoru {9.47)) i powierzchniq plastycznosci Barlata i Liana {dla 
m = B)- na rysunku B; (a) - tekstura 75%{011}(100) + 25%{2~1}(011), {b) - tekstura 
70%{111}(II2) + 30%{001}(100). 

http://rcin.org.pl



128 ROZDZIAL 4. PROPONOWANE POWIERZCHNIE PLASTYCZNOBCI 

tekstury {011}(100) i przekroju a 11 = a22 (rysunki 4.35b i 4.38b). W przypadku tekstury 
{211 }(Oil) powierzchnia Hilla nie spelnia kryterium wypuklo~ci (rysunki 4.36b i 4.39b). 

Przejdziemy teraz do opisu zjawisk zwill:zanych z procesem plastycznego plyni~ia. 
Przypomnijmy, ze mozliwll: do opisu liczb~ uch technologicznych pojawiajli:Cych si~ na 
obrzezu wytlaczanych element6w mozemy odczytat na podstawie wykresu zmiany war
to~ci napr~enia uplastyczniajli:Cego przy rozcill:ganiu w zalezno~ci od ~ta if> definiujll:cego 
kierunek rozcill:gania (rysunek 4.8). Minima na tym wykresie wskazujll: na wyst~owaniu 
grzbietu na obrzezu wytlaczanego elementu. 

Analizujli:C powyzsze wykresy dla r6znych tekstur, przy r6znej warto~ci wykladnika n, 
mozemy zauwa7;yc, ze w wi~kszo~ci przypadk6w wzrost n powoduje zwi~kszenie liczby uch 
technologicznych zmniejszajli:C jednoczffinie ich amplitud~ (wzory (4.27) i (4.29) oraz rysu
nek 4.41). Najwi~kszll: ich liczb~ obserwujemy w przypadku tekstur {111 }(H2), {211 }(011) 
i tekstur, w kt6rych wyst~ujll: dwie orientacje. 

R6wnie niekorzystne z technologicznego punktu widzenia Sll: te tekstury, kt6re niezaleZ
nie od opisywanej liczby minim6w wykazujll: wi~ksze r6znice w wart~ciach wytrzymal~ci 
w r6znych kierunkach. Do takich tekstur nalezll: tekstury {211 }(011) i {011 }(100), dla 
dowolnych n, oraz tekstura {001 }(100) i tekstury mieszane dla malych warto~i n. Przy 
du7;ych warto~ciach n wyst~powanie obok siebie w elemencie dw6ch tekstur obniza am
plitud~ nier6wno~ci, szczeg6lnie w przypadku tekstury 75%{011 }(100) + 25%{211 }(011), 
pomimo tego ze wyst~pUjli:Ca pojedynczo tekstura { 011} (100) powodowala silnll: anizotropi~ 
plastycznego plyni~ia. 

Por6wnajmy wykres zalezno~ci napr~zenia uplastyczniajll:cego od ~ta if> dla powierzchni 
_F(l) przy n = 3 (rysunek 4.42) in= 6 (rysunek 4.43) z odpowiadajll:cymi im wykresami dla 
warunk6w fenomenologicznych. Jak mozna zauwazyc warunki fenomenologiczne z trudno
~cill: opisujll: wi~kszll: od czterech liczb~ uch technologicznych, choc r6zny od dw6ch stopien 
tych warunk6w formalnie na to pozwala. Do~c dobrll: zgodno~c warunku Barlata i warunku 
Hilla, gdzie parametr b wyznaczono na podstawie }'45 , z powierzchnill: F(l) dla n = 3 in= 6 
otrzymujemy dla tekstur {011}(100), {211}(011) oraz 75%{011}(100) + 25%{211}(011). 

Mozliwe pofaldowanie ~cian wytlaczanych element6w metalowych opisywane jest przez 
wsp6lczynnik Lankforda ~' kt6rego wysoka warto~c ~rednia wskazuje na dobrll: formo
walno~c blachy przy wyciskaniu. Jest on stale wi~kszy od jedn~ci jedynie dla tekstury 
{111 }(H2) co wskazuje na dobre wl~ciwo~ci blachy o takiej teksturze pod wzgl~em 
formowania (rysunek 4.44). Korzystna pod tym wzgl~em wydaje si~ r6wnieZ tekstura 
{211}(011). Najmniej korzystne wl~ciwo~ci rna natomiast blacha o teksturze {001}(100) 
dla kt6rej wsp6lczynnik Rep jest stale mniejszy od jedno~ci. Pozostale tekstury wskazujll: na 
r6zne zachowanie blachy w zalezno~ci od ~ta ¢>. Dla pewnych zakres6w ~ta if> zmiana gru
b~ci elementu jest szybsza od zmiany jego szeroko~ci (R < 1), dla innych jest odwrotnie 
(R < 1). 

Wykres wsp6lczynnika Lankforda Rep otrzymany na podstawie warunk6w fenomeno
logicznych w wi~ksz~ci przypadk6w znacznie odbiega od wykresu otrzymywanego dla 
powierzchni P{l) (rysunki 4.45 i 4.46). Warunek Hilla na og6l zaniza jego wart~c. W 
przypadku powierzchni Barlata i Liana otrzymujemy jedynie jako~ciowll: zgodn~c opisy
wanego zachowania dla tekstur {001}(100), {011}(100) i tekstur mieszanych. Zgodno~c ta 
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Rysunek 4.41: Wykres naprteienia uplastyczniajqcego a¢/~ dla powierzchni plastycznosci 
fl'(l) o r6inych wartosciach wykladnika n. 
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Rysunek 4.42: Wykres naprt(ienia uplastyczniajqcego (J4JYt dla powierzchni plastycznosci 
P<1>, gdy n = 3 i powierzchni fenomenologicznych. Oznaczenia linii jak na rysunkach 
4.95-4.40. 
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Rysunek 4.43: Wykres naprf(ienia uplastyczniajqcego a¢/Y1 wedlug powierzchni plastycz
nosci F(1>, gdy n = 6 i powierzchni fenomenologicznych. Oznaczenia linii jak na rysunkach 
,{95-4.40. 
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Rysunek 4.44: Wykres wspolczynnika Lankforda Rq, dla powierzchni plastycznosci F'(l) o 
roinych wartosciach wykladnika n. 
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Rysunek 4.45: Wykres wsp6lczynnika Lankforda RIP dla powierzchni plastycznosci .fi'{l), gdy 
n = 3 i powierzchni fenomenologicznych. Oznaczenia linii jak na rysunkach 4,.95-4,.4,0. 
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Rysunek 4.46: Wykres wsp6lczynnika Lankforda ~ dla powierzchni plastycznosci P<1), gdy 
n = 6 i powierzchni fenomenologicznych. Oznaczenia linii jak na rysunkach 4.95-4.40. 
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jest wi~ksza dla powierzchni F(l) przy wykladniku n = 3. 
Przeprowadzone por6wnanie powierzchni F(l) z warunkami fenomenologicznymi wska

zuje nato, ze jest ona w stanie opisac szereg zjawisk, kt6re nie s~ mozliwe do opisania za 
pomoc~ powierzchni fenomenologicznych. Do zjawisk takich nalezy mi~dzy innymi ano
malne zachowanie blach o anizotropii normalnej, wyst~powanie narozy w przekroju dewia
torowym dla blach ortotropowych oraz wi~ksza od czterech liczba uch technologicznych. 
Jednoczesnie dzi~ki temu, ze w sformulowaniu powierzchni P<1) wykorzystano informacj~ 
o mikrostrukturze materialu, dose dobrze odpowiada ona powierzchni Bishopa-Hilla oraz 
wynikom badail doswiadczalnych (patrz rysunek 3.6 w rozdziale trzecim oraz rysunek 4.44 
prezentowany w tym podrozdziale). 
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Rozdzial 5 

Ewolucja tekstury i proponowanych 
powierzchni plastycznosci 

5.1 Tekstury przeci<J:gania 

W rozdziale tym poka.Zemy jak zmieniaj~ si~ wla.Sciwo~ci element6w metalowych w pro
cesach zwi¥anych z duzymi deformacjami plastycznymi. Skoncentrujemy si~ na ewolucji 
powierzchni plastyczno~ci i zwi¥anych z ni~ parametr6w okrffilaj~cych zdolno~c blachy do 
jej formowania. Zmiana wlasn~ci blachy b~dzie zwi¥ana przede wszystkim z wytworz&
niem si~ w ksztaltowanym elemencie tekstury krystalograficznej. Zjawisko powstawania 
tekstury krystalograficznej powoduje, ze pocz~tkowo izotropowy element staje si~ anizo
tropowy. Rozwa.Zymy tekstury powstaj~e w wyniku trzech proces6w: przeci~gania, wal
cowania i ~cinania. W ka.Zdym przypadku zalozymy, ze pole tensora pr¢ko~ci deformacji 
jest jednorodne w rozwazanym elemencie metalowym. 

w podrozdziale tyro zajmiemy si~ teksturami przeci~gania. s~ to tekstury najmniej 
skomplikowane, chocia.Z w przypadku blach rzadko spotykane. Tekstura przeci~ania more 
pojawic si~ w cienkim blaszanym kr~ku wyci~tym z metalowego pr~ta, jezeli pr~t ten byl 
uprzednio przeci~gany przez kolowy otw6r w celu zmniejszenia jego ~rednicy. Im bardziej 
wydluzy si~ przeci~gany pr~t, tyro silniejsza jest tekstura przeci~gania w wyci~tym kr~ku. 
Poka.Zemy wplyw wzrostu tej tekstury na zmian~ powierzchni plastyczn~ci dla wycinanych 
z pr~ta blaszanych kr~zk6w. 

Schematycznie proces przeci~gania zostal przedstawiony na rysunku 5.1. Tensor pr¢
ko~ci deformacji dla tego procesu mozemy okre~lic nast~puj~co: 

D = d0 • diag{ -0.5, -0.5, 1.0 }, (5.1) 

gdzie d0 oznacza wart~c pr¢ko~ci deformacji w kierunku e3 . Rozw6j tekstury w polikrysz
tale dla powyzszego jednorodnego pola gradientu deformacji wyznaczyli~my przy pomocy 
opracowanego przez nas programu numerycznego. W programie tyro wykorzystali~my mo
del konstytutywny dla pojedynczego ziarna przedstawiony w rozdziale drugim. Wyznacza 
on obroty sieci w agregacie ziaren. Tekstury przeci~gania obliczyli~my dla agregatu 1024 

136 

http://rcin.org.pl



5.1. TEKSTURY PRZECIJ\GANIA 137 

Rysunek 5.1: Proces przeciqgania elementu metalowego. 

ziaren o sieci typu Al. Krytyczne napr~zenie ~cinaj~ce na kaidym systemie p~lizgu bylo 
takie same. Jego warto~c byla taka sama dla kaidego ziarna i oznaczyli~my j~ przez Tc. 

Pocz~tkowy rozklad orientacji w agregacie byl jednorodny. Prezentowane wyniki obliczefl 
wyznaczyli~my przy zalozeniu sztywno idealnie plastycznego modelu krysztalu przy zaloze
niu, ze tensor pr~dk~ci deformacji D jest taki sam w kaidym ziarnie. Proces obliczen byl 
przyrostowy. Proces zostal poprowadzony do momentu, gdy element ulegl dziesi~ciokrot
nemu wydluzeniu (l/lo = 10, gdzie l0 oznacza pocz~tkow~ dlug~c elementu). Obliczenia 
wykonywane dla modelu sztywno-plastycznego ze wzmocnieniem nie wykazaly znacz~ych 
r6znic w otrzymywanej anizotropii materialu. 

Rozw6j tekstury krystalograficznej w trakcie procesu przeci~gania w elemencie poli
krysztalu prezentujemy na rysunku 5.2. Na rysunku tym zamieszczono figury biegunowe 
{111}[001] dla stanu pocz~tkowego (l/l0 = 1), w trakcie procesu (l/lo = 2) oraz na zakon
czenie procesu ( l / l0 = 10). Proces przeci~gania jest procesem w kt6rym mamy do czynienia 
z deformacj~ osiowo-symetryczn~. Cech~ osiowej symetrii maj~ r6wniez otrzymywane fi
gury biegunowe. Pokazuj~ one, ze prawie 90% ziaren na zakonczenie procesu uzyskuje 
orientacj~ {111}(uvw) (por6wnaj [75]). Pozostale ziarna d~~ do orientacji {001}(uvw). 
Uzyskiwany material wykazuje zatem anizotropi~ normaln~. Plaszczyzn~ izotropii jest 
przekr6j o normalnej e3 . Na podstawie analizy przeprowadzonej w rozdziale czwartym 
dla blach 0 takiej symetrii materialu mozemy spodziewae si~, ze w skutek powstalej tek
stury wytrzymal~c materialu ulega zwi~kszeniu w kierunku e3 . Zmianie ulegnie r6wniez 
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a) 

~~~~~~~~~nn~_, ~ 

e2 

IE----r-'.....c:t----ill~-'---+-"'-r.-'--¥-.-~--. IE---+-f-+--~'---~--f-~--. 

e2 e2 

Rysunek 5.2: Figura biegunowa {111}[001): a) poczqtkowa, b) w trakcie procesu przeciqga
nia {lfl0 = 2), c) na zakonczenie procesu {l/l0 = 10) 

mozliwo8c formowania takich blach oraz ich podatno8c na lokalizacj~ odksztalcen. 
W dalszym ci~gu pokaZemy ewolucj~ powierzchni plastyczno§ci P(l) i powierzchni fen<r 

menologicznych wynikaj~c~ z rozwoju tekstury w procesie przeci~gania. Przystc=wuj~c do 
analizy wszystkie te powierzchnie traktujemy jako pocz~tkowe powierzchnie plastyczno8ci. 
Zmiana tych powierzchni pokazuje jak zmieniaj~ si~ wla8ciwo§ci pocz~tkowo izotropowego 
elementu metalowego, kt6ry poddano przeci~ganiu do pewnego zakresu odksztalcenia, a 
nast~pnie odci~ono. W kolejnych krokach badamy, jakie wla8ciwo§ci rna element metalowy 
poddany kolejnym operacjom przeci~gania. 
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W tablicy 5.1 zamie8cili~my napr~zenia uplastyczniaj~ce material o teksturze otrzymy
wanej na poszczeg6lnych stadiach procesu przeci~gania dla stan6w napr~zenia opisanych 
wzorami (3.42-3.45) w plaszczyznie o normalnej e3 . Wart~ci napr~zen uplastyczniaj~
cych w stosunku do warto~ci stalej Tc zostaly wyznaczone dla proponowanej powierzchni 
plastyczno~ci ft'{l) o r6znych warto~ciach wykladnika n na podstawie wzor6w (4.38-4.41). 
Mozemy zaobserwowat, ze szczeg6lnie silnie r~nie wart~c napr~zen granicznych Yp, kt6ra 
w przypadku powierzchni ft'{l) jest r6wna warto~ciom napr~zen granicznych przy rozci~
ganiu w kierunku e3 • Ro~nie r6wniez, choc slabiej, wart~c napr~enia granicznego przy 
rozci~ganiu w plaszczyznie izotropii. Niewielkiemu spadkowi ulega natomiast wart~c na
pr~zenia granicznego przy ~cinaniu k. Ze wzgl~du na izotropi~ w plaszczyznie o normalnej 
e3 nie powstaj~ w niej ucha technologiczne oraz brak jest pofaldowania na powierzchni 
bocznej element6w wytlaczanych z blach o takiej teksturze. 

1 1.978 1.989 1.140 2.064 2.252 1.161 2.096 2.366 1.169 
3 1.994 1.995 1.131 2.020 2.267 1.111 2.036 2.383 1.106 
6 2.073 2.067 1.133 2.097 2.350 1.110 2.100 2.445 1.107 
20 2.081 2.075 1.075 2.099 2.353 1.075 2.116 2.449 1.091 

Tablica 5.1: Zmiana napr~ien granicznych dla blachy przy stanach napr~ienia {:1.42-:1.45} 
znajdujqcych si~ na powierzchni plastycznosci ft'{l) (wzory (4.98-4.41}} w kolejnych stadiach 
procesu przeciqgania. 

Zmiana ksztaltu powierzchni plastyczno~ci ft'{l) dla r6znych warto~ci wykladnika n zo
stala pokazana na rysunku 5.3. Zalozyli~my plaski stan napr~zenia w plaszczyznie o nor
malnej e3 . Wart~ci napr~zen zostaly odniesione do wart~ci napr~zenia granicznego Y1 

dla materialu w stanie pocz~tkowym. Niezaleznie od wykladnika n powierzchnia plastycz
no~ci ulega silnemu wydluzeniu w kierunku u11 = u22 . Mozna zauwa.Zyc, ze w momencie 
gdy dlug~c elementu zwi~kszyla si~ dwukrotnie, zmiana powierzchni plastyczno~ci byla 
znacz~a. P6zniej zmiany te s~ juz mniejsze. 
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Rysunek 5.3: Ewolucja ksztaltu powierzchni plastycznosci P<1) na skutek procesu przeciq
gania - przekroje a 12 = 0 i au = a22 : a) n = 1, b) n = 3, c) n = 6, d) n = 20 Wszystkie 
wartosci zostaly odniesione do wartosci naprf(ienia granicznego Y1° dla stanu poczqtkowego. 
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Zmiana ksztaltu powierzchni plastyczno8ci wplywa na proces plastycznego plyni~ia. 
Zmianie ulegaj~ wlasno8ci blachy zwi~zane z mozliwo8ci~ jej formowania. Jak pisalismy 
w rozdziale czwartym, o zdolnosci blachy do przeciwstawiania si~ przew~zeniu decyduje 
wsp6lczynnik Lankforda R. Tworzenie si~ tekstury { 111} ( uvw) zwi~ksza jego wartosc. 
Wartosci tego wsp6lczynnika dla materialu otrzymywanego w poszczeg6lnych stadiach 
procesu przeci~gania obliczone na podstawie powierzchni P<1) (wz6r (4.34)) zamieszczone 
zostaly w tablicy 5.2. Wzrost wsp6lczynnika R w trakcie procesu przeci~gania sprawia, ze 
element metalowy poddany tego typu obr6bce plastycznej uzyskuje wi~ksz~ odporno8c na 
przew~zenie. 

Innym parametrem okre8laj~cym wlasnosci elementu zwi~ane z jego formowaniem jest 
parametr P dany wzorem (4.95). Opisuje on zdolno8c blachy do przeciwstawiania si~ szyj
kowaniu zwi~anemu z lokalizacj~ odksztalcen. Zmian~ warto8ci tego parametru wywolan~ 
procesem przeci~ania pokazuje tablica 5.2. Niezaleinie od wykladnika n, zmiana ksztaltu 
powierzchni plastycznosci ft'(I) powoduje spadek warto8ci parametru P. Zjawisko to wska
zuje na pogorszenie si~ wlasnosci elementu. 1m wi~ksze wydluzenie podczas przeci~gania, 
tym zdolno8c materialu do przeciwstawiania si~ szyjkowaniu jest mniejsza i mniejsze s~ 
odksztalcenia graniczne mozliwe do uzyskania podczas dwuosiowego rozci~gania elementu. 

l/lo = 1 l/lo = 2 l/lo = 10 
R I p R I p R I p 

1 1.022 1.153 1.381 1.125 1.550 1.115 
3 1.043 1.142 1.587 1.097 1.862 1.082 
6 1.079 1.104 1.807 1.062 2.223 1.050 
20 1.186 1.046 1.697 1.022 1.239 1.015 

Tablica 5.2: Zmiana wsp6lczynnika Lankforda R oraz parametru P okre8lajqcychformowal
nosc blachy dla powierzchni plastycznosci p(l) w kolejnych stadiach procesu przeciqgania. 

Wplyw zmiany ksztaltu powierzchni plastyczno8ci na warto8c odksztalce:D. granicznych 
pokazalismy przy wykorzystaniu wprowadzonych przez Liana (76) wykres6w wzmocnie
nia wynikaj~ego z ksztaltu powierzchni plastycznosci (YSSHD) (rysunek 5.4). Mozemy 
zaobserwowae, ze dla dowolnych sciezek odksztalcenia takich, ze: 

D1 
p = - > 0, (5.2) 

D2 
warto8ci odksztalce:D. granicznych malej~. Wykazywane wzmocnienie zwi~zane z ksztaltem 
powierzchni plastyczno8ci jest coraz slabsze. Warto8ci odksztalcen granicznych w proce
sach, w kt6rych 

D1 
p= D2 < O, (5.3) 
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zwi~ane Sq z warto8ciq wsp6lczynnika Lankforda R. Ze wzgl~du na wzrost tego parametru 
podczas procesu przeciqgania, odksztalcenia graniczne dla proces6w opisanych wzorem 
(5.3) b~dq rosly. 

0.95 ..__ _ ___._ __ ___.__ __ _.__ __ ........__ _ ___. 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 

p=Jl22 
Dtt 
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1.15 
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Rysunek 5.4: Zmiana wykresu wzmocnienia wynikajqcego z ksztaltu powierzchni plastycz
nosci fl'(l) {YSSHD). 

Przejdziemy teraz do ewolucji anizotropii przewidywanej przez warunki fenomenol(}
giczne, a mianowicie warunek Hilla z roku 1990 oraz warunek Barlata i Liana z roku 1989. 
Material poddany przeciqganiu pozostaje stale izotropowy w plaszczyznie o normalnej e3 , 

dlatego wymienione warunki opisane Sq odpowiednio wzorami (3.50) i (3.62): Dwa pa-
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rametry materialowe wyst~puj~e w tych warunkach ulegaj~ zmianie wywolanej tworz~~ 
si~ tekstur~, a ich aktualna wartosc okreslona jest z powierzchni fl'(l) o n = 12. Podolr 
nie jak w cz~sci rozdzialu czwartego dotycz~ej blach o anizotropii normalnej, parametry 
wyst~puj~e w warunku Hilla zostaly okreslone na dwa sposoby: do definicji powierzchni 
wykorzystalismy aktualne wartosci wytrzymalosci Yp i k lub aktualne warto8ci Yp i Yi. 
Aktualne wartosci parametr6w materialowych wyst~puj~ych w warunku Barlata i Liana 
okre8lilismy na podstawie wartosci wytrzymalosci Yp i Yi (tablica 5.3). 

Warunek Hilla, m = 1.5 ( H 1) 

l/l0 = 1 1.806 2.067 1.133 0.731 1.052 
l/l0 = 2 1.841 2.350 1.110 1.040 1.034 
l/l0 = 10 1.854 2.445 1.107 1.142 1.030 

Warunek Hilla, m = 1.5 ( H ) 
l/l0 = 1 2.072 2.067 1.388 0.408 1.092 
l/lo = 2 2.097 2.350 1.327 0.678 1.057 

l/lo = 10 2.100 2.445 1.309 0.777 1.049 

Warunek Barlata, m = 8 
l/lo = 1 2.072 2.067 1.132 0.955 1.088 
l/lo = 2 2.097 2.350 1.078 3.982 1.088 
l/l0 = 10 2.100 2.445 1.071 5.751 1.088 

Tablica 5.3: Zmiana warto§ci granicznych dla stan6w napr~ien {9.42-9.45) oraz wsp6lczyn
nika Lankforda R i parametru P dla dw6ch powierzchni plastyczno§ci Hilla {m = 1): (H1) -

gdy do definicji powierzchni wykorzystano stale Yp i k; (H2
) - gdy do definicji powierzchni 

wykorzystano stale Yp i Yi, a takie dla powierzchni plastyczno§ci Barlata {m = B), w 
kolejnych stadiach procesu przeciqgania. 

Otrzyman~ ewolucj~ ksztaltu powierzchni Hilla dla plaskiego stanu napr~zenia przy 
m = 1.5 pokazalismy na rysunku 5.5. Powierzchnia ta, podobnie jak powierzchnia P<1>, 
ulega wydluzeniu w kierunku a 11 = a22 • Mozemy r6wniez zaobserwowac, ze warunek Hilla 
okre8lony na podstawie napr~zen granicznych Yp i k zaniza warto8c pozostalych napr~zefl 
granicznych w stosunku do powierzchni P<1>, natomiast przy warunku Hilla okre8lonym na 
podstawie Yp i Y1 mamy do czynienia ze zjawiskiem przeciwnym. 

W przypadku powierzchni Barlata o m = 8 opr6cz wydluzenia w kierunku a 11 = a22 

mamy r6wniez do czynienia ze zmian~ stan6w napr~zenia dla kt6rych powstaj~ naroza (ry
sunek 5.6) . Ulegaj~ one przesuni~iu . Zjawisko to nie wyst~puje w przypadku powierzchni 
fl'{ll. 

W tablicy 5.3 mozemy por6wnae zmian~ wsp6lczynnika Lankforda R oraz parametru 
P w trakcie procesu przeci~gania wyznaczon~ na podstawie warunk6w fenomenologicz-
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Rysunek 5.5: Ewolucja ksztaltu powierzchni plastycznosci Hilla (m = 1.5) w trakcie procesu 
przeciqgania - przekroje a12 = 0 i a 11 = a22: a) w obliczeniach wykorzystano napneienia 
graniczne Yp i k {H1

), b) w obliczeniach wykorzystano napr~ienia graniczne Yp i Yi. {H2). 

Wszystkie wartosci zostaly odniesione do poczqtkowego napr~ienia granicznego Y1°. 

nych. Nalezy zauwa.Zyc, ze warunek Hilla niezaleznie od sposobu wyznaczenia parametr6w 
materialowych w nim wyst~puj~cych zaniza warto~c wsp6lczynnika R w stosunku do po
wierzchni ft'{l). Ponadto w przypadku, gdy parametry material owe zostaly okre~lone na 
podstawie Yp i Yi., warunek Hilla opisuje anomalne zachowanie si~ materialu (przy Yp > Yi. 
wsp6lczynnik R < 1), jakoociowo r6zne od opisywanego przez powierzchni~ PCI>. Nato
miast powierzchnia Barlata zawyza warto~c wsp6lczynnika Lankforda. Podczas procesu 
przeci~gania roonie on znacznie szybciej, niz r6sl w przypadku powierzchni p(t). 

http://rcin.org.pl



5.1. TEKSTURY PRZECIJ\GANIA 145 
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Rysunek 5.6: Ewolucja powierzchni plastycznosci Barlata {m =B) w trakcie procesu prze
ciqgania - przekroje a 12 = 0 i a 11 = a22 . Wszystkie wartosci zostaly odniesione do poczqt
kowego naprfJ.ienia granicznego Yi_0 . 

Warto8c parametru P dla powierzchni Hilla, dla obu jej wariant6w, spada na skutek 
procesu przeci~ania. Jego warto~c jest mniejsza niz dla powierzchni _F(l) przy n = 1, 
n = 3 i n = 6. Warto8c parametru P dla powierzchni Barlata praktycznie nie ulega zmia
nie. Wplyw zmiany ksztaltu powierzchni plastyczno8ci na zmian~ wykresu odksztalceti 
granicznych dla ~ciezek odksztalcenia okrffilonych przez nier6wno8c 5.2 mozemy odczytae 
na podstawie wykresu YSSHD (rysunek 5.7). Wedlug warunku Hilla odksztalcenia gra
niczne ulegajlJ: zmniejszeniu natomiast warunek Barlata nie wykazuje zmian w wykresie 
odksztalceti granicznych dla badanych ~ciezek odksztalcenia. 
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Rysunek 5.7: Zmiana wykresu wzmocnienia wynikajqcego z ksztaltu dw6ch powierzchni 
plastycznosci Hilla {m = 1.5): {H1

) - gdy w obliczeniach wykorzystano napneienia gra
niczne Yp i k, (IP) - gdy w obliczeniach wykorzystano naprt(ienia graniczne Yp i Yi oraz 
powierzchni plastycznosci Barlata i Liana{m =B). 

Podsumowuj~ rozwaiania dotycz~e rozwoju anizotropii elementu metalowego podda
nego przeci~ganiu mozemy stwierdzic, ze proces ten zwif(ksza wytrzymalosc materialu w 
kierunku przeci~ania. Wplywa korzystnie na wl~ciwosci zwi~ane z ksztaltowaniem ma
terialu przy odksztalceniach okre8lonych nier6wno8ci~ (5.3) poprzez podwyzszenie wsp6l
czynnika R, natomiast niekorzystnie na wielkosc odksztalceit granicznych w procesach w 
kt6rych odksztalcenia okre8lone s~ nier6wnosci~ (5.2) z powodu spadku parametru P. 
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5.2 Tekstury walcowania 

Przejdziemy teraz do opisu rozwoju plastycznej anizotropii w blasze poddanej procesowi 
walcowania. W rzeczywistych procesach walcowania rozw6j tekstury jest jednym z gl6w
nych zr6del rozwoju anizotropii choc oczywiscie nie jedynym. W dalszym ci<}:gu zakladamy, 
ze walcowana blacha jest pOCZ(}:tkOWO izotropowa, a powstaj<}:Ca anizotropia jest wynikiem 
wyl<}:Cznie rozwoju tekstury krystalograficznej. 

TD=ti 

Rysunek 5.8: Proces walcowania blachy. 

Schematycznie proces walcowania przedstawiony zostal na rysunku 5.8. Podobnie jak 
w przypadku procesu przeci<}:gania, rozw6j tekstury w walcowanym elemencie metalowym 
zostal wyznaczony przy zalozeniu, ze ka.Zde pojedyncze ziarno tworz<}:Ce agregat polikrysta
liczny jest ziarnem sztywno idealnie plastycznym. Pocz<}:tkowo izotropowy rozklad orien
tacji zostal zamodelowany za pomoc<}: 1024 roznie zorientowanych ziaren o sieci typu A1 i 
takiej samej wartosci krytycznych napr~zen scinaj<}:Cych rc na 12 systemach po8lizgu. W 
rozwa:lanym elemencie blachy mamy do czynienia z jednorodnym polem gradientu defor
macji o postaci: 

D = d0 • diag{ 1.0, 0.0, -1.0 }, (5.4) 

gdzie do okresla pr~kosc odksztalcenia w kierunku walcowania. Przyjmujemy, ze kieru
nek e1 jest zgodny z kierunkiem walcowania, natomiast kierunek e3 jest prostopadly do 
plaszczyzny blachy. 

Podobnie jak w przypadku przeci<}:gania do opisu tekstury powstaj~ej podczas pro
cesu walcowania blachy zastosowalismy model opisany w rozdziale drugim i z budowany na 
jego podstawie program komputerowy. Otrzymana tekstura krystalograficzna dla r6znych 
zakres6w procesu walcowania zostala pokazana na rysunku 5.9 przy wykorzystaniu figur 
biegunowych {111}[001]. Jak mozemy zauwa:lyc, pocz<l:tkowo izotropowa blacha w wyniku 
walcowania staje si~ ortotropowa. Gl6wne osie ortotropii w plaszczyznie blachy pokrywaj<}: 
si~ z kierunkiem walcowania e1 i kierunkiem do niego prostopadlym ~· Nalezy zaznaczyc, 
ze otrzymana postae figury biegunowej jest zblizona do otrzymywanych w rzeczywistych 
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~~~~~~~~~~~ 
2 

Rysunek 5.9: Figura biegu,nowa {111}[001]: a) poczqtkowa, b) dla tjt0 = 0.5, c) dla tft0 = 
0.2 d) dla tjt0 = 0.1. 

eksperymentach (por6wnaj [75]). Na podstawie badan do~wiadczalnych stwierdzono, ze 
na skutek walcowania w metalach o sieci typu A1 tworzy si~ tekstura o trzech gl6wnych 
skladnikach: {110}(112}, {112}(111}, {123}(634}. 

Rozw6j tekstury i zwi~anej z ni~ anizotropii plastycznej blachy wplywa na jej cechy 
wytrzymal~ciowe oraz wlasno~i zwi~ane z procesami formowania. W tablicy 5.4 zesta
wilismy wartosci napr~zen uplastyczniaj~ych w testach (3.42)-(3.45) dla blach poddanych 
walcowaniu w r6znym stopniu. Podana w tabeli wart~~ t/to oznacza stosunek aktualnej 
grubo~ci blachy t do grub~ci pocz~tkowej t0 • Mozemy zauwaZy~, ze najsilniej ro~nie.war
to~~ napr~zenia uplastyczniaj~ego przy rozci~aniu w kierunku walcowania (Yi), slabiej 
w kierunku do niego prostopadlym (1';). Spada natomiast w stosunku do wart~ci pocz~t
kowej wart~~ napr~zenia uplastyczniaj~cego przy rozci~ganiu pod ~tern 45° do kierunku 
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walcowania (Y45). Obserwujemy r6wniez oslabienie materialu w wyniku wartosci napr«ilzefi 
uplastyczniaj<l:cych przy czystym scinaniu ( k). 

stan pocz<I:tkowy: tjt0 = 1.0 
1 1.978 1.978 1.978 1.989 1.140 
3 1.994 1.994 1.994 1.995 1.131 
6 2.073 2.073 2.073 2.067 1.133 
20 2.081 2.081 2.081 2.075 1.075 

zakres procesu tjt0 = 0.5 
1 2.109 2.090 1.856 1.959 1.055 
3 2.132 2.042 1.930 1.963 1.072 
6 2.220 2.120 2.023 2.043 1.093 
20 2.193 2.109 2.056 2.068 1.060 

zakres procesu tjt0 = 0.2 
1 2.226 2.187 1.786 1.967 1.010 
3 2.227 2.080 1.893 1.978 1.036 
6 2.300 2.176 1.994 2.059 1.062 
20 2.225 2.168 2.043 2.077 1.044 

zakres procesu t /to = 0.1 
1 2.304 2.213 1.764 1.955 0.988 
3 2.295 2.079 1.875 1.986 1.022 
6 2.362 2.184 1.979 2.074 1.049 
20 2.296 2.200 2.035 2.090 1.038 

Tablica 5.4: Zmiana wartosci granicznych dla stan6w napr~ien {3.42-3.45} oraz napr~
ien granicznych przy rozciqganiu pod kqtem 45° do kieronlru walcowania dla powierzchni 
plastycznosci F(l) {wzory (.~.38-4.41} i 4.10} dla r6inych zakres6w procesu walcowania. 

Na rysunkach 5.10 i 5.11 obserwujemy ewolucj«il ksztaltu powierzchni plastycznosci PC1>, 
przy r6znych warto8ciach wykladnika n, zwi<I:Zan<I: z r6znym zakresem procesu walcowania. 
N a rysunkach tych u a/3, a, f3 = 1, 2 S<l: skladowymi plaskiego tensora napr«ilzenia w bazie 
{ e0 }. Analizowana powierzchnia plastyczn~ci rozszerza si«il w kierunku u11 i splaszcza si«il 
w kierunku u12 • W przekroju u12 = 0 obserwujemy obr6t powierzchni, kt6ry wi<I:ze si«il ze 
zmian<I: polozenia narozy plastycznych. 

Zmiana ksztaltu powierzchni F(l) wplywa na proces plastycznego plyni«ilcia. Na podsta
wie ksztaltu wykresu u,p (rysunek 5.12) mozemy przewidziec liczb«il mozliwych uch technolcr 
gicznych na obrzezach element6w wytlaczanych z walcowanej blachy [16). Dla n = 1, n = 3 
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Rysunek 5.10: Ewolucja ksztaltu powierzchni plastycznosci fl'(l) na slrutek procesu walcowa
nia: a) n = 1, b) n = 3. Wszystkie wartosci zostaly odniesione do poczqtkowych napr{!ien 
granicznych Y1°. 
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Rysunek 5.11: Ewolucja powierzchni plastycznosci .ft'(l) na skutek procesu walcowania: a) 
n = 6, b) n = 20. Wszystkie wartosci zostaly odniesione do poczqtkowych nap~ien gra
nicznych Y1°. 

http://rcin.org.pl



152 ROZDZIAL 5. EWOLUCJA TEKSTURY ... 

i n = 6 ich liczba wynosi cztery, a maksima nier6wnosci brzegu wytlaczanego elementu 
znajduj~ si~ w okolicy ~ta ¢> = 45° do kierunku walcowania, a nast~pnie pojawiaj<!Cych 
si~ co 90°. Jest to liczba i polozenie najcz~sciej obserwowane w procesach rzeczywistych. 
Dla n = 20 mozna zaobserwowac cztery dodatkowe ucha, ale o duzo mniejszej amplitudzie. 
Generalnie, im mniejszy wykladnik n, tym amplituda przewidywanych nier6wnosci brzegu 
jest wi~ksza. 

~ 0 1.2 
Yt 
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1.1 

-- tlfo=O.l 
--- tlb=0.2 
- . - .. tlta= 0.5 

1.05 
....... tfto= 1.0 
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1.1 - . - . . tJta= 0.5 
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0.85 ~0 -------..-0.1,;;52.---:cj)-[-ra-d--:-]:-;-ll.0"'5~------,-l.S7 
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Rysunek 5.12: Zmiana naprteien granicznych przy rozciqganiu pod kqtem ¢>do osi e1 (patrz 
rysunki 4.8 i 5.8) na skutek procesu walcowania dla powierzchni plastycznosci _F(l). Wszyst
kie wartosci zostaly odniesione do poczqtkowych naprteien granicznych ~0 • 

Wykres wsp6lczynnika Lankforda R¢, kt6rego wartosc okresla zdolnosc blachy do prze
ciwstawiania si~ przew~zeniu, zostal zamieszczony na rysunku 5.13. Wysok~ wartooc R¢ 
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korzystn~ ze wzgl~du na formowalno~c blachy i wskazuj~c~ na jej zdolno~c do przeciw
stawiania si~ przew~zeniu obserwujemy w kierunku nachylonym pod ~tern 4> = 45° do 
kierunku walcowania. Wart~c ~rednia wsp6lczynnika Lankforda oscyluje tu wok6l jedno
~ci. Istniej~ zakresy ~ta 4> (w poblizu 4> = 0° i 4> = 90°) dla kt6rych wsp6lczynnik R<P jest 
mniejszy od jedno~ci. Taka warto~c wsp6lczynnika R<P wskazuje, ze podczas rozci~gania 
pr6bki w kierunku R<P mozemy spodziewac si~ lokalizacji odksztalce:6 w postaci przew~ 
zenia. Istnieje r6wniez zakres ~ta 4> ( w poblizu 4> = 45°) dla kt6rego przewidywana jest 
lokalizacja odksztalce:6 w postaci szyjkowania (R<P > 1). Im wi~ksza jest redukcja grub~ci 
blachy przy walcowaniu, tym r6znice w wart~ci wsp6lczynnika Lankforda s~ wi~ksze przy 
tej samej warto~ci wykladnika n. 

n=l 

~1.: 
n=3 

1.6 

1.4 

1.2 

0.8 

0.6 

0.4 

0.52 1.05 1.57 

cl» [rad] 

n=20 
5 

~ 

0.52 cl» [rad] 1.05 1.57 

Rysunek 5.13: Zmiana wartosci wsp6lczynnika Lankforda R<P (patrz rysunek 9.1} na skutek 
procesu walcowania dla powierzchni plastycznosci .ft'(l). 
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Przejdzmy do por6wnania wynik6w otrzymywanych przy wykorzystaniu powierzchni 
.F(l) z wynikami otrzymywanymi przy wykorzystaniu powierzchni fenomenologicznych. W 
tablicy 5.5 zamie8cili~my warto~ci parametr6w opisuj~cych anizotropi~ w warunku Hilla z 
1990 roku i warunku Barlata i Liana z 1989 roku. Do wyznaczenia wszystkich parametr6w 
wykorzystali~my warto~ci napr~zeti uplastyczniaj~ych Yt, }'2, Y, i k okre~lone na podstawie 
powierzchni plastyczn~ci .F<1>, dla n = 6, przy wykorzystaniu wzor6w (4.38)-(4.41) i 
warto~c }'45 okre8lon~ na podstawie zalezno~ci (4.10) przy 0 = 90° i ¢ = 45°. Parametry 
h, p i a wyst~puj~ce- w warunku Barlata obliczyli~my wedlug wzor6w (3.60), natomiast 
parametr a dla warunku Hilla ze wzoru (3.461)· Parametr b wystwuj~cy w warunku 
Hilla obliczyli~my na dwa sposoby: wykorzystuj~ wz6r (3.462) - H 1 oraz wykorzystuj~c 
wz6r (3.471) - H2 • Dla blachy w stanie pocz~tkowym zostaly przyj~te izotropowe postaci 
warunk6w, odpowiednio (3.50) w przypadku warunku Hilla i (3.62) w przypadku warunku 
Barlata i Liana. Dla otrzymanych warto~ci parametr6w, w przypadku obu powierzchni 
plastyczn~ci spelnione bylo kryterium wypuklo~ci. 

War. Barlata, m = 8 War. Hilla, m = 1.5 (H1
) War. Hilla, m = 1.5 (H~) 

tjt0 h p a a b a b 

1.0 1 1 1.022 0 0 0 0 
0.5 1.047 1.235 1.591 0.045 -0.971 0.045 -0.285 
0.2 1.057 1.537 1.894 0.052 -1.199 0.052 -0.468 
0.1 1.081 1.831 1.974 0.073 -1.309 0.073 -0.563 

Tablica 5.5: Wartosci parametr6w okre§lajqcych anizotropi~ materialu w warunkach feno
menologicznych {wzory 3.60 {Barlat) oraz 3.46 {H1) i 3.47 {H2 

)) dla r6inych zakres6w 
procesu walcowania. 

Zar6wno w przypadku powierzchni Barlata jak i powierzchni Hilla obserwujemy (ry
sunek 5.14) rozszerzanie si~ powierzchni w kierunku o-11 = -o-22 • Ksztalt powierzchni 
Barlata zmienia si~ r6wniez w przekroju o-11 = o-22 , w kt6rym przy duzej redukcji grub~ci 
blachy w procesie walcowania zanika jedno z narozy. Przy malej redukcji grubo~ci blachy 
do ksztaltu proponowanej powierzchni .f'(l) najbardziej zblizony jest ksztalt powierzchni 
Barlata (rysunek 5.15). W przypadku duzej redukcji grub~ci blachy ksztalt powierzchni 
fenomenologicznych znaczlJ:CO odbiega od ksztaltu powierzchni proponowanej szczeg6lnie 
dla stan6w napr~enia w kt6rych a-u i o-22 majlJ: przeciwne znaki. Zapewne lepszlJ: zgod
n~c powierzchni Hilla i powierzchni Barlata i Liana z powierzchnilJ: proponowanlJ: _F(l) 

moma uzyskaC zmieniajlJ:c spos6b wyznaczania parametr6w wystwuj~cych w warunkach 
fenomenologicznych. 

Podobnie jak powierzchnia _F(l), warunki fenomenologiczne przewiduj<~: powstanie czte
rech uch technologicznych na obrzezu wytlaczanych element6w (por6wnaj rysunek 5.16). 
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Rysunek 5.14: Ewolucja ksztaltu dw6ch powierzchni plastycznosci Hilla {dla m = 1.5} na 
skutek procesu walcowania: H 1 

- parametr b wyznaczono ze wzoru {9.4,6}, H 2 - parametr b 
wyznaczono ze wzoru {9.,471} oraz powierzchni plastycznosci Barlata i Liana {dla m = 8}. 
Wszystkie wartosci zostaly odniesione do poczqtkowego nap~ienia granicznego ~0 • 
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a) tlt0= 1.0 b) t/t0= 0.5 
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0
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Rysunek 5.15: Por6wnanie ksztaltu proponowanej powierzchni plastycznosci fl'(l) {dla n = 
6} z ksztaltem dw6ch powierzchni Hilla {dla m = 1.5}: H 1 

- parametr b wyznaczono ze 
wzoru {9.4,6}} i H 2 - parametr b wyznaczono ze wzoru {9.4,7}) oraz powierzchni Barlata i 
Liana {dla m = 8} ( na rysunku oznaczonej przez B). Por6wnania dokonano dla r6inych 
stosunk6w grubosci walcowanej blachy t do jej grubosci poczqtkowej t0 : 1.0, 0.5, 0.2 i 0.1. 
Wszystkie wartosci zostaly odniesione do poczqtkowego naprteienia granicznego Y1°. 

Charakter wykresu u,p jest zblizony dla wszystkich warunk6w, choc zar6wno warunek Bar
latajak i warunek Hilla, w kt6rym parametr b okre~lono ze wzoru (3.462), zanizaj~ wartooci 
napr~en uplastyczniaj~ych w stosunku do powierzchni P<1> (rysunek 5.17). 
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Rysunek 5.16: Zmiana wartosci nap~ien uplastyczniajqcych przy rozciqganiu pod kqtem 
4J do osi e 1 oraz wspolczynnika Lankforda Rq, (patrz rysunek 9.1} na skutek procesu walco
wania dla fenomenologicznych powierzchni plastycznosci. 
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Rysunek 5.17: Por6wnanie wartosci nap~ien uplastyczniajqcych przy rozciqganiu pod kq
tem t/J do osi e1 (patrz rysunek 4,.8) dla powierzchni plastycznosci ft'(l) n = 6 z wartosciami 
otrzymywanymi dla powierzchni fenomenologicznych i roinych zakres6w procesu walcowa
nia. H 1

, H 2
, B - jak na rysunku 5.15. 
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Wykres wsp6lczynnika Lankforda RiP wyznaczony na podstawie warunk6w fenorneno
Iogicznych rna charakter zblizony do wykresu tego wsp6lczynnika wyznaczonego na pod
stawie powierzchni fl'(l) (rysunki 5.16 i 5.17). Maksyrnaln~ warto~c RiP otrzyrnujerny dla 
k~ta ¢ = 45°, jednak dla wszystkich analizowanych warunk6w fenornenologicznych war
toot RiP dla dowolnego ¢ jest rnniejsza od jedno~ci przewiduj~ lokalizacj~ odksztalcen w 
postaci przew~zenia. Dla kierunk6w polozonych w poblizu ~ta 45° do kierunku walcowa
nia warunki fenornenologiczne przewiduj~ zatern jako~ciowo r6zne zachowanie rnaterialu w 
stosunku do powierzchni fl'(l). 

Na podstawie przeprowadzonych obliczen rnozna stwierdzic, ze proces walcowania po
woduje powstanie w blasze ortotropii. Tego typu obr6bka plastyczna prowadzi do podnie
sienia warto~ci napr~zen uplastyczniaj~cych w kierunku walcowania i obnizenia ich w kie
runku polozonym pod ~tern 45° do kierunku walcowania. Tworz~a si~ w blasze tekstura 
krystalograficzna powoduje powstawania czterech uch technologicznych przy wytlaczaniu 
elernent6w z walcowanej blachy. Na skutek procesu walcowania zrnienia si~ r6wniez wartooc 
wsp6lczynnika Lankforda RiP polepszaj~ wlasnooci blachy pod wzgl~dern forrnowalno~ci 
w kierunku polozonym pod ~tern 45° do osi walcowania, a pogarszaj~c w kierunku wal
cowania oraz kierunku do niego prostopadlym. 
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5.3 Tekstury czystego scinania 

W tym podrozdziale przeanalizujemy rozw6j anizotropii zwil:~zanej z ewolucj~ tekstury w 
blasze poddanej procesowi czystego scinania. Schematycznie proces ten zostal przedsta
wiony na rysunku 5.18. Podobnie, jak w przypadku procesu przeci~gania i walcowania 
zalozymy, ze material blachy jest pocz~tkowo izotropowy. Jednorodny rozklad orientacji 
w agregacie polikrystalicznym ponownie zostal zamodelowany za pomoc~ 1024 ziaren o sieci 
typu A1 i jednakowej_ wartosci napr~zenia scinanj~cego rc na kazdyrn systemie poslizgu. 

Rysunek 5.18: Proces scinania blachy. 

Przyjrnierny, ze pole gradientu deformacji jest jednorodne w rozwa:ianym elernencie 
blachy i rna w bazie { ea} postae: 

[ 

0.0 1.0 0.0 l 
D = d0 • 1.0 0.0 0.0 , 

0.0 0.0 0.0 
(5.5) 

gdzie do oznacza pr~kosc scinania. Kierunki e1 i e2 zostaly przyj~te zgodnie z rysunkiem 
5.18. 

Przy zalozeniu sztywno idealnie plastycznego modelu pojedynczego ziarna zostal obli
czony rozw6j tekstury krystalograficznej w scinanym agregacie polikrystalicznyrn. Wyniki 
obliczen pokazane s~ na rysunku 5.19 przy wykorzystaniu figury biegunowej {111}[001]. 
Jak rnozna zauwa:iyc, otrzyrnane w kolejnych stadiach procesu scinania figury biegunowe 
rnaj~ dwie do siebie prostopadle osie syrnetrii nachylone pod ~tern 45° do kierunk6w e1 

i ~. Proces czystego scinania prowadzi zatern do powstania w pocz~tkowo izotropowej 
blasze syrnetrii ortotropowej, a gl6wne osie ortotropii nachylone s~ pod ~tern 45° do kie
runk6w e1 i e2 • Kierunki gl6wnych osi ortotropii zostaly oznaczone przez m 1 i m 2 (patrz 
rysunek 5.18). Otrzyrnana postat figur biegunowych zblizonajest do tych otrzymywanych 
w do8wiadczeniach (por6wnaj [86), [108]). 
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Rysunek 5.19: Figura biegunowa {111}[001): a) poczqtkowa, b) dla tgO = 0.25, c) dla 
tgO = 0.04 d) dla tgO = 0.01. 

Wplyw rozwoju tekstury na wl8Sciwo~ci blachy przewidywane przez powierzchni~ pla
stycznooci p(l) o r6znej wartooci wykladnika n pokazuje tablica 5.6 oraz kolejne rysunki. W 
tablicy zebrali~my warto~ci napr~zen uplastyczniaj~ych otrzymywanych w testach (3.42)
(3.45) dla blach poddanych ~cinaniu w r6znym zakresie. Nalezy podkr~lic, ze wielk00ci 
Yi. i 1'2 oznaczaj<J: teraz napr~zenia uplastyczniaj~e przy rozci<J:ganiu odpowiednio w kie
runkach m 1 i m2. Podobnie, wielko~c k oznacza napr~enie uplastyczniaj<J:ce przy czystym 
~cinaniu w plaszczyznie m 1-m2, a Y45 napr~zenie uplastyczniaj~e przy rozci<J:ganiu pod 
k<J:tem 45° do kierunku m 1• Podana w tablicy warto~c tgO odnosi si~ do k<J:ta 0 zdefinio
wanego tak jak na rysunku 5.18. Analizuj<J:c warto~ci zamieszczone w tablicy 5.6 mozemy 
stwierdzic, ze na skutek procesu ~cinania mamy do czynienia ze wzmocnieniem materialu 
w kierunku m 1. Zwi~ksza si~ r6wniez wartooc napr~en uplastyczniaj<J:cych Yp przy dwu
osiowym rozci<J:ganiu. Maleje, ale slabiej niz w przypadku procesu walcowania, napr~zenie 
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uplastyczniaj¥e k przy czystym scinaniu. 

stan pocz~tkowy: tg() = 1.0 
1 1.978 1.978 1.978 1.989 1.140 
3 1.994 1.994 1.994 1.995 1.131 
6 2.073 2.073 2.073 2.067 1.133 
20 2.081 2.081 2.081 2.075 1.075 

zakres procesu tg() = 0.25 
1 2.109 1.959 1.987 2.072 1.132 
3 2.128 1.967 1.985 2.037 1.113 
6 2.207 2.054 2.049 2.113 1.111 

20 2.174 2.079 2.060 2.098 1.072 
zakres procesu tg() = 0.04 

1 2.242 1.957 2.012 2.196 1.131 
3 2.243 1.976 1.996 2.083 1.106 
6 2.310 2.059 2.055 2.167 1.113 

20 2.204 2.075 2.061 2.146 1.093 
zakres procesu tg() = 0.01 

1 2.322 1.950 2.002 2.219 1.121 
3 2.314 1.986 1.995 2.082 1.101 
6 2.391 2.071 2.061 2.180 1.116 
20 2.328 2.087 2.066 2.180 1.110 

Tablica 5.6: Zmiana wartosci napr~ien granicznych dla stan6w napr~ien {9.42-9.45) oraz 
napr~ienia granicznego przy rozciqganie pod kqtem 45° do kierunku m 1 dla powierzchni 
plastycznosci p(l) {wzory (4.38-4.41) i 4.10}i r6inych zakres6w procesu scinania. 

Ewolucja ksztaltu powierzchni plastycznosci F'{l) zwi~ana z czystym scinaniem blachy 
zostala przedstawiona na rysunkach 5.20 i 5.21. Wyst~puj~ce na rysunkach wielkosci aaf3 

(a., /3 = 1, 2) oznaczaj~ skladowe plaskiego tensora napr~zenia w bazie {lila}. Mozemy 
zaobserwowac, ze w wyniku procesu scinania powierzchnia plastycznosci P<1) opr6cz zmiany 
rozmiar6w zmienia r6wniez sw6j ksztalt. Tworz~ si~ nowe naroza w przekroju a 12 = 0 oraz 
pojawia si~ sze8c narozy w przekroju dewiatorowym a 11 = -a22 • Naroza te nie wyst@uj~ 
w przypadku blachy izotropowej. Powstawanie tych narozy jest szczeg6lnie widoczne dla 
duiych wartosci wykladnika n (n = 6 in= 20). 
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Rysunek 5.20: Ewolucja ksztaltu powierzchni plastycznosci _F(l) na skutek procesu scinania: 
a) n = 1, b) n = 3. Wszystkie wartosci zostaly odniesione do poczqtkowych nap~ien 
granicznych ~0 • 
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Rysunek 5.21: Ewolucja powierzchni plastycznosci .F<1> na skutek procesu scinania: a) n = 
6, b) n = 20. Wszystkie wartosci zostaly odniesione do poczqtkowych nap~ien granicznych 
Yp. 
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Rozw6j anizotropii wplywa r6wniez na proces plastycznego plyni~cia. Na podstawie 
wykresu (rysunek 5.22) warto8ci napr~zenia uplastyczniaj~cego u,p przy rozci~ganiu pod 
qtem '1/J do kierunku m 1 (rysunek 5.18), okre~lonego na podstawie powierzchni plastycz
no~ci P<1>, mozemy stwierdzic, ze na obrzezu wytlaczanego elementu pojawi si~ sze~c ·uch 
technologicznych przy n = 3 i n = 6, a ich liczba wzrasta do dziesi~ciu dla n = 20. Powstale 
nier6wnosci maj~ r6zn~ amplitud~ i ich maksima koncentruj~ si~ w oklicy ~ta '1/J = 45° i 
'1/J = 90°. R6znice w warto~ci napr~zen uplastyczniajqcych przy rozci~ganiu pod r6znymi 
qtami do osi ml s~ tym wi~ksze, im wi~kszy jest zakres procesu scinania. 

~ 1.2 ..----_...,.----'n==--=-1--.------. 
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~t.2 ..-----.-___;,:n:.....=-=-3:...___..--------, 
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Rysunek 5.22: Zmiana wytrzymalosci na rozciqganie pod kqtem '1/J do osi m 1 (patrz ry
sunek 5.18) na skutek procesu scinania blachy opisanej powierzchniq plastycznosci fr(l). 

Wszystkie wartosci zostaly odniesione do poczqtkowych naprl(ieii. granicznych Y1°. 

Na podstawie wykresu wsp6lczynnika Lankforda R,p mozemy stwierdzic, ze na skutek 
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procesu ~cinania wlasno~ci blachy pod wzgl~dem jej formowalno~ci polepszaj~ si~, gdyz 
warto~c ~rednia R,p staje si~ wi~ksza od jedno~ci. Najlepsze wlasn~ci do przeciwstawiania 
si~ przew~zeniu rna blacha w kierunku opisanym ~tern 0° < '1/J < 30°, a najslabsze w 
okolicach '1/J = 90°, gdzie wart~c wsp61czynnika R,p spada ponizej jedn~ci. Dla n = 6 i 
n = 20 wsp6lczynnik R Spada ponizej jedno~ci r6wniez dla ~ta '1/J bliskiego 30°. 

n=l 

~ 
1.8 

-- tg9=0.01 
-- - tg9=0.04 
- . - . . tgO = 0.25 -·-·-..................... , 

1.6 .... . ...... tg9 = 1.0 

1.4 

'·,_ 
... , 

· ... ,'·-.: 
-----------~-~-~-, ~ 

1.2 ..... ..... ...... ..... 
................................................................ :':!~!-.... ~-··;;:·········· ... 

0.8 ~<-o -------,o-7..52.--'1'-[ rad--
1 

--•""".o5..-------.'1.57 

n=6 

4 -- tg9=0.01 
--- tg9=0.04 
- . - . . tg9 = 0.25 
....... tg9= 1.0 

0 \:-0 ----,.,07..52.--'lf_[_rad_]-;l.I,...OS.---------.'l.S7 

~ 
n=3 

J .S 

-- tg9=0.01 
--- tg9=0.04 
-·- .. tg9=0.25 
. . ..... tg9= 1.0 

0.5 ~o -------;;:o.'ns2.----.~,""os.-----~ 

"'[rad] 

n=20 Rv7 
6 -- tg9=0.01 

--- tg9=0.04 
- . - .. tg9 = 0.25 
....... tg9= 1.0 

4 

Rysunek 5.23: Zmiana warlosci wsp6lczynnika Lankforda R,p (patrz rysunki 9.1 i 5.18} na 
skutek procesu scinania blachy opisanej powierzchniq plastycznosci _F(l). 

Por6wnamy teraz wlasno~ci blach poddanych czystemu ~cinaniu przewidywane przez 
powierzchni~ _F(l) z wlasno~ciami przewidywanymi przez warunki fenomenologiczne. Para
metry okre~laj~e anizotropi~ materialu w warunku Hilla i warunku Barlata i Liana okre
~lili~my tak samo jak w przypadku procesu walcowania blachy opisanej powierzchni~ _F(l). 

Napr~zenia uplastyczniaj~e wyst~uj~e we wzorach (3.46), (3.47) i (3.60) okreslili~my 
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przy wykorzystaniu zalezn~ci (4.38)-(4.41) z tym, ze wyst~uj~e w nich wsp6lczynniki 
~'/ oznaczaj~ teraz skladowe tensor6w pr,g w bazie zwi~anej z gl6wnymi osiami ortotropii 
{ma}· 

War. Barlata, m = 8 War. Hilla, m = 1.5 (H1
) War. Hilla, m = 1.5 (Hl) 

tg() h p a a b a b 
1.0 1 1 1.022 0 0 0 0 

0.25 1.074 1.085 1.021 0.075 -0.822 0.075 -0.161 
0.04 1.122 1.123 0.948 0.121 -0.903 0.121 -0.249 
0.01 1.154 1.168 1.007 0.148 -0.971 0.148 -0.318 

Tablica 5.7: Zmiana parametrow okreslajqcych anizotropite materialu w waronkachfenome
nologicznych (wzory {3.60} - Barlat oraz {3.46}- H 1 i {3.47}- H 2

} dla roinych zakres6w 
procesu scinania. 

Na rysunkach 5.24 i 5.25 zamie8cili~my zmian~ ksztaltu powierzchni fenomenologicznych 
odpowiadaj~~ r6znemu zaawansowaniu procesu ~cinania. Mozemy zauwa:iyc, ze zar6wno 
powierzchnia Hilla jak i powierzchnia Barlata i Liana rozszerzaj~ si~ w kierunku u11 • W 
przekroju u12 = 0 najbardziej zblizona do powierzchni fl'(l) jest powierzchnia Barlata dla 
kaZdego stadium procesu ~cinania (rysunek 5.26). Powierzchnia ta nie jest jednak w stanie 
opisac narozy pojawiaj~cych Si~ W przekroju dewiatorowym Un = -(122· 

Warunek Barlata i Liana, m=8 

<Jn= CS22 {A-A) 

o.s 

0 .• 

(Jll 0.2 

Yf o\--'"'lk--.h---,i-r-'ft. ----', 

-12 (JJJ 

Yf 

Rysunek 5.24: Ewolucja powierzchni plastycznosci Barlata (m = 8) wywolana procesu 
§cinania. Wszystkie wartosci zostaly odniesione do poczqtkowego naprteienia granicznego 
y;_o. 
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Rysunek 5.25: Ewolucja ksztaltu powierzchni plastycznosci Hilla {m = 1.5} na skutek pro
cesu scinania: H 1 - parametr b wyznaczono ze wzoro {9.46}, H 2 

- parametr b wyznaczono 
ze wzoro {9.411}. Wszystkie wartosci zostaly odniesione do poczqtkowych naprf(ien gra
nicznych ~0 • 
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Rysunek 5.26: Por6wnanie ksztaltu {przekr6j 0"12 = 0) proponowanej powierzchni plastycz
nosci _F(l), n = 6 z ksztaltem powierzchni Hilla, m = 1.5 {H1 - parametr b ze wzoru {3.46), 
H2 - parametr b ze wzoru {3.47)) oraz powierzchni Barlata i Liana, m = 8 (B) dla r6i
nych zakres6w procesu scinania. Wszystkie wartosci zostaly odniesione do poczqtkowego 
napncienia granicznego Y1°. 

Jak juz stwierdzili~my w rozdziale czwartym, powierzchnie fenomenologiczne z trudno
§ci~ opisuj~ liczb~ uch technologicznych wi~ksz~ od czterech. Podobnie jest w przypadku 
tekstur powstaj~ych w procesie §cinania. W odr6znieniu od powierzchni _F(l) powierzch
nia Barlata i Liana i powierzchnia Hilla (H2) przewiduj~ powstanie jedynie dw6ch uch 
technologicznych, a ich maksimum otrzymujemy dla ~ta 1/J = 90° (patrz rysunki 5.27 i 
5.28). Warto§ci napr~en uplastyczniaj~ych O",p przewidywane przez powierzchni~ p(l) 

s~ lepiej przyblizane przez powierzchni~ Barlata i Liana i powierzchni~ Hilla (H2), gdzie 
parametr b okre§lono na podstawie wzoru (3.47). 
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Rysunek 5.27: Zmiana wartosci nap~ien granicznych przy rozciqganiu pod kqtem 7./J do osi 
m 1 oraz wsp6lczynnika Lankforda R,p (patrz rysunek 9.1) na skutek procesu scinania dla 
fenomenologicznych powierzchni plastycznosci. 
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Rysunek 5.28: Porownanie wartosci nap~ien granicznych przy rozciqganie pod kqtem 1/J 
do osi m 1 {patrz rysu.nek 5.18} dla powierzchni plastycznosci P<1>, n = 6, z wartosciami 
otrzymywanymi dla powierzchni fenomenologicznych i roinych zakresow procesu scinania. 
H 1, H 2 , B - jak na rysunku 5. 27. 
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Podobnie jak w przypadku tekstur powstaj~cych w procesie walcowania, warunek Hilla 
zaniza wartosc wsp6lczynnika Lankforda R w stosunku do wartosci przewidywanej przez 
powierzchni~ P<1>. Wed lug warunku Hilla wartosc R jest stale mniejsza od jedno8ci. Wa
runek Barlata i Liana lepiej przybliza wartosc wsp6lczynnika R,p przewiduj~c dla duzego 
zakresu ~ta ,P jego warto8c wi~ksz~ od jedno8ci i dla ~ta 90° wartosc R < 1. 

Podsumowuj~ opis ewolucji anizotropii zwi¥anej z procesem czystego scinania nalezy 
podkreslic, ze blacha pocidana tego typu obr6bce staje si~ ortotropowa, a gl6wne osie orto
tropii pokrywaj~ si~ z kierunkami gl6wnymi tensora pr~dko8ci deformacji D (wz6r (5.5) i 
rysunek 5.18). Wytworzona w wyniku procesu scinania tekstura krystalograficzna wedlug 
przyj~tej powierzchni plastycznosci F(l) powoduje powstanie sze8ciu uch technologicznych 
oraz wytworzenie si~ narozy plastycznych w przekroju dewiatorowym. Na podstawie prawa 
plyni~cia stowarzyszonego z powierzchnia P<1> przewidywana jest r6wniez poprawa odpor
no8ci blachy na przew~zenie ze wzgl~du na zwi~kszenie si~ warto8ci sredniej wsp6lczynnika 
Lankforda. 
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Rozdzial 6 

Podsumowanie 

W pracy przedstawili~my model ewolucji anizotropii plastycznej silnie deformowanych ele
ment6w metalowych. Zmian~ wlasn~ci plastycznie formowanych blach pokazali~my ko
rzystaj~ z zaproponowanej powierzchni plastyczn~ci (4.22). Powierzchnia ta l~czy zalety 
podej~cia fenomenologicznego i fizycznego. Funkcja plyni~cia stowarzyszona z propono
wan~ powierzchni~ plastyczn~ci zalezy od mikrostruktury polikrysztalu. W odr6znieniu 
jednak od modelu fizycznego Bishopa-Hilla [17), [18) tu, stowarzyszone prawo plyni~ia w 
spos6b jednoznaczny wyznacza kierunek plastycznego plyni~cia. Umozliwia to wykorzy
stanie proponowanej powierzchni plastyczn~ci w metodzie element6w skonczonych. 

Po dokonaniu przegl~du literatury dotycz~ej tematu pracy w rozdziale pierwszym, w 
rozdziale drugim skoncentrowali~my si~ na modelu pojedynczego ziarna krysztalu podda
nego duzym deformacjom. Uznaj~c, ze podstawow~ przyczyn~ rozwoju anizotropii elemen
t6w metalowych poddanych duzym deformacjom plastycznym jest tworzenie si~ tekstury 
krystalograficznej, gl6wny nacisk polozyli~my na r6wnania opisuj~ce zmian~ orientacji 
sieci w procesie deformacji. Przedstawili~my komplet r6wna:D. konstytutywnych spr~zysto
plastycznych wraz z r6wnaniem spinu plastycznego odgrywaj~ym podstawow~ rol~ przy 
wyznaczaniu obrot6w sieci w krysztale. W r6wnaniach tych wykorzystali~my warunek upla
stycznienia pojedynczego krysztalu zaproponowany przez Gambina [37) b¢~cy regulary
zowanym prawem Schmida. Przedstawiony model jest podstaw~ skonstruowanego przez 
nas programu numerycznego. Program ten modeluje rozw6j tekstury w agregacie ziaren 
tworz~ych element reprezentatywny obj~to~ci polikrysztalu dla zadanego jednorodnego 
pola gradientu pr¢ko~ci. W programie obliczamy zmian~ orientacji sieci krystalicznej kaz
dego z ziaren przyjmuj~c zalozenia Taylora o jednakowym tensorze gradientu deformacji 
w kazdym ziarnie. 

W rozdziale trzecim poddali~my analizie najcz~ciej wykorzystywane femonologiczne 
powierzchnie plastyczn~ci m-tego stopnia dla blach: powierzchni~ plastyczno~ci Hilla (53) 
oraz powierzchni~ plastyczno~ci Barlata i Liana (14). Wyprowadzili~my ich postaci nie
zmiennicze pomocne przy wyznaczaniu r6wnan opisuj~ych te powierzchnie oraz stowa
rzyszone z nimi prawa plyni~ia w dowolnym ukladzie odniesienia. Postaci niezmiennicze 
warunk6w plastyczno~ci wykorzystali~my r6wniez przy wyprowadzaniu wzor6w (3.55) i 
(3.72) opisuj~ych wsp6lczynnik Lankforda Rep oraz do sformulowania r6wna:D. okre~laj~-
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cych stany napr~zenia przy kt6rych moze wyst~pic lokalizacja odksztalcen plastycznych 
(3.37) i (3.38). Lokalizacja odksztalcen jest zjawiskiem bardzo wainym z punktu widzenia 
procesu formowania metali. Kolejn~ cz~c rozdzialu trzeciego po~wi~cili~my analizie wyni
k6w otrzymywanych dla blach o r6znej teksturze przy wykorzystaniu powierzchni Bishopa
Hilla. Wyniki te odpowiadaj~ zwykle wynikom badan do~wiadczalnych. Analiza pozwolila 
na okrffilenie zjawisk, jakie mog~ wyst~powae w metalach o r6znej teksturze i kt6re po
winna opisywac powierzchnia plastyczno~ci. Wielu z tych zjawisk nie jest w stanie opisac 
warunek plastyczno~ci 2-ego stopnia. 

W rozdziale czwartym zaproponowali~my klas~ powierzchni plastyczno~ci dla polikrysz
tal6w metali (4.22), kt6ra l~czy zalety podej~cia fenomenologicznego i fizycznego. Szerzej 
om6wili~my trzy powierzchnie plastyczno~ci nalez~e do tej klasy oznaczone przez P<1> 

(4.24), P<2> (4.42) i P<3
> (4.56). Analiza wynik6w otrzymywanych dla polikrysztal6w me

tali 0 r6znej teksturze wykazala, ze powierzchnia ff(l} i powierzchnia ff(3) stanowi~ dwa 
graniczne przypadki. W przypadku powierzchni ff(l} traktujemy polikrysztal jako poje
dynczy krysztal o NGR x M systemach po~lizgu, gdzie NGR jest licz~ ziaren w elemencie 
reprezentatywnym, a M liczb~ system6w po~lizgu w ziarnie. W przypadku powierzchni 
P<3> uwzgl~niamy granice ziaren o r6znej orientacji. Powierzchnia P<2> r6zni si~ od po
wierzchni ff(l} jedynie wsp6lczynnikiem a, kt6ry nalezy wyznaczyc na podstawie testu na 
poziomie polikrysztalu. Powierzchnia ta rna wi~ ten sam ksztalt co powierzchnia ff(l}, a 
wsp6lczynnik a przeskalowuje jedynie warto~ci napr~zen uplastyczniaj~ych dla poszcze
g6lnych stan6w napr~zenia nie zmieniaj~ ich wzajemnego stosunku. Powierzchnia P<2> 

przewiduje zatem dla zadanej ~ciezki napr~zenia ten sam kierunek tensora plastycznej de
formacji DP, co powierzchnia ff(l}. 

W dalszej cz~ci pracy skoncentrowali~my si~ na powierzchni ff(l}. Wyniki otrzymywane 
przy wykorzystaniu tej powierzchni dla metali o zadanej teksturze odpowiadaly wynikom 
otrzymywanym dla powierzchni Bishopa-Hilla. W szczeg6lnooci przy wykorzystaniu tej po
wierzchni mozliwe jest opisanie wi~kszej od czterech liczby uch technologicznych powstaj~
cych podczas wytlaczania element6w, anomalnego zachowania si~ blach [51} i powstawania 
narozy w· przekrojach przez powierzchni~ plastyczno~ci, w kt6rych warunki fenomenolo
giczne ich nie wykazuj~. W przypadku blach o anizotropii normalnej badali~my r6wniez 
wplyw ksztaltu powierzchni plastyczno~ci na wielko~c odksztalcen granicznych przy wyko
rzystaniu modelu lokalizacji odksztalcen Marciniaka i Kuczynskiego [78}, [79}. Stwierdzili
~my, ze wlasno~ci blachy w spos6b znacz~cy mog~ zalezee od tekstury krystalograficznej. 

Pi~ty rozdzial poowi~cili~my wyznaczeniu rozwoju anizotropii plastycznej w elementach 
metalowych poddanych obr6bce plastycznej. Powstaj~ca anizotropia wynikala z rozwoju 
tekstury krystalograficznej w elemencie. Korzystaj~c ze wspomnianego powyzej programu 
numerycznego wyznaczali~my ewolucj~ tekstury w agregacie ziaren dla przyj~tej ~ciezki 
gradientu pr~ko~ci. Zalozona postac gradientu pr~dko~ci odpowiadala trzem procesom 
technologicznym: przeci~ganiu, walcowaniu i czystemu ~cinaniu. Nast~pnie korzystaj~ z 
powierzchni F(l} analizowali~my ewolucj~ anizotropii w blachach poddanych powyzszym 
procesom. W kaZdym przypadku zakladali~my, ze material blachy rna siee typu Al, a kazde 
ziarno nalez~e do elementu reprezentatywnego rna te same wlMciwo~ci. Sformulowane 
ponizej wnioski dotycz~ zatem tego typu blach. Nalezy jednak zaznaczyc, ze przedstawiony 
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w pracy model mozna zastosowac do metali o innym typie sieci oraz do sytuacji kiedy 
poszczeg6lne ziarna r6zni~ si~ mi~dzy sob~. 

N a podstawie analizy stwierdzilismy, ze tworzenie si~ tekstury w blasze zmienia jej 
wlasnosci. W przypadku przeci~gania element metalowy umacnia si~ w kierunku przeci~
gania, natomiast dla kr~k6w wyci~tych w kierunku prostopadlym do kierunku przeci~
gania, wykazuj~ych anizotropi~ normaln~, zwi~ksza si~ warto8c wsp6lczynnika Lankforda 
R, a zmniejsza si~ wartosc wsp6lczynnika P, kt6ry okr~la zdolno8c materialu do prze
ciwstawiania si~ lokalizacji odksztalceil w postaci szyjkowania. Pocz~tkowo izotropowe 
blachy poddane walcowaniu staj~ si~ ortotropowe. Przewidywane jest powstawanie czte
rech uch technologicznych w plaszczyznie blachy, kt6rych maksima pol ozone s~ pod ~tern 
45° do kierunku walcowania. Z wyso~ wartosci~ wsp6lczynnika Lankforda RIP, korzystn~ 
z punktu widzenia formowania blachy, mamy do czynienia dla ~ta 4> = 45° do kierunku 
walcowania. w przypadku procesu scinania, powierzchnia ,F(l) przewiduje powstawanie 
szesciu uch technologicznych oraz zwi~kszanie si~ warto8ci sredniej wsp6lczynnika RIP. Dla 
kaidego z proces6w wlasnosci materialu okre8lone na podstawie warunk6w fenomenolcr 
gicznych odbiegaly od okr~lonych na podstawie powierzchni ff'(l) szczeg6lnie jezeli chodzi 
o wartosc wsp6lczynnika Lankforda RIP. Poniewaz powierzchnia ta dobrze przybliza za
chowanie si~ metali opisywane przez model Bishopa-Hilla zar6wno dla blach izotropowych 
jak i blach o silnej anizotropii, mamy podstawy przypuszczae, ze lepiej opisuje ona zja
wiska zachodzace w procesach rzeczywistych niz powierzchnie fenomenologiczne Hilla oraz 
Barlata i Liana. 

W przyszlosci nalezaloby przede wszystkim dokonae weryfikacji doswiadczalnej propo
nowanego modelu. Kolejnym krokiem powinna bye jego aplikacja do program6w stoso
wanych do obliczeil zwi~zanych z rzeczywistymi procesami obr6bki plastycznej. Przedsta
wiona ewolucja anizotropii dotyczy modelu sztywno-idealnie plastycznego. Opisany model 
pozwala na uwzgl~dnienie wplywu odksztalcen spr~zystych i wzmocnienia. Choc wstwna 
analiza wykazala, ze maj~ one drugorz¢ny wplyw na rozw6j anizotropii plastycznej ma
terialu, to nalezaloby blizej przyjrzec si~ rozwojowi plastycznej anizotropii w przypadku 
zastosowania modelu krysztalu spr~zysto-plastycznego ze wzmocnieniem. Pozwoliloby to 
na okreslenie kierunk6w gl6wnych i warto8ci napr~zeil resztkowych powstaj~cych przy ob
r6bce plastycznej metali. 
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