Jerzy Ploch

OSZACOWANIA DUZYCH PRZEMIESZCZEN
W CIAEACH SPREZYSTYCH
PODDANYCH DZIALANIU OBCIAZENIA
IMPULSOWEGO

2. /1979

WARSZAWA 1979



Praca wplyngla do Redakcji dnia 11 stycznia 1979 r.

Zarejestrowana pod nr 2/1979

rpravach rekopisu

Instytut Podstawowych Problemdw Techniki PAN

laklad 130 egz. Ark. wyd. 1,3. Ark. druk. 2,
Oddano do drukarni w styczniu 1979 r.

Nr zacéwienia 60/0/79

rukarnia HNaukowa, Warszawa,

Warszawska
ul.Sniadeckich 8



JerzylPlech

Zaktad Mechaniki
0édrodkdéw Ciggiych

OSZACOWANIA DUZYCH PRZEMIESZCZEN W CIALACH SPREZYSTYCH
PODDANYCH DZIALANIU OBCIAZENIA IMPULSOWEGO

i, Wstep

Metoda oszacowania od gérymaksymalnych przemieszczen cial
i konstrukeji sprezystych obciazonych idealnym impulsem poda-
na zostala przez Martina [{] dla probleméw geometrycznie 1li-
niowych. Znalezienie gérnej oceny na ugi¢cia sprowadzone tam
zostalc do roswigzania pewnego pomocniczego problemu staty-
cznego dla podobnej komstrukeji przy czym wykorzystywany byl
postulat wypuklodei fumkcji energii sprezystej. W zagadnie-
niach nieliniowych postulat ten jest niewystarczajacy do
snalezienia oszacowan. Uogélniajac metode oszacowa na przy-
ip;dék duzych przemieszczen Martin [2] postuzyl sie warunkiem
stabilnodéci w sensie dodainiego przyrostu energii potencjal-
nej od stanu stacjonarnego. Nie podal jednak Scistego uzasad-
nienia tej hipoteszy. Prdéba podjeta w pracy Wierzbickiego [3]
oparta na wiasnodciach wypuklodel funkeji energli spreiystej
nie jest w pelni zadawalajgca gdyz pomija w nierdwnosci szacu-
jacej pewne czlony, co powoduje ograniczenie klasy rozwiazat
statycznych. Wzorunjac si¢ na tej pracy lecz korzystajge = po-
stulatu analityeznosci funkcji emergii sprézystej podano w
obecne] pracy écislte teoretyczne podstawy dla hipotezy Martina.
Wyprowadzone sostalo w jawny sposdéb kryierium przy spetnieniu
ktérego nieréwnodéé szasujaca pozostaje siuszna.
Jake ilustracje teorii podano rozwazania dwéech wainych prak-
tycznie prezypadkéw obeigfenia dynamicznego belek. Ostatni
przykiad puswiccony jest zastosowaniu wyprowadzonego kryterium
w praypadku wystepowania sil podluinych sciskajacych w ramie
portalewe]j.



2. Teoria oszacowaid
2,1, Sformuitowanie problemu dynamicznego

Rozpatrzmy cialo spreiyste zajmujgoce w naturalnej kon-
figuracji odniesienia obszar 8 , ktéry jest podzbiorem prze-
strzeni euklidesowej tréjwymiarowe] E>. Przes § eznaczymy
wnetrze tego obszaru a prsez ¥ Jego brzeg, ktéry jest sumg
zbioréw OB 1 9By . Elementy sbioru ® eznaczamy przez x i
nazywamy zmiennymi przestrzennymi. Ruch ciaia bedziemy badali w
przedziale czasu (Q,O"), a élenenty tego zbioru oznaczymy
przez t i nazwiemy zmiennymi eczasowymi.

Zaldzmy, %e cialo 8 Jest wstepnie obelgkone statycznie polem
gil masowych Eo' a brzeg ciala ‘391- pelem sil powlerzchnio-
wych 10. Przemieszczenia na brzegu S‘BV 88 réwne zeru. Uklad
réwnan rézniczkowych, opisujgcy zachowanie ciala spredystego
pod dzialaniem powyZej sdefiniowanym obcigieniem wstepnym w
opisie Lagrange ‘a dla teorii skoficzonych deformacji /w zapisie

a'bsolutnym/) przyjemie postaé:
(dw (§ + VW) =-F
(2.9 {8, = gg{eo) xe®,

o =5 (VU t U AV

z warunkami brzegowymi:

(2.2) _F( 2o+ Ve Son =T, xe38,
. g‘o = .O.v XG%QV &

Przyjmijmy, e rozwigzanie ukiadu réwnai rézniczkowych (2.1)

z warunkami brzegowymi (2,2) istnieje i jest znane.
Nastqpnie,do ciaia wstepnie statyoznie oboigionego zostaje
przylozone w wybranej chwili poczatkowej pewne oboigzenie dy-
namiozne. ObolgZenie, to sklada si¢ z ‘impulsowo przylozonego
do ciala B stalego w czasle martwego pola sil masowych F, po-
la predkosci % zadanego w postacl idealnego impulsu oraz przy-
lozonego impulsowe do brzegu ‘397 stalego w czasie martwego
pola sil powierzchniowych T. Uklad réwnai réiniczkowych opi-



sujgcy zZachowanie si¢ ciala wsigpnie obciqtoncgo) pod dziata-
niem powyzej zdefiniowanego ni:eiqzenia. impulsowego, w opisie
Lagrange ‘a dla teorii skofiezonych deformacji przyjmie postad:

div(g+vu8)=-E-E +si
@3 5= &\g{;) (xit) & Bx(00)
E =4(vy+vu + Tuvu)

£ warunkaml brzegowymi:

5 (S+vudn=T+T Quit)e B0

2.4

. §=0 Cub)esRx(o%)

i warunkami poczgikowymi:

G.5) {“’ = o (e B0},
Y =Y

gdzie: '

9:3 — Q. - dane pole skalarne nsto‘oi)
n:38 — 3, - pole wersoréw normalnych do brsegu,

-W:T;s — 8, - funkcja enmergii spresystej odksztal-
oenia)

§1§K(0,°°)—'3f ~ gymetryczne pole tensorowe napre-
Zenia Pioll-&irchoﬂa)

E:B‘(OF")""S;’ - symetryezne pole temsorowe odksstal-
oenia Caunchy~Greena,

;&:9‘(0#) -"’T; - pole wektorowe prremiesszczenia
R - zhidér liezb rsecsywistyoh,

3;; - p-krotny 1loesyn temsorowy tréj-
wymiarowej euklidesowe] przestirzeni
wektorowe] Ti}



T :

A - transpozycja temsora 4 ,

AB - proste nasunig¢ocie tensordéw
418,

AB - calkowite nasuniecie temnsoréw
418,

(u.,b) - para uporzgdkowana element w
ai b,

AxP - iloczyn kartezjaiski zbiordéw
A 1B,

ne

('Ld')" - n-ta pochodna funkeji tenlorowe;j)

A

z & - gradient prZestrzenny pela ten-
sorowego,

K- - diwergencja przestrzenna pola
tensorowego,

”' * - pochodna czasowa pola tensoro-
wego. ’

Wielkodci oznaczone symbolem ,o"' ednoszg sie do réwnowagi
statyczne) ciata pod wst¢pnym obcigZenienm.

W oparciu o uklad rdéwnai (2.3) z warunkami granicznymi (2.4)
i1 (2.5) wyprowadzimy obecnie nieréwnosé, ktéra wykorzystamy
nastepnie w dowodzie twierdzenia o oszacowaniach. Pomnézmy,
plerwsze réwnanie ukladu (2.3) przez n, scalkujmy po obsza-
rze § 1 wykorzystajmy warunki brzegowe (2.4), Otrzymamy:

@.6) -é(gﬁf)gm-3&9(3+3)@¢(a93+é§-§¢®+ ¢liad®=0.
Calkujgc tozsamoéé (2.6) w przedziake czasu (0,t), wykorzystu-

jac zwiagzek konstytutywny i warunki poczatkowe (2.5) dosta-
niemy:

e.n % (E.+§)q,d.(8‘)-§9("{;+T)gd(w) +§\@d®) X Jz';?%! m _

=-’§(fo+fm.dm)-gmr)sz.odm)gwcs.)é@%gew dg).
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Toisamodé (2. 7) wyrata zasade zachowania energii. Lewa stro-
na toisamoscl przedstawia calkowita energie ukladu w dowol-
nej chwili. Jest ona sumg pracy sil zewnetrznych, emergii
sprezyste] i kinetyocznej, natomiast prawa stroma emergig cal-
kowita w chwilli poezgtkowej.
0znaoczmy energie kinetyczng ukladu w chwili poczgtkowej przez
o= Mo §% Y, d(®) i skorzystajmy s faktu, e w dowolnej
chwill energia kinetyczna jest nieujemna Zg ég@i;kd,(s) >0 )
to = tossamodci (2.7) wynika nierdéwnosé:

@.8) afwcs)d(am :rco+§w(gsct®+g(f.+f)(u—@d:£)+§9&+ﬂu—@d(am.

Nieréwnosé (2.8) wykorzystana bedzie w dowodzie twierdzenia o
oazacowaniach,

2,2, Pomooniczy problem statyczny

Rozpatrzmy to samo cialo sprezyste zajmujace w naturalnej
konfiguracji odniesienia obszar § , zamocowane na brzegu
i oboigsone w sposéb statyczny polem sil zwiazanym w pewlen
sposéb z .obcigieniami wstepnym 1 1mpulaowym)poprzednio zdefi-
niowanymi. Mianowicie, brzeg ciaia 28 obeigzamy polem sil
powierzchniowych postaci T.+:{'p +T) a cialto 8 polem sil ma-
sowych postaci G +RE +E.
Pola sil zo | go ss identyczne jak w obcigZeniu wst¢pnym, T 1
F identyczne jak w obcigzeniu dynamicznym a T, 1 F, sa dowolne.
Ukiad réwna’ rézniozkowych opisujacy zachowanie sig¢ ciaila
spresystego pod tym obcigteniem statycznym,w opisie Lagrange'a
dla teorii skoficzonych deformacji ma postaé:

dv (& +ViL8) =-F -B-F
(2.9 S= &-E-(E’) X8,

E = HVit Vit VilVih)

z ‘warunkami brzegowymi:



g [(B IR =BT+I xe 98
Yy =Q ""98")

gdzie: symbol %) eodnosi sie do réwnewagi statyesnej ciala.
Przyjmijmy, Ze rozwigzanie ukladu réwnaid réiniczkowych (2.9)
z warunkiem brzegowym (2.10_) istnieje i jest zname.

2,3, Dowdéd twierdzenia o oszacowanlach

Zaléimy, %e funkoja energil spresystej jest analityezna
w zbiorze 31’ tensoréw symetrycznych o walencji dwa. Jedli
wykorzystamy powyZsze zaloienie,to oczywista jest réwnodé:

@.11)  WE - WE)= " dE (E,)(Ij g,)+zn. @EY'{E')(E E’)(n)

ente: E-E = [(E-ENa(E-E)o -0 55
" e iy
- \'"_2’3
® - symbol ileoczynu tensorowego.
Pole tensorowe odksztalcenia E .wynika % reswiazania ukladu
réwnai (2.3) s warunkami granicznymi (2.4) 1 (2.5), a pole E,
z rozwigzania uktadu (2.9) 2 warunkiem brzegowym, (2,10) .
Wykorzystajmy prawo konstytutywne i scatkujmy toisamodé (2.‘11)
po obszarze ®. Otrzymamy:

€19 HES-(HENE)=o & B S Mereatls,
Przeksztalémy pierwsza calke po prawej stronie tozsamodel (2. 12),

a nastepnie skorzystajmy z twierdzenia Gaussa, réwnai (2.9) i
warunkéw brzegowych (2.8)) to dostaniemy:

Gy I NENO- NN = B O D )om +

+§ 5 1Tl +§ 3 & ey Bl
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Oznaoczmy przez R (!, gg funkejonal postaci:

2 ’ @ “ ‘
€19 Rlyu) = £ 8 IF0wvu-uat d2a S G- )

gdzie w jest dowolnym polem przemieszozer gpelniajgoym kine-
matyczne warunki brzegowe dla ciala 8 » @ F pole tensorowe
odksztaicenia swigzane 3 tym przemiesszczeniem. Zgodnie = (_2. 13)
wartodé fumkejonatu (2.14) na elemencie y przedstawia przy-
rost enor;ii potencjalnej od stanu siacjonarnego ¥ na prze-
wisszezeniu w - 3,. Nieréwnoéé (2.8) polsczmy z toisamodcia
(2.13) 1 skorzystajmy z oznaczenia (2.14) :Dostaniemy;

(B )+ T () due< Xt NN~ SHEE
@.15) %, 8 -

+ JErE) g dl8) + ST () d) - RE)

Jeéli, dla dowolnego ¥ speiniajacego kinematyczne waranki
brzegowe dla clala & szachodzi warunek:

(2.16) R.(ﬂ) W) >0 ,

to nieujemny esion B (u, u,) w wyrazeniu (2.15) moima pomingé
bes naruszanis Znaku nierdéwnodci, wicc mamy:

FE (i) 49+ § Tolg100) 4D K, + SN - SNEME) ¢
(2.17) 3 ¥ # .

S

+ g (E,+F) (w8 +?S£L'°+T) (a-t30) 058).

Ponzua fakiy moina podsumowaé w postaci nastepujacego twier-
dsenia. '

Pwierdzenie: 1. Niech ¢ialo & /watepnie statygsnie obeigzone/
bedzie obcinione dynamicsnie i podparte,tak jak opisuje uklad
réwnat réiniczkowych (2,3) s warunkami granicshymi (2.4) i

(2.5). Roswazmy stan ciala 8 pod obeiaseniem statycznym opi-
sany ukladem réwnai réiniezkowych (2.9) = warunkiem brzegowym
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Poniewaz W jest funkecjg analityczng w zhiorze .T: » Wige roz-
wiimy lews stron¢ nieréwnoéci (2.21) w szereg Taylora o srodku
w punkcie E, wige:

2 4GByt 3 Hle e Yey e,

stad ocsywiste, Ze:

o n
. (e ) 0
S b e 6By
co kodezy dowdd.

Mosna wyodrebnié trzy praktycszne przypadki, dla ktérych waru-
nek (2. 18) jest zawsze spelniony)a mianowiocie:

1/ Stan statyezmy l) Jjest stabilny w sensie Lapunowa wzgie-
dem normy ecatkowej. Nieréwnoéé (2.16) wynika z dodat-
niej okreélonoéci funkejonalu R (!,g,) wsgledem normy
calkowe]j.

Zagadnienie to oméwione jest saczegélowe w pracy [5].

2/ Pole tensorowe 9, Jjest okredlome nieujemnie w kazdym
punkcie eiata. Wtedy caika plerwsza w funkcjonale R (],g,)
Jjest nieujemna, a nieujemnodé drugiej. wynika z wypuklosci
funkecji energﬂ spre2ystej i twierdzemia 2. -
Ten szcgegdlny prazypadek rozwazany byl w pracy [3].

3/ W teorii nieskoiczenie malych przemieszczed. Wéwczas z za-
tozetl tej teorii wynika, Ze pierwszy czlon w funkcjonale
(2.14) moina pomingé a drugi jest nieujemmny z uwagi na wy-
pukledé funkcjl energii spreiystej i twierdzenia 2,

2.5. Praktyozne stesowanie teorii

Zatdékuy, ie spelniony jest warumek (2.16). Pokazemy jak
naleiy korsystaé prakiycsnie z nieréwnoéci (2.17) prsy snaj=
dowaniu gérnej oeceny przemieszozenia. Nieréwnoéé ta przyjmujd
najprestsza postadé 1 najbardziej uizyteosna w oszacowaniach,
jeéli w charakterze obeigienie F, prsyjaé site skupiong B,
dsialajqoa w punkoie x, & oboigienie T, prsyjaé réwne Q,
wtedy mamy:



Pl Gtoy ) = e € Ko §-, W(EYd@) - g W(E,)d(E) +

(2.23)
+ g(fxrf)(g.-w.)m +7;<L FT) (et A 68).

Nieréwnoéé (2.23) pozwala ocenié s géry przemieszczenie Bw
punkeie x, i w kierunku dziatania sily B . Niech Boj > O,
oznaczmy przez P diugodé wektora E},a przeg np; u? przemie-
szezenia w kierunku_sily 3; . Przy tych zaiozeniieh ugigeie 1
w punkcie X, i w kierunku wektora f. ograniczone jest = géry
przez

Wi t) < wiie) + 1%, +éwc§odcﬂ -émﬁ.)dum
(2.24) :

* é(F + F) (4,-u)d(® 435‘a (T, +T) (Yy-u) 468) .

Na ptaszozyinie uP, X, zwiazek (2.24) ze znakiem réwnesoi
reprezentuje lini¢ prostg dla dowolnie wybranej wartodécl ob-
eigzenia P. Gérna ocena przemieszczenia jest obwiednia rodzi-
ny linii prostych, Rys.i.

yUP
R

Ko

Rys.1. Ilustracja oszacowania przy ustalonej sile skupionej.

Najlepszg ocene¢ dostaniemy réwniez przyjmujac wielkoéé obcig—
zenta P w''faki spasdb,aby funkeja po prawe} stronie nieréw=
noscit (?.24) osiggala minimum. Poniewaz cz¢sto znalezienie
tego minimum jest klopotliwe moZna dobraé¢ wielkodéé obeiase-
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nia P w taki sposdb aby drugle wyrazenie po prawej stronie
nieréwnoéci (2.24) byio réwne zeru. Nalezy zaznaczyé, ze wiel-
koéé eoszacowania nie galesy od rozkladu predkodci poczatkowe]
w ciele, lecz tylko od ecalkowitej poczatkowej emergii kine-
tyecznej.

3. Prsyklady zastosowar

Jako 11uatraéjg powyzszej teorii pokazZemy przyklady osza-
cowall konstrukcji obeciaionyoch impulsowo i przeprowadzimy po-
réwnanie z rozwissaniami dostepnymi w literaturze.

3.1, Belka przegubowo zamocowana

Rozpatrzmy belke o dlugodei { przegubowo zamocowana na
koficach bez moizliwosci przesuwn 1 obcigzonsg idealnym impulsem
predkofci w chwili poosatkowej rozioionym w gposéd sinusoidal-
ny rys.2.

Dla uproszezenia obliczed sily beswladnodci w kierunku podiuz-
nym belkil pomijamy.

t=0 m Vosin(ITXL)

a X

S

R

Rys.2. Belka obciaZona idealnym impulsem predkodei.

Interesowaé nas bedzie maksymalne ugiccie belki w polowie
rozpietodei w zaleznodci od poczatkowe] energii kinetycznej
Uklad réwnai rézniczkowych opisujacy powyzszy problem ma
postad:
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(MW +p i =0

oy (V=0

(3.1) M= E3W (i)e(0,L)x(0%),
IN = EAQW+ £w)

2z warunkami brzegowymi
(w(0t) = utd)=0

G.2)  Iw(at) = Wibb)=0 te (0,00,
(M(0t) = MWL) =0

i warunkami poczatkowymi
Wix,0) = W(x0) = Lix0)=0

@3 ‘, X € <O,L>s
W (x,0) = V, sin Ix

gdzie:
M, N - moment zginajaey i sila podiuzna w belce,
u, w - przemieszczenia w kierunku podiuZnym 1 poprze~
cznym belki,
- modul sprezystosci ciala,
- pole przekroju peprzecznego belki,
- moment bezwiadnosol przekroju poprzecznego belki,
masa na jednostke diugodci belki,
- dana predkoéé poezagtkows,
rézniczkowanie wzgledem zmiennej przesirzennej x,

. * = rézniczkowanie wzgledem zmiennej czasowe] t.

Rozwiazanie tegoe problemu podal Woinowsky-Krieger [7] w postaci:

LF oa > om
i

-
H ]

o —
[]

G W)= VoY@ en g,

gdzie funkcja ‘Y spelnia réwnanie réiniczkowe

G.5) V) = -0 Blve + LW v)
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z warunkami brzegowymi 4{0(0) =201 '\1'@)) = 1, gdzie K= qllﬂ
i oznacgza promien bezwladnofecl, Maksymalne ugigeie w d§rodku
belki w® moina znalefé rozwiazujac réwnanie (3.5) i mamy:

@o [ = HE LY

Poczgtkowa energia kinetyczna réwna jest

%
G.7 X, = é—éuﬂ‘(x.o)duﬁ-m‘b :

Korzystajac ze swiazkéw (3.6) 1 (3.7) 2atwo zauwazyé,ze Scisia
galeznosé maksymalnego ugiecia belki od poczatkowej energii
kinetyocznej dapna jest réwnaniem:

o0 Bk -TIAEY+-4]

Zaleznoéé pomiedsy v i ¥, przedstawiona jest na rys.4,przy
czym w® odniesiona jest do promienia bezwladnosci k, a ener-
gia kinetyczna do wielkodei EJIKTLZ,

Aby znalefé gérmg ocene uglecia W, rozpatrzmy zgodnie z te~
orig te samg belke obciaiong statyocznie w polowie rozpigtosd-
ei sitg skupiong Pyrys.3.

_D_
NN
—
NY

e e——
~

Rys.3. Zastgpcza belka obecigiona statycznie sils punktows.
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Zagadnienie to opisane jest ukladem réwnan rézniczkowych
postaci:

M2 = w))' = PS(g)
N) =0

(3.9) 1M - xe(o,L),
= »

N = EA(n + 5 W)

2 warunkami brsegowymi:
Ug(0) = uy(l) =0

@.10) {wW,(0) = W,(L) =0

M0) = MW =0,

gdzie 8(%) oznacza delt¢ Diraca w punkcie %.
Moizna pokazaé, Ze nieréwno§é (2.15) przyjmie dla naszege za-
gadnienia postaé:

(3.11) P( w“‘_N?J < ¥, =W, — R(w),

gdzie: wf - ugiecie statyezne w $rodku rozpietodoi belki,

L
v =1 (e N:zdx'-\-i-éEn(u:*fi-wf)"dx,

B{W = %

ol Ol—c

U \2+LL 0 1_" ) -_ﬂ"?
Mo (' W) zéEx(w w,‘)‘duzéfh(u e W WY

Poniewaz sita podluina N w rozpatrywanej belce pad cbecigze-
niem P jest nieujemna, wiec wyrazenie R jest réwniei niesujem~
ne, zatem w wyrazeniu (3.11) czlon R moZna pomingé bez zmiany
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znaku nieréwnosci i oszacowanie gérne na ugiecie w° prazyj-
mie postaé:

@.2) WS W ¥ (KW,

Jedli obeigienie P przyjmiemy w ten speldb}aby X, s tO
oszacowanie gérne w° réwne jest wy Q' < ). Lby znaleié
galeinoéé oszacowania gdérnego od poezgtkowej energii kine=-
tyoznej 360, wystarczy znaleié zaleinosé 'ﬁ od catkowite]
energii spreiyste] W,. W tym celu naleiy rozwigzaé uklad
réwnai (3.9°) z warunkami brzegowymi (3.10). Rozwigzanie to
ma postad:

(8.13) Wex) = 2*%"(x - w%') s

- N
e = b
gdzie: d. EY.

Aby podpory belki byly nieprzesuwne musi sachodzié’
warunek:

[
@1 = finaa

Warnﬁek ten daje saleinoéé sily podiuznej N od obcigzenia P
wieo:

(3.15) #5 \/ﬂ %-thiﬂ%_

Korzystajac z definicji catkowite] energii spreiystej W, oraz
zaleznodei (3.15) otrzymujemy:

(6.16)

t 2
? 4 "7"%*'%%
e = g0 (- BB Ludy
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Natomiast ugiecie $rodka belki ws obliczone w réwnania (:3.13)
po wykorzystaniu zwigzku (3.15) ma postaé:

¢ - g
(3.17) we = VB : ""’3‘

i ’ V i d&/z, %éhzy

Réwnania (3.16) i (3.17) przedstawiaja zaleZnoéé w formie pa-
rametrycznej mledzy energia sprezystg w.) odniesiong do wiel=-
kofei EJkIL’ & przemieszczeniem odniesionym do promienia bez-
wtadnoéel k, Zaleznodé miedzy tymi wielkodclami zostala oblie-
czona numerycznie 1 przedstawiona na rys.4.

——teoria liniowa

Wik ,
4l — oszacowanie gérne
ooo0 rozwigzanie sciste

, , Kol JE M2
ol 10 200 300 400 500 600

Rys.4. Poréwnanie Scistego rozwigzania i gérnej oceny na ma-
ksymalne ugiecia srodka belki.
W tym przypadku, dzieki doborowl rozkiadu predkosci pocszatko-
wej belki w formie sinusoid% dokladnos$é oszacowania jest bar-
dzo dobra. Nalezy zaznaczyé, %e w rozwatanym przypadku moina
byio znaleZzé §cisle rozwigzanie problemu dynamicznego i prze-
prowadzié ocene¢ dokladnodci oszacowania. Przy innych ni% si-
nusoida rozktadach predkoéci poczgtkowej icislégo rogwigzania
nie uzyska sig, podezas gdy przedstawiona metoda umozliwia na-
tychmiastowe znalezienie gérmej oeen&.
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3.2. Belka przegubowo przesuwnie podparta

Rospatrzmy belke o dlugosci b przegubowo zZamocowang w
Jedn;i koﬁeu)a w drugi-rpr:esubowo prgesuwng. Niech belka be-
dsie istepnie statyesnie obeigzona silg poediuing ko wickszg
od sity krytycsnej N, = -TEIjt* , [4]. Nastepnie, do obeig~
zonej statyocznie belki przykladamy w chwili pocszatkowej obcig-
tenie dynamiczne w postaci sinusoidalnie rozioZonmego pola
predkoéci rys.5. Dla uproszozenia obliczed sily bezwladnosci
w kierunku poediuinym belki pomijamy. Zaiéimy réwniei, Ze diu-
g08¢é belki nie ulega zmianie. Dzigki tym zaloZeniom belka
pray wstepnym ebeigteniu nie smieni polosenia.

t=0 r.a:}:1'__-'’_-D:[D]:m‘v(,sinmxu)
pa) N; X
T
ly

Rys.5. Belka obclaiona idealnym impulsem predkodci 1 stals
slls osiows. '

Interesowaé nas bedzie maksymalne ugiccie w® belki w polowie
rozpietosel w zaIetnoéc; od poczgtkowej energii kinetycznej
Xo i wielkoéei sily podiuinej N,. Ukiad réwnat rézniczkowych
opisujaoy problem dynamiczny ma postaé:

M - (NWY + 2w = 0
(3.18) N' =0

wi)e (0,L)~(0,),
M=EIn"

bﬂ + %‘N‘L==0

z warunkami brzegowymi:
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WOoB)=wlE =0
M (0%} = M(LE)=0
(0 =0
N(,8) =N,

te(0,)

(.19)

i warunkami poczgatkowymi:

w(x,0) = W(x,0)= i x0)=0
(3.20) N(x,0) =0 xs{0,LY.

ﬂ(‘,xl(” = Vgﬁiﬂ %—

deiste rozwigzanie tego problemu istmieje 1 ma posiad:

e sin B xol) -,

G2} W)= —n sin
“TTVE{ER )
gdzie: 2 +N
=

<+ -~ odnosi sie do sily dodatmie] /rozciagajacel/,
— -~ odnosi sie do sily ujemnej /dciskajacej/.

Maklynalng uglecie w'_ srodku belki wyznaczone E réwnania
@.21) wynosi :

Vo
TV B (5 t <)

Poczatkowa energia kinetyczna réwna jest

=

<« Fﬂ

@.22)

L
(3.29) xo=%§»#u@Mx=+w¢b.

Korzystajac ze zwiazkéw (3.22) 1 (3.23) saleinoéé maksymalne-
go ugiecia belki od pocsgtkowe] energii kimetyczmej 'x, ied



- 21 =

sity N° dana jest rdwnaniol:

O SN, X
(3.24) 3 Tﬁi@u {%;;

Zaleinosé ta przedstawiona jest na rys.T i rys.8 prey czym
uglgeie »° odniesiene Jest do dlugodei belki, emergia kine-
tyczna K, do wielkeseci E3flL. a siia podiuina do wielkosci Ej]y"
Aby znalefé gérna ocene ugiecia ", rozpatrzmy zgodnie z teo-
rig tg samg belke obeiagZong statyecsnie siig podiuzng No oraz
sils skupiong P w polowle rozplstodci rys.6.

Rys.6. OboigZenie belki w pomocniczym problemie statycznym.

Powyzsse zagadnienie opisane jest ukladem réwnat rézniezko-
wych postaci:

[Ny ~(N, wi) = PB(Yy2)
N =0

(3.25) JM i xe(0L)
s =EINg

)] 2
e+ Lw) =

2 warunkami brzegowymi:
¥ (0) = We(V) = 0
M, (0) =M, (1) =0

e (0) =0
Ny =0

(3. 26)
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Mozna pokazaé, ze nieréwnosé (2.15) dla tego zagadnienia
przyjmie postaé:

@G.27)  P(W-w) €K, W, T Now, () - R(W),

gazie: ww - ugiecie statyczne drodka belki
)

L ,
'ﬁ = é—_};EJW:,’.dX,
v L
R(wW) = %QEJ(H“—NDdx +-42-§N°(n‘-w;)zdx .
4]

Oznaczmy przez oW = W-Wu. , to funkcjenat R przyjmie po-
stad

{ ) €

y L

(.28)  R(swW) =1 ETEwdx + £ Nosw'ex ,

o
gdzie 8w spelnia takie same warunki brzegowe jak funkcja w
lub w,. PokaZemy jakie warunki winna speiniaé wielkosé Noi aby
wyrazenie (3.28) bylo nieujemne. Poniewaz funkcja SW jest'

klasy ¢, oraz  8W(0)=EFW(l) =0 , zatem funkcje¢ 5W wmozZna
rozwingé¢ w sinusowy szereg Fouriera, wiec:

@G.29)  §w = iﬂn sin T

n={

Biorac pierwszs i drugg pochodng funkeji (3.29), mamy:
oo 2 . ﬁT
(.30) Sw'= iﬂnnﬁtm”{r‘ , BW'= Y AL
=i n={

Korzystajac z ortogonalnoséci funkeji sin "P 1 oonnPf
na przedziale {0,L7 moina pokazad, ze:



L L 00
eV = i p2- LAV
(3.31) g(gﬂ)d)('—'- 4 2(95) A tj)(m')zdx-g-n};( T)'g2
Stad oczywista jest nierdwnodé:
z", ) L
@) (B fewYax< §(5u‘)2dx.
T 0
Korzystajac z mierdwnodei (3. 32) mozna pokazaé, Ze:

12
(3.33)  RGW) > %O‘E]ﬂ-)z*-No] SWdx

Jeéli speiniony jest warunek N, } E]‘l'z/!. /wartodé ta
réwna jest krytyczne] sile Eulerowskiej [4] '/, to wyrazenie
(3 28) bedzie nieujemne. W tym przypadku ezlon R moina w wy-
razeniu (3.27) pominaé bes naruszenia znaku nieréwnosci i nie-
réwnoéé szacnjaca przyjmie postad:

(8.36) W' W) + %;[J(o— W+ Nu, (0],

Wartodé obeigienia P nie wpliywa na znak wyrazenia R,zatem
noze-y przy;}gé go w ten sposéb aby funkcjonal. po prawej stro-
nie nierdmoéci (3 34) oslagal minimum. Aby znaleé zaleino$é
oszacowania gérnego od emergii kinetycznej :K.o i sily podiuz-
nej N, musimy snalefé rozwiazanie sagadnienia (3.25') 2 warun-
kami bnagowyni (3 28) Rorwigzanie to ma postad:

Mo = g (¢ - 8 Lo
®.35) . xe (0, 9
W) = Fr(x - m%) <o
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Korzystajac z wyrazenia (3.35) moZna okredlié wielkodci wy-
sigpujace po prawej stronie nieréwnosci (3. 3&), wige:

(Wo= PE (g %
Wy 4ET (ol (4 w/z)

_('3.36) ' 2 ' L
M(L)=~%§:L;m}(i-§bhgi-%ﬁ‘%) - Kby,

_m:é-g&,(-1+§%i+ﬂw‘%)

- 3 :

A

(3. 37? 1 U(l) = %— %ﬂ(i = %};ﬁ 4"%*“"%) 'vi*(‘&é"i{() .
2,3 2

o = i€ by (4 m%‘gz_ R

Podstawiajac zalezmosei (3.36) 1 (3.37) do nierdwnoseci (3.34),
otrzymamy: '

W< B+ Ry (- B0 >0

5 E ' tl
W< R B g o

Dobierajac P tak aby funkcje po prawych sironach w nieréwnod-
ciach (3.38) esiggaly minima,to otrzymamy ostatecsng postaé
oszacowania:

< ga V8V o

¢ Ao \EE R ¢ Mebco.

(3.38)

G.39)
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Poréwnanie oceny gérme]j ugiecia *° /zaleznej od poczatkowej
energii kinetyeznej X, 1 sily esiowej NO/ wyraionej ukla-
dem nieréwnesci (3.39) 3 dokladnym rozwiazaniem wyrazonym
wzorem (3.24) przedstawiajg rysunki 7 1 8.

sWI .
— cszacowarie gorne NolJEJ =-T17,
coo rozwiazanie Sciste NolJEJ=0

NFEJ=T

0 20 4 60 8 10

Rys.7. Poréwnanie gdérnej oceny ugiecia z rozwigzaniem dokiad-
nym dla belkl ze stalsg sila osiows.

1 W,\[EJ
121- L fK_-I—

—— Qszacowanie gorne
08l ooo rozwigzanie sciste

\M
NJES

b gl
1 i - -

ol 0 T 21 3

Rys,8, Poréwnanie gérnej oceny ugiccia z rozwigzaniem doklad-
nya dla belki ze stala energia kinetyczng.
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Podobnie jak poprzednioc dokladnodé metody oszacowar jest
bardzo dobra. Rysunek 8 przedstawia zaleinoéé maksymalnego
ugiecia od wartoéel sily esiowej dla statej energii kinetyczs
nej. Dla No zdgzajgcege do - B3V L* ugiecia rosng do nie-
skoficzonodci,;pdniewaz pod dzialaniem gamej sily osiowej mna-
stepuje utrata stateczmnoéeci. Z rysunku widaé wyrainie zmmiej-
szenie sie ugieé ze wzrostem dodatniego naciggu.

3.3. Rama portalowa

Rozwazmy ram¢ portalowa, ktdérej rygiel obeciazony jest
symetrycznie idealnym impulsem predkosci dajgecym poczgtkows
energie kinetyczng X, . Zagadnienie to bylo zbadane dodwiad-
czalnie w zakresie plastycznym 1 rozwigzane teoretycznie w
sposéb przyblizony przez Symondsa i Chomna [8].

Dynamichb obclgzona rama portalewa stanowi zaréwno wazny
problem praktyczny, jak réwniez jest oiekawym przyktadem zasto-
sowania ogélnej teorii oszacowad ze wszystkimi jej subtel~
noéciami. Dla matych wartofci impulsu rama bedzie deformowata
sie spfezyéoie w sposéb stateczny. Przy silniejszych impul-
sach moze nastgpié dynamiczna utrata statecznosci siupa lub
Lrygla.

Najwaznlejszym zagadnieniem bedzie tuta) okreélenie kryterium
stosowalnoéci metody oszacowai)a wige dyskusji znaku fumkcjo-
natu R, Temu zagadnieniu poswig¢cony bedzie ten punkt pracy.
Poniewaz rama jest symetryczmna 1 ofciqﬁona symetrycznie wystar-
czy znaleZé rozwigsanie dla polowy ramy, Bedziemy zakladali
dla uproszezenia obliczer, Ze sily bezwladnodéci w kierunku po-
dluznym pretéw i wydluzenia pretéw sa pomijalne.

t=0 Véx)

=
ly y : E L=+,
| o

JL—-mW#““"Z

Rys.9. Przyjeta konwencja znakéw w ramie portalowej.
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Przemieszcoczenia ramy portalowej przedstawionej na rys.9
opisane &3 ukladém réwnai rézniczkowych czatkewych postaci,

(sl. .

M - (NWY + =0 -

N'=0

M=EIn' -

&+ fwWi=0

z warunkami brzegowymi:

[W(0,5) = w{ob)=wlot)=Wl)=ult=0
ML) — N WL E) =0

N(GE) = () ¢)

(G.4)  Ju(ht) = Wl +) te (0, o0)
WG E) = W(LhY)

M(G,t) = M(LhY)

WG, - NG WG =-NG 8

(M () = N(LB) WG ) = N (G0)

i warunkami poczatkowymi:

(6.40) | xep)e(Ox(0)

(w(x,0) = W(x,0)=x,0) =0 xe{0,L>
G4 ko) =0 x {0,
(N (x,0) =V, xelbly |

Rozwiazanie powyZszego ukladu w postaci zamknietej jest bar-
dzo trudne. Pozostaje tylko droga numeryczna. Zeby oszacowad
przemieszezenie poprzeczne w drodkn rygla,rozwaimy ukiad ob-
eiasony statycznie siks 2P jek na rysunku 8.
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2P

Wl i L=lrdy

b | bk

*r

hys.io. Oboigienie ramy w pomocniezym problemie statyeznym,.

Przemieszczenia tego mkiadu opisane sg ukladem réwnai rés-—
niczkowyoh pestaci:

My —(Nwi) = 0
(.49 Ny =0
M, = Eaw}
W+ W =0
2z warunkami brsegowymi:
(W,(0) = W3 (0)= () =0
Wi (L) = W) =0
My(L) = N, G (L) ==P
G.4d 4 W () = 0, (8)
U () = Wa (1)
W (G) = w3 (tf)
Me(5) = M)
M E) = N WA(E) == N()
MG ) —NEE) Wi () = NyCE)

xe{o,l),
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RBozwigzanie powyiszego ukladu moina snalefé w postaci uwi-
kianej. Odpowiednie wzmory sq jednak bardzo skomplikowane 1
‘'nie bedziemy ich przytacsad. Rozwigsanie to poswala okreslié
saleinoéé reakcji poziemej H od obeigienia P. Mosna wykazaé,
%e nieréwnoéé (2.15) przyjmie w tym prsypadkm postaé:

(48) 2P (WOLE) - W, (1)) <Ko= Wy =~ RUw, W),

gdzie:
W= é‘ia N.‘dey

R(W,wa) = éimcu'--«:\‘m—ﬂ: pcw‘-m‘dx-fgncw'-v&fw-

Oznaczmy przez SN-.-w-w, , to funkecjonal R przyjmie postaé
[ L
@49 ROGW) = FEXSWdx -févtsu‘\‘dx-ﬁ Wew
0

gdzie BN speilnia takie same warunki kinematyczme jak fun-
keja w lub w,, Jedli dla kazdego OwW funkcjonak (3.46) hbedzie
nieujemny, to csion R w wyraZeniu (3.45) moina pomingé bez
naruszenia sndku nierdéwnodci i otrzymamy nieréwnoéé szacujaca.
Z warunkéw brzegowych oraz z ciggtoécl katéw i momentéw w
punkoie x = |, wynika, te funkecje .5W 1 Sw' sa ciagie a
ponadto Swi(0) = SW(l)=0 , zatem funkcje Sn' .mozna rozwi-
naé w przedziale {0, L7 w sinusowy szereg Fouriera, wigo:

(3. 1) BN= ) Ausin T

n=l

gdsie: ﬂn - eigg licsbowy.
Rézniczkujac swigsek C3.47) mamy

(.49) s = 2%”1.1“0’”;& .
=
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Korzystajac s ortogonalmodci funkcji sin‘iEE B | cos'—‘%ﬁ
ns przedsiale {0,l7 moZna pokazaé, %e:?

L ) L oo 1,
@49 JEwTdx = é—int, Sewfax =g () A,
) =i /] n=d
stad ocszywista jest nieréwnodé

l
(3.50) - k(’Su“de b ({)” §Gwlax

(4} Y

Korzystajgc g mieréwnoseci (3.44) moEna pokazad, e

. by " L
@50 ReW ) § SEE - P)aw'dx -héé(%f— H)Swd |
0

Jeéli zachodzg warunki P < EITYU* 1 W< EIFYL*, to wyra-
Zenie (3.46) jest nieujemne. Jest to warunek wystarczajaey.
Warunki konieczne nieujemmoéci R sg siabgze,ale nie udalo sie
ioch uzyskaé.

Otrzymalismy zatem bardzo clekawy wynik, ktéry vmozliwia znaj-
dowanie oszacowall na ugig¢cia dynamiozne,w przypadku wystepowa-
nia konfiguracji obcigienia majacego prowadzié do niestabil- '
noéci konstrukeji. Tu, podobnie jak w ogélnym prsypadku,swig-
zek (3.45) representuje dla sadanege P lini¢ prosta na plass-
czyinie w, Xov . Klasa obecigZed nie Jest jednak dowelna po-
niewat sila statyczna spelniaé musi warumek P £ Pe' Ilustra-
cja tej sytuacji jest rys.ii.

tw ' p=R
linia prosta

wycinek obwiedni
Ko

Rys.11. Znajdowanie oszacowal w prsypadku wystepowania nie-
statecznogei. :



4, Uwagi koadcowe.

W przedstawionej pracy podana zostala scista ogélma teoria
oszacowatt dutych przemiessczeri spre¢iystych dla ciat poddanych
obeiatenin dynamicznemn. Znalezienie maksymalnych przemiesz-
ozeli zostalo sprowadsone do rozwigzania odpowiedniego proble-
mu statycznego. Naklad pracy przy takim podejdciu jest duzo
mniejszy lecz stosowalnoéé emawlansgo podejécia jest ograni-
czona do przypadkéw, dla ktdérych statyczne rozwigzanie pro-
blemu duzych ugi¢é jest znane. W przypadku konstrukcji preto-
'yoh,dla umiarkowanych ugig§)takie rozwigzanie moina Zawsze
gnalefé. Stan statyczny nie moze byé dowolny,lecz ograniczo-
ny do przypadkéw, dla ktérych przyrost energii potencjalne]
od tego stanu na dowolnym przemieszczeniu jest nienjemny.
Warunek ten, przy zalozeniu kwadratowej funkcji emergiil spre-
$ystoj)aviqzany Jest ze stabilnoscia stanu statycznego w nor- -
mie "calkowej". Mianowicie, w teorii stabilnmodci Zadanie do-
datriej okredlomosci funkcjonalu Lapunowa w sensie normy cal-
kowe] zapewnia speinienie powyiszego warunkq)lecz nie odwrot-
nie. Naleiy zaznaczyé, %e gbérne oszacowanie przemieszczenia
nie salezy od rozktadu pola predkodci poczatkowej w ciele
lecz tylko od caliowite; poczatkowej energli kinetycznej.

7 tego wzgledu najlepsza dokladnosé oszacowamia przemiesz-
czer w danym punkcie ciata uzyskujemy wtedy gdy pole predkod-—
el paesatkowej jest tak roziozone, %e powoduje najwigksze
przemieszcsenia rzeczywiste w tym punkcie.

Analizujge przykiady liczbowe przedstawlione w pracy dla zi-
lustrowania metody nalezy stwierdzié bardzo dobra zgodnosé

z naliczonymi dcisiyml rezwigsaniami.
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