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OSZACOWANIA DUZYCE PRZEMIESZCZEN W CIALACH SZTYWNO-PLASTYCZNYCH
PODDANYCE DZIALANIU OBCI4ZENIA IMPULSOWEGO

i. Wstep

W ostatnich kilkunastu latach pojanig s8le szereg prac
dotyczacych oszacowania przemieszczed sprezystych i spreiy-
ste-plastycznych cial poddahyoh obeigzeniu uderzeniowemu lub
impulsowego. Uzyskane jedmak rozwiqzanié 8§ stuszne tylkeo w
zakresie malych odksztaloel lub inaczej méwige dla problemdw
geomeirycznie liniowych fi]. Istnieje wiele problemdéw dyna-
miocznych, w ktdrych geometria ciala zmienia sie zZnacznie 1
nie moze byé rozpatrywana w teorii liniowej. Dlatego uogél-
nienie odpowiednich wynikéw na duze odksztalcenie stanowiloby
istotny postep. Pierwsze wyniki w tym kierunku uzyskal Martin
w 1968 roku dla konstrukcji spreiystych [2]. Jego metoda uzy-
skata écisle podstawy teoretyczne w pracy [7]. Na poczgtku
lat siedemdziesiatych Martin i Ponter [3] oraz Wierzbicki [4]
podali niezaleinie dwie metody znajdowania gérnych oszacowad
dla skoficzonych ngieé komstrukeji sprezysto-plastycznych i
plastycznych. Metody te nie 88 wolne od niedcistodci, ich
krytyczna ocena podana zostala w pracy [5]. W pracy (6] zapro-
ponowana zostala na przykladzie belki metoda oszacowad dla
cial sztywno-plastycznych, w ktérej pokonmane zostaly dotychcza-
sowe trudnodci. Obeona praca przynosi ogdlny dowdd dla przy-
padku tréjwymiarowego ciala sztywno-idealnie-plastycznego ob-
olqzonegolw sposéb impulsowy predkoscia poczgtkows 1 nagle
przylozonym obcigzeniem.

Jako ilustracj¢ teorii podano oszacowania ugigcia belki i
powloki eylindryecznej obeigzonych impulsem predkoéci oraz



przeprowadzono poréwnanie = rogwigzaniami dcisiymi

2. Teoria oszacowan
2.1. Sfoermuliowanie problemu dynamicznego

Rozpatrzmy clato sztiywno idealnie plastyczne zajmujsce

w naturalnej konfiguracji odniesienia obszar ﬁ , kEtdry jest
podzbiorem przestrzeni euklidesowej tréjwymiarowej és. Przez
B ognaczmy wnetrze tego obszaru,a prazez o8 Jego brzeg,
ktéry jest suma zbioréw 98, 1 9By . Elementy zbioru B
oznaczmy przez X i narywamy zmiennymi przestrzennymi. Ruch
ciata bedziemy badali w przedziale czasm <O,°°) & elementy
tego zbioru oznaczymy przez t 1 nazwiemy zmiennymi eczasowymi.
Zatésmy, Ze przemieszczenis na brzegu 33\, 8§ réwne zeru,
Katomiast ciato B Jest wstepnlie obeigZone statycznie
polem git masowych s & brzag ciaza polem 8i} powlierzch-
niowyeh T TXxWAXERKimEx txisiesmmeszix . Ukiad réwnai opi-
sujacy te poczgtkowa réwnowage ciala sztywno plastyczmegoe
dla teorii skoficzonych deformacji w opisie Lagrange a
przyjmie postacd:

div($+ Vg = & | B
@(gﬂ( 0 J

z warunkami brzegowymi

)

s S = & d
ey (etvein =T Xe 38 ,
b = 0 4 xe 98, .
Istnienie niezaleznego od czasu stanu réwnowagi mozliwe jest
tylko, jedli nie wystepuje . piynigcie materialu.

Dlatego w definicji stanu réwnowagi nie wystepuje zwiazek
konstytutywny, Stan opisany ukladem (2.1), (2.2) Jest uogél-
nieniem pojecia statycznie dopuszczalnege stanu naprezenia
na przypadek duzych odksztalceh. Przyjmijmy, Ze réwnowaga
poczatkowa jest znana, tzn.%e rozwigzanie ukladu (2.1) =
warunkami brzegowymi (2,2) istnieje i jest znane. Nastepnie,
do ciaia wstepnie statycznie oboigzonego zostaje
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przyloione w wybranej chwili poczatkowe] pewne obcecisZenie
dynamiczne., ObelgzZenie to sktada sig¢ z impulsowo przylozonego
do ciala & statego w czasie pola sil masowych F,
pola predkedeci Ty zedanego w postaci idealnego impulsu sraz
przyiezonego impulsowo do brsegu 99% stalego w czasie

pola 8it powierzchniowych T, Uklad réwnai opisujgcy zacho-
wanie sig clata sztywno-plastycznego pod dzialtaniem powyzZej
zdefiniowanego obciazenia dynamicznego,w opisie Lagrange'a
dla teorii skohdcsonych defermacji przyjmie postaé:

div(§ +vu9) =-E -E+gu

) S

2.3) ii(") 1; (xt)eBx(0,0)
E=2 dr

A (T + oL +TLv VLYY

o

umne
0

z warunkami brzegowynmi:

(2.4) @ +vu)y =T +T (x,£)e BB x(050)
g=0 (x,%)e8B* {0)

i warunkami pocsatkowymi:

C.s) 1ET e (x,t)e Rx {0}

w =\

~ ~o
gdzie: g: @ S gq_ - dane pole gestodei,

n;g@ —_— 3’1 - pole wersordw no;‘-alnycn do brzegu,

@:'_‘)’f —— - ®, - funkcje plastycznosdci,

?\".@x{olw)-'% - ﬂinuim fuankeja skalarna,

§ 800 —F

symetryozne pole tensorowe napre-
tenia Pioli-Kirchoffa,

symetryczne pole tensorowe odksztai-
cenia Cauchy-Greena;

[}

E:$x<00) — 352



g 8« oOw) — J, - pole wektorowe przemieszcse-

nia,

@' - zbiér 1iezb rzeczywistych,

3;) - p=krotny -iloozyn tensorowy
tréjwymiarowy przestrzeni wek-
torowej,

T

6 - transpozycja tensora A,

BE - proste nasunigcie tensoréw 4 1 B,

B.@ - ocaltkowite nasuniecie tensordw

i A1B,

(Q"b) - para uporzadkowana elementéw
aihb,

AxD - ilocgyn kartezjafiski zbiordw &88,

n "
P Y' -'n-ta pochodna funkcji tensoro-
n( wejs

v ” - gradient przestrzenny pola ten-

: SOTrowego,

ngﬁv’ - dywergencja przestrzenna pola
tensorowego,

&
_* -~ pochodna czasowa pola tensoro-
* wego. i

Wielkosci oznaczone symbolem ‘q’ odnosza sie do statyoczmnej
réwnowagi poczatkewej ciala.

2.2. Pomocniczy problem statycznie dopuszczalny

Rozpatrzmy to samo cialo sztywno-idealnie plastyczne
zajmujace w naturalnej konfiguracji odniesienia obszar Q- ’
zampcowane na brsegu 'agv i obcigzone w sposéb statyczny
polem s8il zwiazanym w pewien sposéb z réwnowags poczaikowg i
obeiaZeniem dynamicznym. Mianowicie, brzeg ciaie 99‘;‘ ocheig-
zamy polem sil powlerzchniowych postaci T, + I + ;a8 cialo



polem sil masowych postaci F, + Eu + F. Pola sil go i go 8§

identyezne jak w obcisZeniu wstgpnym, T i F identyczne jak w
obecigZeniu dynamicsznym;a T» 1 B sa dowolne. Polem statycz-
nie dopuszeczonym dia ciata B obcigzonego statycznie polem
sil zdefiniowanym powyZej,nazywamy uklad pdl tenmsorowych
(Qm S&ﬂ niezaleznych od ozasu i speiniajgcych uklad réw-

nat:

il {div(éﬁ Via8)=-E -5 _—
&) <0
%z warunkami brzegowymi:
(.Si "'V!Jdﬁ:-)n =T, +T+7T xe88 |
.1) ~
Uy = Q xe 9y ,

f- -
gdzie: symbol ,*®odnosi si¢ do stanu réwnowmagi statyczmie dopuszczal
nej ciala, Przyjmijmy,ze rozwigzanie ukiadu réwnan (26) 2 warunkiem
brzegowym (2,7) istnieje i jest znane.

2.3, Wyprowadzenie nierdwnoseci szacujgcej.

Odejmujge od uktadu réwned (_2.3) z warunkami graniczny-
mi (2.4) 1 (2.5) uklad réwnai (2.6) z warunkami brzegowymi
2. 7), otrzymamy naste¢pujacy uktad réwnad:

(div(85 +v 85 +v8u8s + vy 3.) =K+ ¢80

g | B(BFERILO (xit) & B (0,%)
G'.gr. A ﬂ%&?ﬁﬁl

8§ = £[(4+Tival+ VBt tvy,) +Tosuw TouTSu]

z warunkami brzegowymi:
((Sg +vyd5 +vsusE +vieSn =T,  (xt)edBrom)

2.9) L5y =0 (x £)e38,x0,®)



i warunkami poczgtkowymi:

) SU = Yo~ Ws
(e.10 B = v (x.t)e 8x{0},

gdzie: 8U=U-Ws, ) 39= s“,s,p) ng‘ E-Es.

Pomnéimy, plerwsze réwnanie ukladu (2.8) przes SQ, , scal-
kujmy po obszarze 8 1 wykorzystajmy warunki brzegowe (2. 9) .
Dostaniemy wéwczas:

(2.11) (F,83.d(®)+{T,50468)+§ 5, FEusp)de) ) 555 d@) +{eT¥uaE)=0.
3 R 8 B B

Catkujac tozsamo$é (2.11) w przedziale czasu (O,t) i wyko-
rzystujac warunki poczgtkowe (2.10), otrzymujemy:

t -
é E(u-1,)d() ;éT(g-md@S)+£3§§.-N(u-9.)v{u-m]d@)+§;(§‘§.)'§ des)

(2.12)

4 o200 JF )9 oo L 5 dio)ffpuids):

Réwnosdé (2.12) wyraza zasade zachowania przyrostu emergii
ciata sztywno idealnie plastycznego od stanu stacjonarnego.
Lewa strona tozsamosdci (2.12) przedstawia przyrost calkowitej
energii ciala w dowolnej chwili t,a prawa strona tozsamoesci
przyrost energii w chwili poczatkowej. Wprowadzamy nastig¢pnie
postulat statecznosci materialu,wynikajgcy z przyjecia wypn-
kiego warunku plastycznodéci w przestrzeni naprezed

oraz stowarzyszonego prawa plynigcia, Analitycznie postulai
tern ma nastepujsca postac:

(2.13) \(§-§‘)i§>,0)

a interpretacja geometryczna pokazana jest na rys.i,



Rys.i. Interpretacja geometryczna nieréwnosci (2.13).

Oznaczmy poczatkowa enmergie kinetyezna przez Xo = é?\'a\lod(ﬂ)
oraz skorzystajmy z faktu, Ze energia kinetyczna w dowolnej
chwili © jest nieujemna i é?@'&i d'@}?/ o . Wykorzystujac
warunek (2.13), tozsamo§é (2.12) dostaniemy nierdwnosé:

§ Eolw-u) d®) + S Ty d68)+ £ § 5. 17(u0) 7 (u-ulds)
(2.14 8 ® 8

< ¥, + 1§ s Tl uviulde.
8
Osnaczmy przes B,(y,’ u,) funkcjonat postaci:

@.19)  R(wuw)= % é 3o Lo~ 1) V-] 49,

gdzie y speinia kinetycsne warunki dla ciata 8 | Stosujac
oznaczenie 2.15. do nierdwnosci 2,14, otrzymamy;

(2.16) EE,(@-Q,‘,)d(BHSs']}.(@*qu(@S &*ééﬁ;[ﬂu;wvwﬂd@)'ﬂ&.u.
9 .

8

Jesli dla dowolnego w spe!:ni'a,jaoego warunki kinetyczne zacho-
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dzi nierdéwnoéé

(2.17) R(w,us) 70 ,

to czlon B mosna w wyrazenin (2. 1_6) pominaé bez zmiany zna-
ku nierdwnoseci, wiec:

(2-19) gﬁ ((AALE) gz;u—wd@éw £) % Tw e,
3

Jest to podstawowa nierdwnosé w teorii oszacowai. Warunek
C2.17) jest speilniony witedy i tylko wtedy, gdy pole tensorowe
jest okreélone nieujemnie. :

2.3, Praktyczne zastosowanie teorii

Zalétmy, %ze speiniony jest warunek (2.17) . PokaZemy jak
nalezy korzystaé praktycznie z nierdwnosci (2.18) przy znaj-
dowaniu gérnej oceny prgenieszczenia. Nierdwnesé ta przyjmie
najprostsza i1 najbardziej uzyteczng w oszacowaniach postaéd,
jeéli w charakterze obciazenia B przyjaé sile skupiong B
dzialajgacg w punkcie X8 obcigzenie T, przyjaé réwne O,wie-
dy mamy:

@.19  Plubobluiel< Xt é 22 74,0 (g~ d@).

Nieréwnodé (2.19) pozwala ocenié z géry przemieszczenie aw
punkcie X, i w kierunku dzlialania sily B . Niech R+g > 0,
oznaczmy przez P diugodé wektora B, a przes up, uf przemiesz—
czenie w kierunku sity P . Przy tych zaloieniach ugigeie n
w punkcie x, i w kierunku wektora B ograniezone jest z géry
przez

(@.20)  ulrt) < whle) + &%+ 4 éﬁ;[vr(mw(ue-ss?}]d&ﬂ-
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Na piaszczyinie up, I, swiazek (2.20) ge znakiem réwnosci
reprezentuje linie¢ prostg dla dowolnie wybramej wartosci ob-
ciazenia P, Gérma ocena przemieszczenia jest obwiednia rodziny
prostyeck, rys.2.

-3 P3

Rys.2. Ilustracja oszacowania przy ustalonej sile skupionej.

Najlepsza ocen¢ dostaniemy réwniez przyjmujac wielkodé obecig=
senia P w taki sposéb,aby funkcje po prawej stronie nierdéw-
noéei (2.20) osiggata minimum, W przypadku nieskofiozenie ma-
tych deformacji ezion kwadratowy w nierdwnodci (3.20) mozZna
pominaé dochodsge do klasycznej formuly Martina [1].

(2.21) Wi t) € wilk) * 1%"

Warto sauwazyé, %e wielkodé¢ oszacowania nie zalezy od rozkla-
du predkoéci poczatkowej,lecz jedynie od catkowitej energii
kinetycznej wprowadzonej do ciala.

3. Przyklady zastosowai

Jako ilustracje¢ powyZszej teoril pokazemy przyklady osza-
cowat konstrukeji obeigzonyck impulsowo 1 prseprowadi&y pordw~
nanie % rczwigzaniami dostepnymi w literaturse.
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3.1. Belka przegubowo zamocowana

Rozpatrzmy belke o diugodei 2V, szerokodcibi 'yaokoéc:lh,
przegubowo zamocowang na kofcach bez mozliwodci przesuwu 1
obcigZong idealnym impulsem predkoéci w chwili poczatkowej
rozloZonym w sposéb prostokatny, rys.3. Dla uproszczenia
obliczent przemieszeczenia w kierunku podtuznym belki- przyjmu-
jemy réwne zeru.

t=0 [IIT P33 1144141 v

Fi A T%
f -2l o
ty

Rys.3. Belka obcigzona idealnym impulsem predkesel.

Interesowaé nas bedzie maksymalne ugigecie belki w érodkm roz-
pietodci w zaleznodci od poczatkowej energii kinetyczne]
Réwnania ruchu opisujace powyiszy problem dynamiczny Przyjme
postaé:

N'=0

@.1) M N _ (N N))\ + )L{':l =8 (xit)e (O,I,L)X(C\m) .

Zwigzki geometryczne wyrazone w predkodciach sg:
= 1)
€ = HHR )
(3.2) T (x)e0iLl)x (0),

kK==W

Wektor sil wewngtrznych znajduje sie wewngtirz,lub na powierz-
chni plastyczne} § , ktéra opisana jest réwnaniem

@9 a={oM): B@)-1)
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Preg-dkodcl odksztalcenia spelniaja stowarzyszone prawo pPiy=
nigcia

e R
(s.4) _ (xb)e (OL)x (ee)

£ =% 32

M

Powierzchnie plastyczne i1 stowarzyszome prawo piyniecia obra-
zuje Tys.4. )
Warunki brzegowe maja postad :

W(0t) = n(a,t) =0
(3. 5) te <D|°°)
M(o4) = M(gLt) =0 y
a warunki poczgtkowe sg
{w(x,o) =N,0) = M(x,0) =0
3.6 p
(3.8) W (x,0) =V, xe £0,4L7
M/ Mg
1 K —-_I
l
£
\ ‘ ]
1 N/No
;v 0 J
-

Rys.4. Warunek plastycznoéci i stowarzyszone prawo plyniecia
dla belki.



- 14 =

gdzie: N, M = sila podiuina i moment zginajgocy w belca,

Nc?%bh , Mo= é.-s’obhz’ - sila graniczna i moment
graniczny w belce)

6; - graniea plastycznodci nateriuln)

W - przemieszczenie w kierunku poprzecznym belki,
é)fq, ~. predkoéé wydtuzenia i predkosé krzywizny,

' - masa na jednostke diugosci belki,

@ - powierzchnia plaatyczna)

A - ni'.eujemm liezba zaleZzna od -procesu obciqtenta,
'\° - rézniczkeowanlie wzgledem zmiennej przestrzennej,
.‘P - rézniczkowanie wzgledem zmiennej czasowej.

']
Seiste rozwigzanie uk?adu réwnai (3.1) ~ (3.6) dla dowolmego
rozktadu predkosci poczatkowej jest bardzo trudne.
W przypadku prostokginego rozkladu zostalo podane przez
Symonds ‘a i Mentel ‘2 w pracy [8].
Z tego rozwiazania otrzymamy zaleinodé pomiedzy ugieciem
érodka belki w° odniesionym do grubodci belki h, , @ poczat—
kowa energisg kinetyczng ¥X¢ odniesiona do wielkodci Ngh’ll, )
rys.6. W przypadku gdy JQLINohzfij zaleznoéé ta ma prosts po-
staé

8
3.7 —_ =
( ) h- Ne h"‘
a energia kinetyczna réwna jest

a
(3.8) X, = i—S pwWx0)dx = vy,
0

Znajdziemy obecnie gérne oszacowanie maksymalnego przemiesz-
czenia w° w potowie dlugoseci belki. Zgodnie z teoria, rezpa-
trzmy belke¢ obcigZzona w srodku rozpietosci siia skupiong P
rys,5S.



ﬁys.S. Zastepcza belka obcigzona sils skupiong.

Pole staitycznie dopuszczalne dla powyzszego problemu speinia
uklad réwnai:

\
@.9) [ﬂ‘ =0
N} -( W) - PSU) =0
% warunkami brzegowymi 7
W, (0) = N2 =0
M) = MY =0,

przy czym sily wewnetrzne nie przekraczajs powlerzchni plas-
tycznodel rys.4, wige:

G.11) (N, M) <O,

gdzie: 8§(L) - delta Diraca w punkcie x = | .
Mo%na wykazaé, %e nieréwnoéé (2.16) przyjmie w naszym przy-
padku postad:

(3.10)

G.12) P Xt £ SN whdx - ROW,W,)

OLAE:

it
gdzie: R(w, Nr) e % S Nn(N)" N:.)de ;
0
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Z warunkéw obeiafenia wynika, Z%e Np > 0 zatem B » 0 i nie-
réwnosé (3.12) upraszeza sie do

Le
(3.13) PN X, t % é Ny N:"dx :

Aby okreélié wielkodeci wyste¢pujace po prawej strenie nierdw=—
nodci (3.13),naleiy znaleZé statycznie dopuszczalne rozwig-
zanie ukladu (3.9) 3 warunkami (3,10) i (3.11). Ukiad ten
nie ma rozwigzania jednoznaczpnego, znajdziemy zatem dwa roz-
wigzania z ktérych kaide ma inny zZakres stosowalnosci.

Rozwigzanie zgieciowe

W,=0

(.14) N, =0 xe<0.L7.
M, = Hox
-

Wstawiajge rozwiazanie (3.14) do nieréwnosei (3.13) dosta~-
niemy oszacowanie:

- s Kb
(3'15) W $ 3Mo'

Wykorzystujac fakt, Ze M = % Noh namy s

¢

9 g
W ZL%
.18 S L
(.3 1 ) h. b Nr.h
Wynik ten przedstawliony jest na rys.6a.

Rozwigzanie membranowe

Ni"—' Ngx
(3.17) N = N xe lb,L).
M =0

p =2Ncwn
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Wstawiajge roswigzanie (3.17) do mieréwnodeci (3.13) dosta-
niemy oszacowanie:

p
@18 W< Fea B

Dobieramy P w taki sposdb,aby wyrazenie po prawej stronie
nieréwnodoi (3.18) osiggnglo minimum, zatenm ostatecznie mamy:

(8.19) -\;I‘E £ \l_%\-\rr .

Wynik ten przedstawiony jest na rys.6a. Rysunek 6b jest po-
wie-kszeniem rysunku 6a wokél [poozatku ukiadu wspéirzednych

Q) Wh

14 oszacowanie lteoria nieliniowa
UNHE
0 10 20 0 Q -
b W/h
1
051
KolMatf
0 ' 05 1

Rys.6, Poréwnanie Scisiego rozwigzania i gérnej ocemy mna
maksymalne ugiccia srodka belki.
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72 rys.6 widadé, ze uzyskano dobrg zgodnoéé oszacowania ze
§¢istym rezwigzaniem problemun. Wzgledna dokladnoéé oszacowa-
nis zwilgksza si¢ Ze wsrostem pooaa'tkowe;l energii kinetyoznej.

3.2, Powloka oylindryczna

Rozpatrzmy powloke¢ cylindryczna o wysokodei h, diugedei
2t 1 promieniu R,zaiooowan& przegubowe nieprzesuwnie na koti-
cach, Zatdészmy, %e w chwili poezitkowej powioka jest obelgiona
od wewnagtrz symetrycznym impulsem predkosel v, © calkewite)
energii kinetycznej ¥o, rys.”7.

t=0 (PETFITETRER]

w

uZ
I
>t

U

EEEEEEEREENE
L 21 |

L

Rys.7. Powtoka oylindryczna obeigzZona dynamiogznie impulsem
predkosgci. :

Interesowat nas bedzie maksymalne ugigcie powloki w drodku
rozpietodci w zaleznoéci od poczatkowej emergii kinetyeshej
Réwnani@ ruchu opisujgce powyZszy problem dynamiczny prazyjimg
postad:

No— wi =0
=M+ (NN + —b,‘f— - wK=0
Zwiazkl geometryczne wyrazone w pre¢dkodciach sg
Eo= U +uWH
02 & =-% (e (04009,
=.w"

%

(3.20) (xit)e (0,4L)x(0,s0),



Wektor sii wewnetrznyeh zmajduje sie wewngqtrz lub na powierzch-
ni plastycznej @ przedstawionej na rys.8,a zaproponowanej dla
powtoki oylindrycznej przez Druckera i Shielda [9].

NNy N/ No
1 1
;  Ne/No 2 1 MMy
X 1
4 -1

Rys.8. Powierzchnia plastyczma dla cylindrycznej powloki {9].

Predkoéci odksztatoenia spelniajs stowarzyszone prawo piy-
niecia:

. - S_
&=

b (6= D, (B 021 (09
i, =3 3%

Warunki brzegowe maja postac:
W(O%)= W () =0

(.23)  lu(o4) =u(at)=0 te (0,0,
H,(O,t) = H,(ﬁ.t,ﬂ =0

a 'afunki poczatkowe® sa postaci:
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w(x,0) = W(x,0) = wx,00=0

(5.26) N, (x,0) = Ng{x0) = My (x,0)=0 X € (0.2,!.),
N(.X\O) = vb
gdzie: Nx’ N, = siia podluina i obwodowa w powlooe,
M - moment zZginajaey podtutny#
No = Bah' Ilo = % Go‘hz = gila graniczne i moment
5raniczny}
u, w ~ przemieszczenia w kierunku podiuinym i

promieniowym pawkoki,

Ex> éy - predkodci wydluZeri poduznyeh i obwodowe
w powloca,

Ky - podluzna predkodé krzywizny.

Rozwigzanie ukladu réwnai C3.20) z warunkami (3.23} i (3.24)
dla dowolnego rozkladu predkosci poczatkowej jest Lordzo
‘trudne. W przypadku jednorocnego rozkiadu predkodei. roswig-
‘zanie zostalo podane przez Jonesa [10] ; 8 tego rogwigzania
otrzymamy zaleznoél pomiedzy maksymalnym promisniecwym ugiee
ciem Srodka powioki w® odniesionym do grubodei ki, & poczgte
kows energia kinetyozng X odniesiona do wielkodei Mehfl.
Zaleznodéé ta pokazana jest na rys.ioldla poilok krétkich o
charakterystyeznym parametrze C= =14 .

Znajdziemy obecnie gdérne oszacowanie tego przemieszczenia pro-
- miéniowego v powltoki. Zgodnie & teoria ro:lipa.t.rzyny powioke
obeiazona w polowie rozpigtodci pierdcieniem sil P,rys.9.
Rozwigzanie statyocznie dopuszczalne dla powyZszego problemu
spelnia uktad réwnan:

N =0

: xe (0.41)
- WY + ﬂk‘t -Ps() =0

(3.25)
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Rys.9. Zastepcza powioka obcigZzona pierdcieniem sil,
z warunkami b_rzegowyni:

‘ {N,(o) =W, UL} =0
(3.26) #
M (0) = M(a1) =0,

przy ozym sily wewneirzne nie przekraczajg powierzchni plas-
tycznodci rys.8 tzn.

(3927) ’ @(NX)NO-)M)‘)QO =
Mozna wykazaé, e nierdwnosdé (2.16) przyjmie w naszym przy-
padku postads:

2
(3.28 P KXot ‘:;: SN: Widx — R(W,W,),
0

il
gdzie: X = ﬁ-juﬁ‘(x,o)dx = Wby
0

il
R, ) = 7 N (W= ) ax
0
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7 warunkéw obeigzenia wynika, e Ix} 0 zatem R 2 0 i nie-
réwnod é (3.28) uprasscza sle do

a
(3. 29) Pw g X, + ﬁ- § N:Nfdx
0

Aby okresdlié¢ wielkodci wystepujace pe prawej stronie nierdw=

nodoi (3.297, nale2y znaleZé statycznie dopuszezalne rogwiaza-

nie ukiadu (3.25) g warunkami (3.26) i (8.27). Ukiad tenm nie
ma rozwigzania :}ednoznaczneg‘o, gnajdziemy zatem dwa roswig-
zania 2 ktdrych kaide ma inny.zakres stosowalnodei.
Rozwigzanie zgieciowe

N,=0

-..-"

i
0’

{l

(3.30) Xedo Ly

c-LZ.

N
M.
P

Rstawiajge rozua,zanie (3.30) do nieréwnodei (3,29} dosta=
niemy oszacowanie:

s Kol
(3.31) W< T

Wykorzystujge fakt, zZe Mo = %-No h mamy ostatecznie

E)
: W L
(3.32) ” < l-x'“TNeh

Rozwigzanie membranowe

(3.39) N = N, xe LO,L?
Ne = N 0 &N &N,
LM: =0
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Wstawiajac rozwiazanie (3.33) do nieréwnoéei (3.29) dostanie=
By oszacowanie:

N L
(3.34) w'g ——-—“—-&-‘r?&““ PL _ NL
. ® TP aN,  2NR.

Dobieramy P w taki sposéb aby wyrazZenie po prawej stronie
nieréwnodei (3.34) osiagale minimum, zatem:

W i _NE
G.o) 3 <N OLNEN, |

Najlepsze oszacowanie otrzymalibydémy optymalizujgc prawg
strone nieréwnodci (3.35) ze wzgledu na N. Znalezienie ana-
lityeznego lininum prowadzi do Zmudnych rachunkéw. Zamiast
tego przyjmiemy dwie réine wartosci na N. Jedli N = 0,to ma-
my oszacowanie

o § B,

a jedli N = No to dostaniemy

S
on  F B -

Wyniki (3.36) i (3.37) lacznie 3 rozwiszaniem zgigciowym
(3.32) pokazane sa na rys,10 i rys,1i.

Na rysunku i0 przeprowadzone jest pordwnanie dcistego roz~
wiazania pa ugiecie znalezione przez Jonesa,zzoszacuwaniem
dla powloki krdtkiej o charakterystyce ¢ = %%— = 1., Podob-
pie jak w przypadku belki doktainodé metody oszacowad jest
dodé dobra. Rysunek 11 przedstawia oszacowanie przemieszcze-
nia powtoki diugiej o charakterystyce ¢ = 96, Wario zauwa-

2yé, 2e w tym oszacowaniu ma)g udzial wszystkie trzy krzywe.
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Rys.10. Poréwnanie Soistego rozwigzania z gdérna o~ang na ma-
ksymelne ugigecia srodka powtoki krdtkie}.

W/h
rozwigzanie zgigciowe ne=t
S B
Nor=No
44
31 rozwiCGzanig membranbwe
2
14
2
KN
0 1 vy & ] 40 '

Rys.11, Oszacowanie gérne ugiecia dla powloki diugiej.
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4, Uwagl koilcowe

W przedstawlone]j pracy podana zostala dcisia 6gélna teo-
ria oszacowad duzych przemieszczen dla cial sztywno idealnie
plast}cznyeh poddanych dynamicznemu obciagzeniu., Zagadnienie
oceny gérnej na maksymalne przemieszcZenie zostalo sprowa-
dzone do znalezienia rozwigzania statycznie dopuszczalnego.
Nalezy zaznaczyl, %e w metodzie Martina i Pontera wymagane
bylo dcisle statyezne rozwiszanie problemu co jest sprawa

znaoznie trudniejszg. Wykazane, Ze warunkiem stosowalnoéci
teocrii jesi aby itensor napre¢Zenia byl nieujemnie okreslony.
Nakiad pracy przy takim podejéciu jest znacznie mniejszy w

- poréwmaniu se Scisiym rozwiszaniem dynamicznym., Nalezy zazna-
czyé, %e gbérne oszacowanie przemieszczenia niezalezy od roz-
ktadu pola predkodcl poczatkowej w cielejylecz tylke od eai-
kowitej poczatkowej energii kinetyczmej. Z tego wzgledu naj-
lepsza dokiadnoéé oszacowania przemieszezerl w danym punkcie
ciata uzyskujemy wtedy,gdy pole predkodci poczatkowej jest
tak rozlozone, Ze poewoduje najwigeksze przemieszeczenia rze-
czywiste w tym punkecie. Analizujgc przyktady liczbowe przed-
stawione w pracy dla zilustrowania metody,naleiy stwierdzié
dobrg zgodnosé oszacowania ze znanymi w literaturze rozwia-
zaniami Scistymi.
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