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II. Equation de Boltzmann non-stationnaire sur la droite: probléme
linéaire et non linéaire

CH. RIGOLOT-TURBAT (REIMS)

On consmire I'équation de Boltzmann non-stationnaire, linaire et nonlinéaire. Dans le cas
de I'équation linéaire. on démontre l’existence de semi-groupe de contraction, ce qui assure
I'existence et I'unicité a la solution du probléme de Cauchy pour les problémes tant homogéne
que non-homogéne. La forme de la solution est donnée avec la distinction de composante ap-
partenant au sous-espace engendré par les invariants de collisions. La théoréme d'existence
et d’unicité de la solution du probléme de Cauchy pour I'équation non-lindaire est démontré,
etant donné que les conditions initiales sont bornées dans I'espace B,(Z*(R)nZ'2(R)).

w pracy rzio:patnae sie¢ nlestacjoname zlmearyzowane réwnanic Boltzmanna. W przypadku

sig twierdzenia o istnieniu i jednoznacznofci rozwigzania zagadnienia Cauchy’ego przy zalo-
zuniu, #e warunki poczatkowe sa ograniczone w przestrzeni B,(S"(R)n-ﬁ"‘“(ﬂ))

B paffore paccMaTpEBACTCA HECTAHOHAPHOS JIEHCADASOBAHHOC ypaBHeHae Bomsumana. B ciy-
9Ne JHHEAPH30BAHHOIO YPABHEHHA MOKASHIBAETCA CYINECTBOBAHHE NOMYTPYIMNILI CHHATHA, YTO
obecrieqnBaeT CyIMEeCTBOBAHRE H &EHCTBEHHOCTh pellleErs sanade Komm tak ana oggopoHoi,
KaK ¥ HeOgHOpoAHOHK nmpobnemsl. JlaercA BAA pelieHHs C BhIAEICHHEM COCTaB/Imomel, Npa-
Hannexamel K HOJYIPOCTPAHCTBY PACIIATOMY Ha HHBAPHANTAX CTONMKHOBeHAH. [na HenmHed-
HOT'O YPaBHEHHA JOKASKIBACTCA TEOPEMA CYIISCTBOBAHHA B ¢MHCTBEHHOCTH DEIICHAS 3aMaTH
Komm npm , 9T0 HAYAIGHBIE YCIOBHA OrPaHAYEHHI B MPOCTPAHCTBE
B(Z’R)nZ=(R)).

Nous REPRENONS ici le probléme de I’étude mathématique de Péquation de Boltzmann,
mais dans le cas non stationnaire. Il s’agit du probléme en domaine non borné, tout
d’abord pour I'équation de Boltzmann linéarisée, puis pour ’équation de Boltzmann
compléte, mais sur un intervalle de temps fini.

Notons pour le probléme linéaire, les travaux utilisant les modéles classiques: CERr-
CIGNANI [2], CHAHINE [3], DARROZES [4] et SmroviCH [10]. Plus récemment, ARCENIEV [1]
et FETZ [5] (ce dernier considéra un probléme indépendant de la variable d’espace), et
SHARF [9], se sont intéressés 4 'opérateur linéarisé de Boltzmann pour étudier, en fonc-
tion du temps, le comportement de la partie hydrodynamique  I’aide de solutions normales.

Le probléme non léneaire n’a pu étre abordé que grice aux inéquations établies par
GRAD [6] concernant I'opérateur quadratique de Boltzmann. En domaine borné, Pao
s’intéressa au probléme de COUETTE (8] et GRAD [6] supposa que le domaine était non

borné, mais que la solution cherchée était périodique, évitant ainsi les conditions 2 la
limite.
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Réprenons 1’équation de Boltzmann sous la forme indiquée en (I), pour une seule
variable d’espace:
af of
5 +¢

3

+Lf = T(f.f).

Les propriétés de 'opérateur L = »(JE[)—A et la décomposition de f dans Pespace H
(espace des fonctions de & = &, 7, { mesurables, de carré sommable, ol la norme vaut
WfllE = f f2(E)dE suivant 2H, noyau de L, et QH sont les mémes qu'en (I):

R*

4
S8 1) = ) d(x, )pa(® +2(x, &, 1).
a=0
Le noyau quadratique Z (f,f) ainsi que la forme bilinéaire associée J (f, g) sont des
éléments de QH et, pour des potentiels “durs” les estimations suivantes, démontrées par
Grad, ont lieu:
Posons 7 (f, g) = y(ENI'(f, &)

rz1 1":‘:‘[(1+f§|2)”’|11(’!s DI < v l\gi-x[(i ¥ |§|2)"’2|f|]h'§9-:‘[(1+|§|2)”"igi],
r>1 M?x[(1+|‘g'|’)'32[ [ T2, gyax] ")
R’

< yoMax((1+[g[21/IMax] 1+ e [ gax]"].

Ces estimations indiquent que 1’étude du probléme non linéaire devra étre faite dans
des espaces ou la norme permettra de faire usage de ces inégalités, en effet, aucune esti-
mation n’est valable dans 1’espace H, ni dans Z%(R, H), espace des fonctions de x et E
mesurables, telles que x — ||f(x, E)||z soit de carré sommable, et de norme |||f]]| =

= { [If11Eax}".

Le probléme linéaire, non stationnaire, sera étudié dans H et Z*(R, H) puis repris,
en vue d’étudier le probléme non linéaire, dans les espaces %#,(B) définis comme suit:
B désignera I'un quelconque des espaces 22(R), Z*(R) ou Z?(R)nZ=(R), la norme
correspondante sera notée [f]p, & moins que I'on ne précise explicitement B parmi ces
trois espaces.

#,(B) est I'espace des €léments f{(x, E) de B tels que: § - [f(x, E)]p ait un comporte-
ment pour la variable § tel que (1+|E|2)"2[f]; soit borné, la norme choisie étant alors:

e = I:E‘:’f( 1+ €122 [f1s

L’espace X désigne 'espace 22(R*, Z2(R, H)) des éléments f(x, €, t) mesurables dans
R*xRXR? tels que 7 — |||f]|| soit de carré sommable sur R*:

[l ={ f lifieae) .
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Par ailleurs il y a lieu d’introduire #(R, H), domaine de ’opérateur m = E;—ﬂr(lgi)
X

dans Z%(R, H), et #'(R, H) son dual, ainsi que ¥ le domaine de m dans X, et ¥’ son
dual:
1A llocr,n = lllmfll| 22w, 2,
Iy = Imflx-
Pour le probléme non linéaire, étudié sur un intervalle de temps [0, 7], borné, on définira
B,, 7(B) I'espace des éléments de B dont la norme dans B est bornée sur [0, 77] et intégrable
sur [0, T], B = Z2(R)nZ=(R).
Les principaux résultats établis sont les suivants:

a) Résultat concernant le probléme linéaire

1. Le probléme homogeéne a valeur initiale non nulle:

) /)

L - =0, 1>0, m=¢- +u(8,

Slizo = fo(x, 8),
admet une solution unique f = %(1)f, dans Z2(R, H), ou %(t) est le semi-groupe de
contraction engendré dans Z*(R, H) par (—m+4), ceci pourvu que f, appartienne
a 2%(R, H). Qf appartient alors a X.
Si de plus f, appartient au domaine de m dans Z*(R, H), f est solution forte du
probléme dans Z*(R, H), »(|E))Qf appartient & X et f est tel que dans I’espace ¥’ soit
vérifiée la relation:

3 1 a 0
F{Q}?“ %-I»Zé o el-i-( = v, +& Tx %)+Qf—AQf 0.

(1)

2. Le probléme non homogéne a valeur initiale nulle:

%{-+(m-,4)f= g, t>0,

f Ih:o = 0
a une solution f unique dans (R, H), fest élément de X si g est un élément de 0Z*(R, H)
dont la norme est intégrable en ¢ sur [0, oof.

(1)

b) Résultat concernant le probléme non linéaire

Si f, et toutes ses dérivées en x appartiennent & &,(22(R)nZ=>(R)), r > 5 et si fo
et t';f sont bornées dans cet espace, pour r > 1 par [8@(T)Z(T)]™2, o D,(T) et ¥, (T)
sont deux fonctions que nous construirons, le probléme

f+(m —Af =T, ), t>0,
flf=0=f0(x,

@
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admet une solution pour tout t € [0, T], f et % appartiennent 3 B, r(2*(R)n2Z=(R))

et vérifiant (2) dans B,_,(2Z*(R)nZ=(R)) pour r > 3.

1. Equation de Boltzmann linéaire sur la droite dans 22(R, H)

L’équation de Boltzmann linéarisée, non stationnaire, avec second membre non nul
a la forme:

L e L swebs-ar=5 >0, geom,
f(x, E,O) =f0(x! E)’ ﬁ)sgz(ns H)'

Le probléme se raméne 4 I’étude du cas homogéne
of _ . 0
W+mf*‘df= 0, t>0, m= 63;*-1'(151).

f(xs g 0) =ﬁ(xs g)°
‘On utilisera le semi-groupe d’opérateurs engendré par m, qu’il s’agira de perturber.
Lemme 1.1.
L’opérateur m engendre un semi-groupe fortement continu dans 2*(R, H), dont la
norme est majorée pour 7 > 0 par exp(—»(0)?).
L’opérateur résulvant de (—m) est donné par:

»(|E))+4

) x) %105, 9

la convolution ayant lieu pour la variable x, Y est la fonction d’Heavyside, et ¢ vaut
+1 pour £>0, et —1 pour £ <0.

Il est aisé d'établir que dans Z2(R), R(A, —m) est borné par Tlﬁ%ﬁ et dans

M

R(A, =m)f = sY(sx)E“exp(—

1
2
Z*(R, H) par m"

Lemme 2.2

L’opérateur (—m+ A) engendre un semi-groupe de contraction dans 2%(R, H), soit
€(t).

L’opérateur A étant borné dans Z%(R, H), la résolvante d¢ —m+ A4 est bornée dans
Z*(R, H) par (»(0)+A—k)~%, pour 4 > k—»(0), si bien que (—m+4) engendre un
semi-groupe ¥(t) dans 2'2(R, H). Mais, étant donné que k¥—»(0) peut &tre positif, il
reste & démontrer que #(¢f) est contractant.

Soit tout d’abord un élément f, appartenant au domaine de m dans 2*(R, H).
S(x, 8, 1) = €(t)fo(x, 5) est alors solution forte du probléme (1). Il est établi en annexe
que, pour fo(x, §) régulier, et nul & Pinfini, (8€(¢)fo, €(1)fo )= converge vers zéro quand
x — oo. Il suffit de tenir compte de: (Lf,)a < —ul|Qf||& pour obtenir:

(%)<s
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c’est-a-dire:

eIl < 1A

inéquation qui reste vraie, par densité, pour f, dans Z2(R, H). Nous utiliserons les no-
tations:

Of = x(x,8,1),

4
Pf = p(x, 8, 1) = D, d(x, Dyalx, ©).

a=0

LemmME 1.3.

(i) Les opérateurs Q% (t) et »(|g)!/2Q%(¢) sont bornés de Z*(R, H) dans X par

N

(ii) Les opérateurs 3t - €@) et 57 Bt [»(IE)2Q%(1)] sont bornés de #(R, H) dans X.
LemMME 1.4.

1

Ve

Si f, appartient a3 #(R, H), %*P? +£%§i appartient pour tout ¢ & #'(R, H), et est un

élément de Y.
Il résulte que Ay est dans 22(R, H), et my dans ¢'(R, H) ~aiappa.rtit:nt AaZ*R, H),

] at
ainsi que 135 —my+Ay— o appartient de ce fait, pour tout 7 3 #'(R, H), il en est
q ot XTAX— 5

Ea'p

3 it o et, pour tout élément ¢ de #(R, H):
d .0
|<"a?+f"a;-?’>,{.,g,

o
ot
LemmE 1.5.
Si fo appartient & (R, H), chacun des éléments suivants est dans Y’

aa’ : o . dat da®
AL #1, o J#0, 'P:—a}" +'Po§—§,

et »([€|])x est élément de X,
Il suffit de prendre pour élément ¢ de #(R, H) les fonctions:

¢£ = b(")%(ﬁ), i= 0! weey 4,
¢i+4 - b(x)E'PIG)s i= 1’ weny 4:
ol b(x) appartient & »#*(R). Le déterminant du syst®me est en effet non nul.

Dans Y’ on a:
(3w+£3w) 3zmx —Ax =0.

donc de méme de —-

< Cilglom, mlll2lll + C2 gl

ot

2 Arch, Mech. Stos. nr 5/79
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Appliquons U, inverse de m: il suffit d’établir que »(|E]) U(%‘;L +Eg—r est élément de X.

On peut ainsi énoncer le résultat suivant:

THEOREME 1.1.
Soit f(x,E, 1) = €(t)fo(x, E) ot €(t) est le semi groupe de contraction engendré dans

Z%(R, H) par (—m+A).
a) Si fo(x, €) appartient @ Z*(R, H), f est 'unique solution dans Z*(R, H) de

3f+(m -A)f=0, t>0,

Sli=o = fo(x, %),

et Qf est de norme dans Z*(R, H) de carré intégrable en t.
b) Si fo appartient au domaine de m dans Z*(R, H),

L4 etQaf sont dans X,

at

ot . . oa* 9a° ’
Vi i#1; Yiox j#0; W!W"‘WOE sont dans Y',

[ est solution forte du probléme posé dans Z*(R, H).
v(|E])x est élément de X dans Y' on a:

oy o 2a° ) o
+Z "+253x%+(31 Y1 E*E% +my—Ay = 0.

afl a0

Le probléme non homogeéne est achevé par I’étude de:
af—i—mf—Af— g >0, geQH,

1))
f|r=o =0.

La résolution est realisée par

f(x,8,1) = f%‘(r- 7)g(x, §, 7)dr,
d

dont le sens est donné dans Z'2(R, H) par le fait que pour tout élément @(x, ) de
Z*(R, H), on a:

((fx, &, 0, o(x, B)) = [ ((€t—g(x, &, 7). 9(x, B))dr.

La considération du probléme adjoint, conduisant 2 opérateur ¥*(#), qui posséde les
mémes propriétés que ¥(f) permet de conclure:
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THEOREME 1.2.
Le probléme non homogéne (II) admet dans #*(R, H) une solution unique lorsque
g(x, &, t) appartient & Z*(R, H). Cette solution est donnée par:

ﬂx! E, t) = f@(t_t)g(x, g, ‘r)dt-
L]

Lorsque g(x, %, 1) est un élément de QZ*(R, H) dont la norme est intégrable en t, f ap-.
partient @ X.

2. Probléme linéaire, non stationnaire, dans les espaces %,.(B)

Nous intéressons au cas ou »(|§|) est comparable a |§| pour || infini, le probléme
peut étre traité de maniére analogue pour un comportement en |[§]“, g > 0. L’hypo-
thése »(J§]) > b > 0 est d’autre part fondamentale. Dans %,(B), le probléme:

o

O S Hm-Af=0, 1>0,

f(xs E"O) '_"fﬂ(xs E)

ne peut étre traité directement par la théorie des semi groupes, 'opérateur n’étant pas
de domaine dense dans &,(B). C'est pourquoi nous introduisons le probléme tronqué
(I,) dont la solution est notée f,, et dont il conviendra d’étudier la limite quand « tend
vers l'infini, ceci afin de démontrer le résultat suivant:

THEOREME 2.1.

Soit BX(B) I'espace des éléments qui appartiennent, ainsi que leurs k premiéres dérivées
en x, @ &,(B), et soit D}(B) le domaine de m dans B¥(B).

1. Il existe une famille d’opérateurs, non continus en t = 0, appliquant 2%(B) dans
%,(B), et bornée dans R.(B) par exp(k.t). Soit T(t, —m+ A) cette famille.

11. Pourk > 1,r > 2, I’élément f(x, §, t) défini par: f(x,%,1) = T(t, —m+ A)fo(x, E)

est tel que %‘ , mf et Af appartiennent & #f-3(B), et vérifie pour t borné:

o -—g{—+(m—-A)f= 0, t>0, dans B-L(B),
f(x! E’ 0) =f0(xsg) dm Q,(B).

111. Pour r > 2, f(x,E, t) est I'unique solution de (I) dans #,(B) et T(t, —m+A)
est borné dans #,(Z*(R)\nZ*(R)) par:

12

¢ X
157+ o ke by s ...k,kou——},

exp(-v((})r){{l+k,t+k,k_ i

et dans ®,(Z*(R)) par:

r!

P Ir|'+1
157 + . Fkkeoy koK ';.'!_+k? k°n'(r—+1)_1}'

exp(—v(O)t){l +k,t+k Kk,

2%
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Définissons (I,) par troncature de m a [§| = a:

m,=m si [§<a,
=0 si |§>a

s
() aj: +(me—A)f =0,

j;(xs E’ 0) =f0(xs g):

nous noterons

v([E) =»(8) si [ <a,
=0 si |E > a.

Etablissons tout d’abord I’éxistence de f;, solution de (I).

PROPOSITION 2.2.

L’opérateur —m,+A engendre dans #,(Z?(R)) un semi groupe d’opérateurs,
T(t, —my+A). T(t, —m,+A) est borné par exp(k,?) dans #,(Z2(R)) ainsi que dans
Pespace #,(Z%(R)nZ=(R)).

Pour chaque &, R(, —m,) est borné par (»,(|§[)+4)™" dans Z*(R) et dans Z*(R)n
0Z>(R).

L’opérateur m, est le domaine dense dans Z2(R), et T(f, —m,) est de ce fait un semi-
groupe dans 2Z(R) borné par exp(—v,([E)1).

Dans Z%(R)n2~(R) par contre, T(¢, —m,) n’est pas un semi groupe.

La relation

k
T(t, —my) limER(é, —m,)

ksw

dans 2%(R) a aussi un sens dans 22(R)n2~(R), T(t, —m,) opére donc dans 2%(R)n
NZ*(R), et y est borné par exp (—»,(|§[) 7). Notons que dans cet espace, il est discontinu
ent=0

Dans #,(Z%(R)), T(t, —m,) est donc un semi groupe borné par 1, et c’est un opé-
rateur dans #,(22(R)nZ ,(R)) aussi borné par 1, mais non continu en ¢ = 0.

La théorie des perturbations achéve d’établir notre affirmation.

PROPOSITION 2.3.

Dans 22(R) et Z2(R)nZ>(R), on a:

(T(¢, —me+A)fola < exp(=7(1ED?) Lol

k. exp(ky-11)—exp(=r([8D?)
* (1 +[gj2)72 ko1 +72(E)) Sod#_.®) -

Dans Z%(R) la théorie des semi groupes permet d’écrire:

T(t’ "'mu+A)ﬂ) = T(t’ "’nll)f;)"' J. T(t'"'r! '—"‘G)AT(‘:’ _’"G'I'A)fl)dr!
0

d’od I'on déduit la majoration indiquée, valable aussi dans Z'2(R)nZ>(R).
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PROPOSITION 2.4.
Si fp appartient & 9,(B), 'élément de #,(B) défini par:

Jalx, 8, 1) = T(t, —ma+A)fo(x, ¥)

converge quand a tend vers I’infini dans %,(B), uniformément sur tout intervalle de temps
borné. La famille d’opérateurs définie de 2,(B) dans #,(B) par:

T©, —m+A)fo(x, E) = fo(x, 8,
T(t, —m+A)fo(x, §) = lim T(t, —my+ A)fo(x, §)

est bornée dans #,(B) par exp(k,t).
Montrons que la suite f; est de Cauchy dans #,(B).
Dans I’étude de (f.—fp) il convient de rompre la symétrie entre a et f.

St =0jT(t—r, — g+ A) (Mp—my)fi(7)dx

notons w,s(|§|) la fonction caractéristique de I'intervalle [a, f]:

SamSidaum < f exp (k, (1~ 1)) @opMp o)) aumrdt.

Pourvu que f, appartienne & 9,(B), la relation suivante, vraie dans #, (2*(R)) est encore
vérifiée dans 4, (22(R)nZ *(R)) (étant donné que R(A, — m,+ A) commute avec —m,+
+A):

(=mp+A)T(z, —mp+A)fo(x, 8) = T(z, —my+4) (—my+ A)fo(x, ¥)
On obtiendra une majoration de mgfs(7):
my f3 () = T(z, —my+A) (mg— A)fo + AT(x, —ms+ A)fo,
(wop T(7, —mp+A) (Mp— A)fo)aum)

< {(=mp+A)fdaun {CXP (-»(@)7)+ Tc:%(g)‘ [exp(k; -, f)-ﬂp('f(“)f)]}-

Les calculs font apparaitre une borne de {fo—/a)a.m:
{(=m+A)fo)amPO)[(1+a?)~ 2 +v(a)"1]

ol P(t) est une fonction bornée sur tout intervalle de temps borné.
La borne de la limite de f, dans #,(B) résulte de celle de f,.
Il reste & étudier dans quelle mesure f{(x, E, ), limite de f,, répond au probléme posé.
PROPOSITION 2.5.
Si f, appartient 3 2¥(B), I'opérateur défini par:
T(t, —-m+A) =lim T(t, —m,+ A)

est borné dans #%(B) par exp(k,t), et, sik>1etr> 2,
f(xs gs t) - T(f, _m+A)fl:l(x’ E)
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est tel que %' mf et Af appartient & #f-](B) et vérifient dans cet espace

af+(m—A)f= 0, t>0, et dans &,(B),

at
S(x,8,0) = fo(x, §).
La convergence de Af, vers Af est immédiate, et a lieu dans #,,,(B). La premiére partie
de la proposition provient du fait que les dérivées en x de f vérifient le m@me probléme.
Pourvu que f, appartienne 3 9¥(B), U(m,f.—mf) appartient 3 #5(B), et
UMy fo—mfNaxe) < @oa(fa—fNate+ {Dacf Dt

On en déduit la convergence de m,f—mf dans #5-(B). La relation %‘2‘— = mo f,— Af

montre que, les limites étant uniformes en ¢, f est dérivable, et de limite % = (m—-A)f
dans %=1 (B).

Il reste maintenant a établir la troisiéme partie du théoréme 2.1, c’est-3-dire a obtenir
des majorations plus fines que exp(k,f) pour T(t, —m+A).

Nous utiliserons des majorations vraies dans #,(2*(R)) encore valables dans
2,(Z*(R)nZ=(R)), données par la théorie des semi groupes.

Pour cela, établissons I'identité entre ¥ (¢, —m), semi groupe engendré dans 2%(R)
par —m, borné dans 2?(R)n2*(R) par exp(—»(|§])¢) et dans #,(B) par exp(—»(0)¢),
et T(t, —m), limite pour o infini de 7(¢, —m,) dans @&,(B).

PROPOSITION 2.6.

Si f, appartient 3 2(B), T(¢t, —m,)fo(x, E) converge dans B quand « tend vers I'infini,
uniformément en ¢, vers un élément noté T(t, —m)fy(x, §). T(t, —m) applique 2,(B)
dans #,.(B), et est limite uniforme de T(¢, —m,) dans &,(B).

Si f, appartient & DF(B), m.T(t, —m,)fy converge dans #F-1(B) vers mT(t, —m)f,
uniformément en ¢, et:

oo (T, ~mf)+mT(, —m)fy =0, (>0 dams @),

70, m)fo = fo.
Dans Z%(R), Z2(R)nZ*(R) et 2,(B), on a:
T(t, —m) = €(t, —m)fo,
[T@t, —m)fols < exp(—»(E))?) fols-

La convergence de T(t, —m,) s’obtient en considérant:

fotp = 6[ T(t—7, —mo) (my—mo)f(z)dr,
soit:

Us=sile < [ expl—ra(8)) (t— ) @agms fy(x)dr,
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et pourvu que f, appartienne au domaine de m dans B:

my f3(v) = T(z, —mpm,fy
d’olt
1

Ue—fls < Wj‘ [mfols-

La démonstration faite en 2.5 s’applique pour obtenir la convergence de mg T(t, —mp)fo.
L’identité entre T'(¢, —m) et (¢, —m) a lieu dans 2?(R), étant donné I'unicité de la
solution.

Les majorations annoncées en 2.1 sont obtenues par itération de:

[7(t, —m+A)fols < exp(=»(EN[fla+ [ expl—»(8) (¢~ DIAT(z, —m)foladr,
0

dans Z%(R), ou dans Z?(R)nZ*(R), en utilisant les propriétés de A.

3. Probléme non linéaire, non stationnaire

Etudions I'existence de la solution du probléme a valeur initiale pour I'équation de
Boltzmann neon linéaire

(E) L vmi—ar= 7.1,

J(x,8,0) = fo(x, 8).

Cette étude sera faite sur un intervalle de temps borné, [0, T, en fonction duquel la
valeur initiale fo(x, §) devra étre choisie, pour obtenir la convergence du processus d’ité-
ration employé.

Dans un premier temps, le probléme (E) va étre remplacé par sa forme intégrale
(E’), ot T(t, —m+ A) a été défini au paragraphe précédent, I'espace indiqué pour traiter
le second membre est en effet #,(Z*(R)nZ(R)).

(E)  f6,5 1) = T(t, ~m+Afo(x, O+ [ Tt—7, —m+
0

+ Ay (BN (f(x, §, 7), f(x, §, 7))dr.
La présence du facteur »(|§]) dans I’expression précédente nous obligera & procéder a une

intégration en #, afin de faire apparaitre un facteur »(J§[)~* si bien qu’il y a lieu d’intro-
duire les normes suivantes:

T

5> = %(1 +[82)7 f VOlzxm~z=mdt,

0
$)ee= max(1-+[5)" max [i)lexmnzom
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et soit B, 1 'espace ol la norme vaut

S rr = sup{ &> tr, KFP 21}

Reprenons dans cet espace les majorations du paragraphe précédent.

Lemme 3.1,

Pourvu que fy(x, E) appartienne 3 2¥(2*(R)nZ*(R)), k> 1,0 > 2, T(t, ~m+A) X
X fo(x, €) admet les majorations suivantes:

Tt —mr A o< () Al L, —m D

KT =Mt DfoYear < oy Soden + g CCTU, =t Y17

Reprenons la majoration obtenue au paragraphe 2, dans Z?(R)nZ*(R):

[T(t; —m+ A)fols < exp(—»(E))[fols+ J'- exp (—=(§)(t—7))[AT(r, —m+ A)pdr

par application de
[f %glzvo,n < |fl210,1) (8l 20,175
on déduit le ler résultat, tandis que
If*8lz=0,n < [flzeo,nlglzwo.n
donne la deuxiéme inégalité.
On en déduit, par itération de ces inégalités.

LemmEe 3.2.
Dans les hypothéses du lemme précédent:

Lr(t, —=m+ DD hr < Lo? © Duin (et Kok,
KT(t, =mA+A)fodde, v < {Sodaup (Pr+ K, e*T),
L Kok Kpy oo kakey
P = o, 7(0)){ {o) v(LO)’ = }

ky_skyoz . eykeo 1 )
»OF sup 1,?0— .

Il est aisé d’atablir, & partir des majorations de Grad pour I'(f, g):
LemMe 3.3.
Pour r > 1, il existe une constante y, telle que:

LT 0,1 < YollI)De, 7XK8DDe, 7
L’étude se fait par litération suivante:
fi = T(t, —m+ A,

K, =

j:l+1 = T(‘: ""m'l"A).ﬂ)'f'fT("'f’ -—‘m+A)v(|§|)P(ﬂ.(x, 5, 7)¢fh(x’ E’ T))dt'
[
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Il y a lieu d’établir qu’une telle itération a un sens dans 'espace choisi, et qu’elle
converge, sous certaines conditions a préciser. C’est pourquoi nous étudierons la quantité:

®(f,8) = [ T(t—7, —m+A(EDT(fx; &, 1), 8(x, &, 1))dr.

PROPOSITION 3.4,
Pourvu que h(x,E,?) et g(x, &, t) appartiennent & D;‘, k=1, p=2, on a, pour
r>1:
KB, 2D, x < Pe(T)BYDr, 7DD 7
ol

qu(T) =7%o {1 +kr [Pr—lsup(ls n+Kr—lexp(k0 T)Sl.lp (l‘! ki)]} %
/]
Nous savons que, pourvu que »(|E[)I'(h, g) appartienne au domaine de m dans %,

k>1,p>2,0na

[T(t—7, —m+A)»(ENT(~(2), g(7)]s < exp(—»(IE]) (t—2))»(&]) [T (h(2), &())]=

+ [ duexp(=v(E)) (t— 7)) [AT(, =m+A(ENT (b(z), 8())]s-

0

Posons:

[o]s = .,f exp(— (&) (t— 1) w(ED [T (h(z), g(v))]ad7s

1 K Bl 7

Wla = [ dv [ duexp(—»(8) (= 7=) [ATG, ~m+ApET (), 8())s-

Etablissons tout d’abord que:

Keddr, 1 < YollBOOr r{l0r 1"

1l suffit de reconnaitre dans [«]s le produit de convolution en ¢ de exp(—»(|§])?) et de
[»(18DI"(h(2), g(1))]s- Pour le deuxiéme terme on a:

Baww < ke [ dr KT, =m+Ay(EDT(h(2), gE)D r-1.1-r-
0

Appliquons alors le lemme 3.2, pourvu que »(|§) I'(h(r), g(t)) appartienne 2 D(B),
k>1,02>2:

Bauw < kr f L (h(x), 8(2)))4,..@{Pr-1+ Kr— 1 explko(t—)]} dr,

d’ou T'on déduit le résultat.

Ainsi si 4 et g appartiennent, ainsi que leurs deux premiéres dérivées, A #,(B), r > 4,
v([8))I'(h, g) appartient & 95(B), k> 1; ¢ > 2 et ®(h,g) appartient 2 #,(B), r > 4
ainsi que sa dérivée premiére en x. On peut alors conclure.
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LeMME 3.5.

Si f, est élément de #2(B), »(|&))I'(f,, /) appartient & 93 (B) pour tout n et l'itéra-
tion a un sens.

Etudions pour quelle valeur de f, cette itération est convergente, I'intervalle (0, T)
étant donné.

Il est aisé d’établir les inégalités suivantes, conséquences de 3.4:

LemMME 3.6.

L Sara=Sder < PO fat Soe 1200, 2{So=Fa= OO0, 15
LIt < PO SoDd2umy + Pr(t) L fi-1DDr. 75
Y.(t) = P,+K,exp(koT).

THEOREME 3.7.
Si fo et toutes ses dérivées en x appartiennent & Bs(2Z*(R)nZ “(R)) I’équation intégrale

fCx, 8, 1) = T(t, —m+ A)fo(x, )+ [ T(t—1, —m+ Ap(EDT(f(x, &, 1), £(x, &, 7))d*
0

admet, pour t appartenant a 'intervalle (0, T) une solution dans B, r pourvu que f, ap-
partienne, dans #,(Z*(R)nZ“(R)) & la boule définie pour chaque T par:

40,(N)PUT) fodaxmy <1, r>1, B=2*R)nZ>R)
et la solution f(x, €, t) vérifie

<<ﬂx’ gv t)))r.'.r ijr(n < l;
et est ynique dans B, .
Le processus d’itération est en effet convergent si f, appartient dans B, r & la boule
de rayon A tel que:

Y’r(T) (ﬁ)a-(m+¢r(T) A% < 4, 2A¢9(T) <1

(il en est alors de méme de f,,,).

L’existence étant établie pour la solution du probléme intégral, montrons qu’elle est
solution_du probléme (E) initialement posé: tout d’abord montrons que Ia solution de
(E’) est dérivable par rapport & x, si.f, est convenable.

THEOREME

Si fo et toutes ses dérivées en x appartiennent @ B s(B), si f, et gf sont bornées dans

B,(B), r > 1, par (88,(T)¥ (T))™?, la solution du probléme (E') est dérivable en x,f et

‘.;i sont bornées dans B, .
e ;

Dérivons formellement le probléme (I) par rapport 4 x; et étudions le probléme
intégral associé:

% =T, - m+A) + f T(t—, -m+A}v(15i)2F(f(x. g, r),—i(x, g, 7))dr.
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L’étude précédente nous montrera, I'existence de f ayant été établie, 2 quelle condition
—% existe, ceci par étude de l'itération:
Fy = T(t, —-m+A)F,,

Fopy = T(t, ~m+ A)Fo 42 [ T(t—1, —m+ A(EDT(fu(2), Fa (1))dr.
[1]
On établit alors que:

s Dorir TN GE) 420D nr KEDn,

((Fl+1- u))r.T < zqs(:r)((f;-f;—l)}'.1"((Fa>>r.1'+<<Fu_Fa—l>>r.l‘<<.ﬂl—l>>’.T-
1l faut alors reprendre la majoration de {{f;>),r pour montrer que si F,_, et f,_, sont
bornées par [4D,(T)]~! il en est de méme de F, et f,, ceci étant réalisé pour les condi-
tions indiquées, la convergence de F, ayant alors lieu.

o

Comme F, = 3% et comme la convergence a lieu uniformément en x, la limite de

F, est bien la dérivée en x de f.
Le paragraphe 2 permet d’en déduire le résultat suivant, en effet, si f, et ses k pre-
miéres dérivées appartiennent 3 #¥(B), k> 1, r>2on a

5o T, =m+ Ay = (=t AT, ~m+ A)fo,

dans &~} (B) soit:
THEOREME
Si fo appartient ¢ B (B), la solution f du probléme (E') vérifie le probléme (E) dans

AR ,_,(B), pour r > 3, pourvu que f, et —aé{-xi soient bornées dans #,(B) par (8P,(T)¥.(T))™*.

Annexe

THEOREME
Si fo(x, E) est un élément de O(R, H), a support compact en E,

(1€, —m+Afolla et |IE€F, —m+A)folla

convergent vers zéro quand x tend vers Uinfini, pour t borné.

La démonstration repose sur le théoréme de la convergence dominée. Soit une suite
de fonctions g,

a) intégrables,
b) convergeant presque partout vers une fonction ¢, k — o0,
c) |kl restent majorées par une fonction intégrable fixe alors:

Jodx = lim [ gy(x)dx.
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Rappelons que pour presque tout E, €(z, —m)fy et £€(t, —m)f, tendent vers zéro
quand x tend vers I'infini, en effet, si f, est élément de O(R, H), il en est de méme de
%(t, —m)f,, si bien que, pour presque tout §, €(z, —m)f, et £€(t, —m)f, appartiennent
a o' (R), ce sont donc des fonctions continues de x, nulles A P'infini, pour presque tout
E [cf LionNs et MAGENES [7] p. 52].

Le résultat annoncé utilise la relation:

€(t, —m+ A)fp = €(t, —m)fo+ [ €(t—7, ~m)AE(t, —m+ A)fydr,
1]

€(t, —m+A) = ().
Nous étudierons séparément les deux termes.

PROPOSITION A.1.
Si f, appartient 3 #(R, H), et est tel que Max|fy(x, E)| et Max|&fo(x, E)] sont des
x x

éléments de H, ||€(t, —m)follx et ||E€(t, —m)fy|la convergent vers zéro quand x tend

vers l'inifini.
(€, —m)fy)? et (£€(t, —m)f,)* sont des fonctions intégrables en £ dans R® et con-

vergent pour presque tout ¥ vers zéro quand x — oo.

Il s’agit donc d’établir que ces quantirés sont bornées indépendamment de x par des
fonctions intégrables en E.

L’expression de la résolvante de —m permet en effet de montrer que

Max|¥(t, —m)/ol € °KP(—?(0)I)foifu(x. Bl
M?]W(‘s —m)fo| < exp (-v(ﬁ)f)folm(x, Bl

Une propriété analogue, énoncée & la proposition suivante utilise le lemme:
LevuME A.l.
Si Max|fy(x, §)| est élément de H, on a
x

ngll""(f, —m+A)folla < GXP[(-*(O)-Fk)f]M:I!UB(x, Olla-
En effet, la relation entre R(4, —m) et R(4, —m+ A4) permet d’établir:
max|R(1, ~m-+ A)g(x, DI < 557 D, Max| (ARG, —m)Yg(x, B
n=0 *
soit:
1
”fo [R(A, —m+A)p(x, §)l||lz < YO FI-F |[Max|fo(x, B)l||=-

PROPOSITION A.2.
Si fo appartient 3 &(R, H), et si Max|f;| est élément de H pour ¢ borné,
x

”f G(t—1, ~m)A(x, —m+ Afode| et ¢ f G(t—, —m) A% (z, —m+ A)di]|
0 0

tendent vers zéro quand x tend vers linfini.
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Si f, est élément de #(R, H), il en est de méme de

€(t,—m+A)fo etde A%, —m+A)f, puisque ||EA4f]la < killflla-
€(t—1, —m)AG(x, —m+A)fy et E€(t—7, —m)A€(zr, ~m+A)f,

convergent donc pour presque tout & vers zéro quand x tend vers I'infini, de méme pour
leurs intégrales entre 0 et #, ¢ étant borné.

Les propositions précédentes permettant de majorer par des fonctions indépendantes
de x, de carré intégrable en &, ces deux intégrales:

1
Max [ |9(1— 7, ~m)4%(z, —m+A)foldr <
0

< K [ exp[—y(0)(1— Dlexp[ (—»(0) + ) 7ld||Max| | |-
0 x

De méme pour la deuxiéme expression a étudier:
La majoration [|6Af||a < k:||f||la permet d’obtenir une expression du méme type.
Etant donné que

€(t, —m+A)fo = €@, —m)fo+ [ G(t—7, —m)A%(z, —m+ A)fydr,
0

I’étude précédente montre le théoréme.
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