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Sur quelques aspects analytiques de la théorie des systemes
hyperboliques d’équations quasi-linéaires aux dérivées partielles

J. KRAVTCHENKO et D. RENOUARD (GRENOBLE)

LA PREMIERE partie du mémoire est d’abord consacrée au rappel des définitions classiques des
systémes quasi-linéaires (E) d’équations aux dérivées partielles du type hyperbolique, ainsi que
des variables caractéristiques attachées a (E). On rappelle ensuite le systéme d’équations (e),
dit associé 4 (E), qui, en général, n’est plus quasi-linéaire, et dont les solutions fournissent les
représentations paramétriques des solutions de (E) au moyen des fonctions des variables cara-
ctéristiques. La deuxiéme partie est consacrée a I’exploitation systématique de (¢) en vue de
I’étude des solutions de (E), ce qui ne semble avoir été fait jusqu’igi que pour des cas particuliers.
On établit la condition d’équivalence de (E) et de (e). Lorsque celle-ci n’est pas remplie, on dé-
montre que la solution de (E) peut présenter des singularités dont on précise la nature analyti-
que, alors que la solution correspondante de (e) est réguliére. Ceci ouvre la voie & d’innombra-
bles applications.

Pierwsza, wstepna cz¢s$é pracy poswigcono przypomnieniu klasycznych pojec i definicji dotycza-
cych ukladow quasi-liniowych réwnan rézniczkowych czastkowych typu hiperbolicznego (E)
oraz zwiazanych z (E) zmiennych charakterystycznych. Przypomniano nastepnie pojecie uktadu
rébwnaf (e) nazywanego ukladem stowarzyszonym z (E) i nie bedacego juz ukladem quasi-
liniowym, ktérego rozwigzania sa parametryczna postacia rozwiazan ukladu (E)i wyrazajg sie
jako funkcje zmiennych charakterystycznych. Druga cz¢$¢ pracy poswigcona jest systematy-
cznemu wykorzystaniu wiasciwosci uktadow (e) do badania wlasciwosci rozwiazan ukladow (E);
jak sig¢ wydaje dotychczas takie podejécie stosowano tylko do szczegélnych typow rownan (E).
Podano warunki réwnowaznosci uktadow (E) i (e). Wykazano, Ze przy ich spelnieniu rozwig-
zanie (E) moze wykazywa¢ osobliwosci (ktorych charakter analityczny daje si¢ okre$li¢) nato-
miast rozwiazanie (e), bedace parametryczna forma rozwiazania (E) jest regularne. Otwiera to
nowe mozliwosci licznych zastosowar proponowanego podejscia.

B nepBoit wactH paloTBI COMEPIKHTCA aHAIN3 THNEPOOJHUECKHX KBa3HIMHEHHBIX CHCTEM
nurddepeHIHaTbHBIX YPaBHEHHIH B YaCTHBIX MPOU3BOAHBIX H YIIOMMHAIOTCA HEKOTOPBIE obLIHe
CBOMHCTBA TaKMX CHCTeM. 3aTeM BBEJCHO YPABHEHHE, KOTOPOMY MOOJDKHEI YAOBJETBOPATH
HaualLHBIE JIaHHBIE, YTOOBI OHM MOTJIM OBITh OMXapaKTEPUCTHYECKHM MHOMKECTBOM JIAHHBIX.
Hcnonesysa onpeneneHHble XapaKTepUCTHUECKUE NEpeMEHHBIE, BBeeHA SKBUBAJIEHTHAA CHC-
Tema. C BHOY KaKeTCs, YTO 3TO HEHY)KHOE YCJIOMKHEHHE, HO (haKTHYECKH OHO IO3BOJIAET
HaHTH METOIbI IIPEOIOJIEHHs TPYAHOCTEMH ,, CBA3AHHbBIX C PeIlIeHHeM CHCTEMb] YPaBHEHUII BOIH3H
0CODEHHOCTH HaYaIPHBIX JAHHBIX. MITak, Mo)KeM paccMaTpUBAaTh [VIagKHEe MHOXKECTBA JAHHEBIX.
VTouHeHO MPH KaKHX NPEeIIoIoNKEeHHAX, ¥ KaKHM 00pa3oM 9TO MOXKeT ObITh IIPOBENEHO. XOTH
GOJIBLLIIMHCTBO MaTepHaa, NPE/ACTAaBICHHOI0 B IIEPBOHM YacTH paCoThl, SABJSETCS CKOpee HOo-
BBIM Ipe/ICTaBJIEHHEM M3BECTHBIX YiKe Pe3yJIbTaTOB, YE€M MNPEACTABJICHHEM HOBBIX [QOCTH-
YKEHHH ; 9TO IIO3BOJIAET MOJIyUMTh B JalbHeMHIel yacTH paboThl HOBbIE MHCIIMPALUH .

1. Introduction. Objet de la communication

Nous proPOSONS de passer ici en revue les résultats obtenus depuis une trentaine d’années
par les équipes spécialisées de I'Institut de Mécanique de Grenoble concernant les propriétés
analytiques des solutions singuliéres des systémes quasi-linéaires d’équations aux dérivées
partielles de type hyperbolique. Beaucoup de ces recherches ont déja donné lieu a des
publications citées dans la bibliographie qu’on trouvera “in fine” (cf. [1, 2, 3]). Mais on
s’est borné jusqu’ici & I’examen de systémes particuliers d’équations, ce qui limitait la
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portée de la méthode d’investigation que nous avons mise en oeuvre. C’est pourquoi, il
nous a paru opportun de présenter un exposé synthétique de la théorie, en dégageant
quelques propriétés communes a tous les systémes hyperboliques et, ensuite, en indiquant
quelques critéres qui permettent de répartir ceux-ci en plusieurs classes. Nous définirons
les traits caractéristiques de quelques-unes de celles-ci, et nous étudierons certains types de
singularités que peuvent posséder les solutions des systémes correspondants. C’est I'exten-
sion & des types assez généraux d’équations aux dérévées partielles des résultats obtenus
jusqu’ici dans des cas particuliers seulement, ainsi que I'introduction d’une nouvelle espéce
de singularités qui constituent le point nouveau du présent travail.

Les applications a la mécanique de la théorie que nous allons développer sont innombra-
bles. On sait, en effet, que beaucoup de problémes concrets de cette discipline se traduisent
analytiquement au moyen d’équations aux dérivées partielles hyperboliques quasi linéaires,
qui ne sont qu’exceptionnellement résolubles sous forme explicite. Alors le recours aux
méthodes numériques s’impose. Or les solutions cherchées présentent trés souvent des
singularités, ponctuelles ou non, dans le voisinage desquelles la précision atteinte par les
procédés usuels du calcul & ’ordinateur peut devenir insuffisante. C’est pour lever cette
difficulté que ’étude a priori de la nature analytique de la singularité peut devenir utile,
car elle offre au numéricien un moyen siir et régulier d’explorer le voisinage de cette derniére.
On notera que, dans certains cas, on arrive méme a obtenir une expression approchée
explicite de la solution dans le voisinage en cause, ce qui peut simplifier sensiblement les
calculs et permet d’en contréler la précision. C’est 4 des préoccupations de cet ordre que
nous tentons de répondre ci-apres dans le cas ou les singularités sont d’un type particulier
que nous introduirons ultérieurement, et auxquelles nous réservons le nom de “régularisa-
bles”. Ces remarques nous ont paru de nature a justifier la présentation a un symposium
de Mécanique d’un travail de pure analyse. Nous espérons €tre utiles & nos collegues en
attirant leur attention sur le parti qu’on peut tirer de I'’emploi d’un outil mathématique
déja décrit dans la littérature, mais qui ne semble pas étre devenu d’un usage courant
chez les numériciens.

Dans ce qui suit, nous nous bornons a énoncer, presque toujours sans démonstration,
les résultats obtenus, en accompagnant ceux-ci de commentaires destinés & en préciser
le sens et la portée.

2. Notations et généralités sur les systémes d’équations aux dérivées partielles

Notons p le nombre d’inconnues du systeme considéré; g le nombre de variables in-
dépendantes; E, , le systtme de p équations aux dérivées partielles dont l'ordre et la
forme analytique sont d’abord supposés quelconques. Rappelons alors ce résultat classique
de I’analyse: sans restreindre la généralité, on peut transformer E, , en un syst¢me de
premier ordre au prix d’un accroissement du nombre d’inconnues. Cet énoncé est élémen-
taire lorsque g = 1, car E, ; se réduit alors & un systeme différentiel ordinaire. La démon-
stration est plus compliquée si ¢ > 2. Nous nous bornons ici a indiquer la marche a suivre
lorsque ¢ > 2, en examinant I’exemple banal de I’équation des cordes vibrantes qui est
du type E,, ,: en notant u(x, y) 'inconnue et x, y les variables indépendantes, elle s’écrit:
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Introduisant les nouvelles inconnues: &(x, y) = — et 5(x, y) = —, on vérifie immédia-

ox ay
tement que & et % sont solutions du systtme E, , du premier ordre:

o8 _om _ 9 om _

ooy 0 o e
dont la premiére relation est la conséquence de E, , considérée, alors que la seconde
traduit la condition de compatibilité entre les définitions de & et %, en sorte que E; , et
E, , qui précédent ne sont équivalentes que dans I’espace des u(x, y) continues avec leurs
dérivées partielles des deux premiers ordres, alors que les formules de d’Alembert fournis-
sent la solution de E, , ci-dessus dans l’espace des (&, ) continues, avec leurs dérivées
partielles de premier ordre seulement. Les remarques élémentaires qui précédent font
comprendre les raisons pour lesquelles la démonstration de I’équivalence entre E, ,, p et g
étant quelconques, d’une part, et le systeme de premier ordre en lequel on le transforme
en suivant la marche que I’on vient d’examiner dans un cas trés particulier, d’autre part,
puisse devenir laborieuse et exigera la mise en oeuvre de raisonnements dont on trouvera
en [4] un exposé se rattachant aux travaux de RiQuier [5] et des références & ceux d’Elie-
Cartan dont une analyse exhaustive, avec une bibliographie étendue, est donnée en [6].
Toutefois, notons que ces auteurs se sont placés a un point de vue différent de celui du
présent article.

3. Systémes E, , quasi-linéaires

Pour simplifier nos énoncés, nous nous limiterons dans ce qui suit & I’étude des systémes
E, , dont chaque équation se présente comme une forme linéaire par rapport aux dérivées
partielles de premier ordre des inconnues, dont chaque coefficient est une fonction des p
inconnues et des ¢ variables indépendantes. Cela étant, rappelons quelques définitions et
résultats classiques. Notons x;, j = 1, 2, ..., ¢ les variables indépendantes, u; (x;, x5, ...
vy Xg) = ui(x;), i = 1,2, ..., ples inconnues de E, , fonctions des x;; X une hypersurface
que nous supposerons définie dans le repere orthonormé (Ox, x,, ..., x,) par I’équation
dela forme: x, = f(x,, ..., X, 1), ou fest une fonction assez réguliére(*) de ses arguments
dans un domaine D < Ox,x,, ...y X3 le trait qui souligne f signifie qu’il s’agit d’une
fonction des (¢—1) variables seulement. Maintenant si g(x,, x,, ..., X,) est une fonction
des g variables x , nous poserons:

G=G(x1,X5, ... Xp_1) = 8(xy, X3, ...,x,,_l,f),
G étant la valeur prise par g sur 2'; d’aprés cela, nous avons (g — 1) relations sur cette surface:
dg o¢ adg o

3- e — — . — = ! £1%
(3.1) il el L P o

(*) Nous appelons “réguli¢re” toute fonction de ses arguments qui posséde sur D des dérivées partielles
continues jusqu'a 'ordre assez élevé pour justifier toutes les opérations que nous aurons a effectuer, et
toutes les propriétés que nous aurons a évoquer.
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g g . -
2 axy au point (xy, Xz, ..., X-1, f) € 2. En
particulier, si g = u;, la formule précédente s’applique aux valeurs des u(x;, X;, ..., X;—1,
f) = U(xy, X3, ..., X,) sur Z. Soit alors la multiplicité de Cauchy m(Z, U;) constituée

par la surface X donnée, porteuse des données U;; posons nous, relativement a Ep, g et

Ainsi le symbole désigne la valeur de

a m, le probléme de Cauchy dont la résolution exige la détermination des % Or, d’aprés
J

gg‘ . Ecrivons alors E,, , sous la forme:
-q

(3.1), il suffit a cet effet de calculer les p quantités

du, P
(3.2) s e+ i 3” =k V=12 .8

ou les ayy, aiy, et b; sont des fonctions connues a priori des u; et x; et portons dans

ile systéme de p équations linéaires

Oxx

ol ou;
par rapport aux p dérivées
x4

@f 3u; b ag[
a =b—a
igl ™ lkl axk é{g YiT Yiki 8xk
dont les coefficients ont des valeurs connues sur 2. Nous reprenons les définitions intro-

duites en [3] qui s’écartent de la terminologie habituelle (cf. [3, 1], alinéa 1, 2, et [3, III],
alinéas 2, 3,4) et que nous rappelons pour la commodité du lecteur. Notant H le déterminant

(3.3)

du systeme (3.3) en , qui est d’ordre p:

duy
xq
of

Qg — iy —3;
k

(3.4) H=

nous dirons que la multiplicité m(Z', U;) est, relativement & E, ,: 1) normale si en tout
P(x)eZ, on a: H # 0 (3.5); 2) caractéristique si VP2, on a: H =0 (3.6), l'une au

moins des dérivées étant infinie; 3) bicaractéristique, si (3.6) étant vérifiée VP € X,

¢9u;
0x,
I'un au moins des déterminants caractéristiques d’ordre p de (3.3) est nul, d’une part,
et si la matrice de H est de rang (p—1), d’autre part.

On peut alors énoncer les résultats classiques suivants concernant le probléme de
Cauchy posé relativement a E, , et m (2, U;): 1) si m est normale, la solution est unique,
2) si m est bicaractéristique, il existe une infinité de solutions régulicres(?).

(%) On sait que les énoncés d’existence et d’unicité du probléme de Cauchy, pour une multiplicité m
normale, d’un systéme E quelconque, n’ont été justifiés que moyennant des hypothéses de régularité plus
ou moins strictes, concernant E, et aussi la forme analytique de ce systéme qui doit étre,dans les cas
courants, supposé résoluble par rapport a certaines dérivées des inconnues. Dans ce qui suit, nous reno-
ngons aux raisonnements rigoureux et nous adoptons le point de vue de [3, I]. Nous postulons donc la
validité des énoncés d’existence et d’unicité des solutions cherchées des E,, , dés lors qu’on dispose d’un
algorithme régulier de calcul approché de la solution d’un probléme aux limites, mixte ou non (pour
laquelle Iexistence peut n’avoir pas encore été établie méme relativement aux solutions dites généralisées).
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Supposons maintenant qu’il existe une solution réguliere u;(x;) = w;(P) de E, ,,
V P € D, admettant une multiplicité m (&, U;) soit caractéristique, soit bicaractéristique
de Ep, g. Notons D1 le domaine de I’espace & (p + g) dimensions rapporté au repére Ox, x, ...
wees Xg, Uy, Uy, ..., U, balayé par les x; et »; quand P balaie D. Il est clair que le point
(15 X2 oees Xge 15 S5 Ur, Uay ..., Up) = DI1. Les coefficients de (3.2): @i, @ig, bi sont des
fonctions données des x; et de f, puisque les u; (xq, X3, ..., Xg, f) le sont par hypothése.
On voit donc que (3.6) peut étre interprété comme une équation aux dérivées particlles

4
en f, de premier ordre, qui se présente sous forme d’un polynome en a*Tde degré p
- q

égalé & zero. On note alors que la relation ainsi obtenue n’est pas quasi-linéaire et peut dés
g pasq p

lors admettre ou non des solutions réelles en Tx lorsque P e D.
k

Pour simplifier les écritures, nous noterons jusqu’a nouvel ordre e, , tout systéme de p
équations aux dérivées partielles de premier ordre & p fonctions inconnues a ¢ variables
indépendantes; ultérieurement, nous réserverons cette convention d’écriture exclusivement
aux systemes que nous appellerons “associés” a E, , et que nous introduirons dans la
suite. On notera que, d’aprés ce qui précede, e,,, n’est pas supposé quasi-linéaire.

Ainsi I’équation (3.6) en f, que nous avons formée dans I’éventualité ol la solution
u;(x;) de E,, a pu étre explicitée, est du type e, ,_;.

Cela étant, ¢,,,_, ainsi obtenue peut étre interprétée classiquement comme I’équation
tangentielle d’'un céne C(P), de sommet P supposé fixé, qui est, d’aprés ce qui précede,

of
de pieme classe. Comme les I définissent les paramétres directeurs de la normale en
Kk

P a X, on voit que C(P) est tangent en P a cette surface, d’ol le nom de cbne caractéristique
quon donne a C(P).

Ce bref rappel des propriétés élémentaires des E,,, met bien en évidence le rdle de
I’hypothése de quasi-linéarité de ces systémes, qui permet de former explicitement I’équa-
tion e,,,_, et de discuter d’'une maniére relativement simple le probleéme de la réalité
des C(P) dans les cas concrets. Or il est clair que la réponse a ce préalable est indispensable
pour savoir si on peut ou non utiliser les propriétés générales des multiplicités bicaractéristi-
ques que nous allons établir dans 1’étude des solutions d’un systéme E, , donné.

Enongons maintenant une propriété simple, mais utile des multiplicités bicaractéristi-
ques:

THEOREME. Pour une solution réguliére et donnée u;(x;) de E,,,, la condition nécessaire
et suffisante pour que la multiplicité m(2', U;) soit bicaractéristique est que f soit solution
réguliére de ey 4_1. -

Par exemple, les grad U, (x,) sont, d’apres ce qui précede, déterminés sur la surface porteuse X' d’une multip-
licité m (X, U;) supposée donnée et normale. Il s’ensuit que les u;(x;) seront explicités approximative-
ment dans le voisinage de X' au moyen de la formule des accroissements finis:

Juy

w(x1+Ax1, ...y Xg+Axg) = um+(—) Ax;
oxy Jo

ou on a affecté de I’indice zéro toute quantité dépendant des (g— 1) variables x;, calculée au point (x4, X2, ...
ey Xg—1,f(X1 X2, ..., Xq_1)) €t ol1 les Ax; sont petits mais arbitraires. C’est 13 ’exemple le plus banal de la
résolution d’un probléme aux limites obtenues dans le cadre de I’approximation linéaire.
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En effet, m(2', U;) ne peut pas étre normal, puisque cette multiplicité vérifie, par hypoth-
¢se, la condition (3.6). Par suite m ne peut étre que caractéristique ou bicaractéristique.
Or le premier terme de cette alternative est a écarter, car la solution donnée u;(x;) d’E,, ,
réguliére, par hypothése, peut étre interprétée comme une solution du probléme de Cauchy
posé relativement a E, , et & m(Z, U;), en sorte que les gm u;(x;) sont réguliers sur X.
Notre assertion est dés lors justifiée. A notre connaissance, le résultat qui précéde, en dépit
de sa simplicité, n’a été formulé nettement pour la premiére qu’en [3, III].

REMARQUE 1. Supposons maintenant que la solution ;(x;) de E, , ne soit pas connue.
Alors une multiplicité m(X', U;) donnée ne peut étre bicaractéristique de ce systéme que
si (cf. la définition 3 ci-dessus) elle vérifie la condition (3.6) et si, de plus, elle annule un

o

. s . S au .
déterminant caractéristique du systéme (3.3), linéaire en ﬁ, et dont tous les coefficients
q

sont connus lorsque E, , et m(Z, U;) sont des données. Or, d’aprés (3.3) le déterminant
en cause, d’ordre p, une fois développé, se présente sous forme d’un polynome de degré
of

d
(p—1) par rapport aux T et d’une fonction linéaire des —ﬁ, dont les coefficients
k k

dépendent des ;;L Cette remarque évidente nous sera bientdt utile.
e

REMARQUE 2. Beaucoup d’auteurs, parmi lesquels nous citerons E. Cartan, ont insisté
sur le fait que la donnée de p et de g seuls n’est pas la meilleure fagon de caractériser les
systémes E, ,, comme le montre I'exemple classique de E, , qui peut étre ou elliptique,
ou hyperbolique, ou parabolique. Voici cependant I’exemple d’une information utile,
que I’on peut tirer de la seule considération de la partié de p. Supposons p impair:
p = 2n+1. Alors I’équation e, ,_; que nous avons associée & E,,,; , se présente,
comme on I’a vu (cf. (3.6)), sous forme d’un polynome de degré (2n+1) en 7;—;, égale
a zéro; par suite, elle admet des systémes de solutions réelles par rapport aux dérivées.
On en déduit aisément qu’a toute solution réelle u;(x;) de E;,.,,, on pourra toujours
associer une infinité de multiplicités m(X, U;) bicaractéristiques réelles. Cela montre que
les systémes E,,,, , ne peuvent étre elliptiques, ce terme étant entendu au sens que nous
préciserons a I’alinéa suivant. Tel sera, en particulier, le cas de toute équation El, gq. La
théorie en est classique et peut étre abordée directement d’une fagon élémentaire. Mais les
résultats généraux qui suivent permettront, comme on le verra, d’énoncer d’emblée I’essen-
tiel des propriétés des E,, , uniquement a partir du fait que dans le cas présentona p = 1.

4. Systémes E, , quasi-linéaires hyperboliquies. Systémes associes a F, ,

En adaptant a notre cas le vocabulaire classique, nous dirons que le systtme (quasi-
linéaire) E,, ; (cf. (3.2)) est hyperbolique dans le domaine D1 deI’espace a (p +¢q) dimensions
(xj, w) siVO(xy, X3, ...y Xg, Uy, Uz, ..., Up), Point de DI le cone caractéristique C(Q) =
< D c Ox;X,, ..., X, de sommet Q(x,, X3, ..., X;) possede les deux propriétés suivantes:

1. C(Q) est réel.
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2. Par toute droite issue de Q et extérieure a C(Q), au sens strict, on peut mener a cette
hypersurface p plans tangents réels et distincts. Cette définition n’exclut pas I’éventualité
ou C(Q) se décomposerait en des cones de classe inférieure a p, dont quelques uns peuvent
étre dégénérés en des droites  Oxy, x,, ..., X, et issues de Q. Relativement & E, , hyper-
bolique, nous allons énoncer les résultats suivants qui jouent un role central dans la théorie
que nous allons développer et qui constituent une extension au cas ou p et ¢ sont quelcon-
ques des propriétés justifiées en [1, 2 et 3] pour des types particuliers des systémes E, ,
et £ ;.

Introduisons un espace auxiliaire 4 ¢ dimensions, rapporté au repére orthonormé
Ouy, 0y, ..., o, et soit Z un domaine de cet espace de méme connexion que D. Admettons
qu’on ait défini sur & g fonctions réguliéres.

4.1) Xy =x(00, a4y, e, ) =X5(0)) j=1,2,...,9, wu=12,..,4q

réalisant 1’application bijective & <> D, ce qui impose aux x;(o,) la condition nécessaire
(cf. [3.II)).

Dy Xay s Xg) _ D [x;()]

(4.2) A= Dty 0ay o 0y) | D)

#0 V(ay, oz, ...,%) 2.

Soit maintenant une solution u;(x;) de Ep,q, i = 1,2, ..., p, définie et réguliere sur D.
Nous poserons (cf. [3.I]):

(4.3) Ui(ay, a5, ...y ) = U(a,) = u[x(a)].

Ainsi les relations (4.1) et (4.3), 'inégalité (4.2) étant satisfaite, constituent une représenta-
tion paramétrique de la solution considérée de Ep, g. Introduisons alors les notations et
conventions d’écriture suivantes: »(x) est un entier quelconque dans la suite des (g—1)
nombres (1,2, ..., 0,1, %1, ..., %), 'adaptation aux cas ou x = 1, ou u = g, étant
évidente, et F(a,) = F(ay, o3, ..., @), on pose(?):

(44) ‘Ezt[mr(p)] = F(al’ Koy vensy a.u—l: ap = Cte: ap+1: seey aq)

ou F désigne une fonction quelconque des g arguments o, définie et réguliére sur &; en
particulier, on a les relations:

(45) Kjop = Ej,y[av(.u)}s Qf.u o gi.y[av(p)]-

On pose, en se rappelant que £k = 1,2, ...,9—1,

A — @(2‘31.#’ 'Kl.y7---’ Eqml..u) — 9(_)Qc.pl)
(4,6) = @(a15a29'--901#—1:“144-1!"'3“41) @[av(u)] ’
4}.((“) — @(fl.uifhu )ﬁk—l‘;u xq,u’ xk+1./.u sy xq-—l.‘u)

9(als A2y veey ap—-ly ap+15 ey aq)
I'ordre des jacobiens (4.6) étant égal a (g—1). Soient, de plus, S, I’hypersurface définie
dans & par les équations paramétriques

(47) Xj = EJ'IJ [av(,u)]v

(®) On place 1 entre parenthéses, afin que u ne joue pas le role de I’indice muet.



700 J. KRAVTCHENKO ET D. RENOUARD

my, = m[S,, U, ], la multiplicité définie par (4.5) et (4.7). D’aprés cela, il existe donc ¢
hypersurfaces S, et autant de m correspondant aux u;(x;) et x;(e,) donnés.

Cela étant, formons les conditions nécessaires et suffisantes auxquelles doivent satisfaire
les g fonctions x;,(a,,) pour que chacune des ¢ multiplicités m,, construites, rappelons-le,
a partir d’une solution u;(x;) donnée, soit bicaractéristique de E, , attachée aux u;(x;).
Pour simplifier I’exposé, nous supposerons que 4, # 0 sur &, V . Mais on peut se passer
de cette hypothése, en adaptant au cas présent les raisonnements de [3.11I] et [3.IV]; il
suffit d’admettre que la matrice A (cf. (4.2)) est de rang (¢—1). Il s’en suit qu'on peut
inverser les x,, et les «,y, en sorte que I’équation cartésienne de S, peut s’écrire:

Eyq :f,u(_x_lp’ Ezns ey zq—l.#) =.f;4(£k,u)

On tire de la les (g—1) relations:
OXqp af# 0%

(48) 90ty o ax, . 90t 1y
. . 0x; - ofs
qui sont linéaires et homogénes en ——— et linéaires en ———. Interprétons alors (4.8)
305,(,,) axk
, S W - -
comme un systéme de (¢—1) équations en T’ résolubles, d’apres ce qui précéde, on
k
a donc:
U A
4.9) Y _ A
Ox; A,

Du théoréme de I’alinéa 2, résulte alors, eu égard a (3.4) et (3.6):

THEOREME 1. La condition nécessaire et suffisante pour que chacune des q multiplicités
m, associées a la solution u;(x;) donnée de E, , et représentée paramétriquement par (4.1)
et (4.3) soit bicaractéristique de E, , est que, pour chaque p fixé, les fonctions x;, vérifient
Péquation aux dérivées partielles:

|

A
(4.10) HI‘ = am~a,k1 ——‘Z](‘[L) = 0
n
' . ) M
qu’on obtient en reportant dans (3.6) les expressions (4.9) des 3~x ;
k

Remarquons que nous avons remplacé dans (4.10) les expressions iy, @ur, d,(1) et
A, qui figurent dans (3.6), par @, @i, Ax(u), 4, respectivement. Cela tient 4 ce que les

opérateurs 4, et A,(u) ne font pas intervenir I’opérateur pour un y fixé, d’une part, et

da,
que les a;, et a;; sont des fonctions données des x; et #;(x;) et non de leurs dérivées, d’autre
part. Il s’en suit que o, joue dans H, le réle d’un paramétre, en sorte que (4.6) peut étre
interprétée comme une équation aux dérivées partielles que sont astreintes a vérifier les g
fonctions x,,, des g~! variables indépendantes «,,) (cf. (4.1) et (4.3)) lorsque les p fonctions
u;(x;) sont considérées comme des données. Ces remarques achévent d’établir le résultat
que nous avions en vue. On voit donc que lorsque la solution u;(x;) de E, , est connue
sur D, on obtient, en faisant varier x« dans (4.10), un systéeme de g équations aux dérivées



SUR QUELQUES ASPECTS ANALYTIQUES DE LA THEORIE DES SYSTEMES HYPERBOLIQUES... 701

partielles de ler ordre, dont les x;(a,) sont les inconnues, qui n’est plus quasi-linéaire. En
dépit de cette derniére circonstance, on peut indiquer plusieurs propriétés des solutions
de (4.6) en utilisant les méthodes décrites en [3] & propos de cas particulier. Citons le:

THEOREME II. Etant donné une solution w(x;) de E,, , définie et réguliere dans D, on
peut {ui associer une représentation paramétrique (4.1), (4.3), solution réguliére de (4.10),
vérifiant (4.2), et telle que la multiplicité m, = m(S,, U;,), ¥V pu, définie par (4.1) et (4.3)
ou on fait a, = cte, soit bicaractéristique de E, ,. Cela étant, on déduit du théoréme de
lalinéa 2, et de ce qui précéde:

THEOREME 1. Soient u;(x;) une solution de E, , définie et réguliére dans D; x;(a,),
Ui(w,) une représentation paramétrique des w;(x;) définie et réguliére dans 2. Alors les
xj(a,) et les Uia,) vérifient le systéme d’équations:
au; M)

b, —a,, ——, Ay —a A1 —4a,
i ikl s %2g1 2kl s sres Ugql qkl
axk AILL

(4.11) G, = |

4|
Ap || ’

i=1,2,..,p,1=1,2,..,p.
En effet les G, ainsi définis sont les déterminants caractéristiques du systéme (3.3)

0
obtenus en remplagant dans H,, les [a;q,—ai,d AZ(:‘)] par les [b,—a,k, 5;@] . Or chaque
k

G, doit étre nul, la multiplicité m, étant bicaractéristique (cf. théoréme I et la définition des
bicaractéristiques énoncés en alinéa 2). Notons alors e,,, , le systtme constitué par
I’ensemble des (p+q) équations (4.10) et (4.11), a (p+gq) fonctions inconnues Uj(x,) et
x;j(a,) (cf. (4.1) et (4.3)), & g variables indépendantes «,. Reprenant alors la terminologie
utilisée en [2] et [3], nous réserverons désormais exclusivement 2 e,,, , le nom de systéme
associé a E, ,; on notera que la notion ainsi introduite, plus ou moins classique, a été
souvent utilisée dans la littérature dans des cas particuliers, mais peut-étre d’'une maniére
moins systématique qu’on le fait dans le présent travail. On peut alors résumer comme
suit les résultats précédents:

THEOREME IV, La conditon nécessdire pour que la représentation paramétrique (4.1)
et (4.3) vérifiant (4.2) d’une solution réguliére u;(x;) de E, , soit telle que chacune des q
multiplicités m, correspondantes soit bicaractéristique de E, , est que les seconds membres
de (4.1) et (4.3) définissent une solution réguliére de e, , .. A chaque solution ui(x;) de
E,., correspond au moins une solution de e, ,.

La réciproque de cette proposition est exacte pour tout E,, .. Mais il semble difficile
de la justifier en toute généralité par le calcul seul. Cela tient & ce que la marche & suivre
change beaucoup avec la forme analytique de e,,, ., et, de toute fagon, elle exige la
mise en oeuvre de calculs, élémentaires certes, mais toujours trés laborieux (cf. [3.I]).
Nous donnerons ailleurs une démonstration directe du

THEOREME (PRESUME) D’EQUIVALENCE V. Les systémes E, . et €,.,., Sont équivalents
lorsque la condition (4.2) est remplie: toute solution réguliére de E, , admet au moins une
représentation paramétrique (4.1) et (4.9) qui est solution réguliére de e, ., ., el inversement.

Les résultats précédents justifient le nom de variables caractéristiques données ax o.
Du théoréme V, il résulte que pour calculer une solution de E, , définie et réguliere dans
D, il suffit de déterminer dans ce domaine g multiplicités m,, bicaractéristiques de E, ,,
dont les g surfaces porteuses S, définissent, d’aprés (4.2), un systtme de coordonnées
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curvilignes dans D. Ce résultat justifie donc, a priori, la méthode usuelle de résolution
approchée des problémes aux limites, posé relativement a E, , et qui est fondée sur I’emploi
des bicaractéristiques. Ce résultat explique aussi I’origine du nom de génératrices des
solutions de E, , donné aux.

THEOREME D’INVARIANCE VI. Soit le changement de variables indépendantes w,, défini
par les formules:
4.12) o =0,(B), u=12..,¢q
ou chaque o,(f,) est une fonction réguliére de la seule variable f, dont I’ensemble est
astreint seulement a vérifier la condition:

duy duy | dy o

df, dp, dp,

dans tous les intervalles des variations des «,(f,). Alors le systéme e, , , est invariant par
la transformation (4.12).

Ce résultat, comme beaucoup de précédents, a été souvent exploité dans des cas parti-
culiers depuis les travaux fondamentaux d’Ampere et de Drach, dont on trouverea en [4, 1]
un exposé suggestif. Mais il ne semble pas avoir été énoncé pour les systemes généraux.
La démonstration est la conséquence immédiate des deux propriétés évidentes: 1) les
quotients [4,(u)]/Ap sont invariants par les transformations (4.12), 2) les coefficients
bi, aiy et ayy sont indépendants des variables «,.

Observons d’ailleurs que ces remarques sont valables, quelle que soit 1a forme du systéme
hyperbolique donné d’équations aux dérivées partielles de premier ordre, et dés lors ne
s’appliquent pas seulement aux E, , quasi-linéaires.

REMARQUE. Supposons alors qu’on ait réussi a établir un résultat analogue au théoreme
V pour un systéme hyperbolique quelconque d’équations aux dérivées partielles de ler
ordre at a expliciter un systéme équivalent en variables caractéristiques. Alors le raisonne-
ment précédent prouve que ce dernier systéme est invariant par les transformations du
type (4.12) vérifiant (4.13). On notera que, moyennant (4.13), les transformations (4.12)
forment un groupe.

4.13)

5. Solutions régularisables de E, ,

Soit une solution x;(a,), U;i(e,) de e,., , associée & E, ,, réguliere dans le voisinage
du point A(ey, s, ..., @) €2. Nous dirons que les formules (4.1) et (4.3) définissent
alors paramétriquement une solution régularisable en 4 de E, ,. Ainsi une solution
régularisable est réguliére en A si elle satisfait la condition (4.2), mais la réciproque n’est
pas vraie. Nous dirons que la solution considérée de e,,,, , est régularisable, mais non
nécessairement réguliére, sur un ensemble ¥ < 2, si elle ’est en A, VA € €. Introduisons
alors un systtme de coordonnées polaires (p,0,,0,, ...,0,_1), ¢ étant le rayon vecteur
d’un point courant du voisinage de 4. Alors le point 4 est régulier relativement & la solution
considérée de e, , , si les g fonctions régulieres de & et Oy:

wx ()] = Wilo, 0y, 65, ..., 0,.) = Wio,0), k=1,..49—-1
vérifient la condition:
6.1 W, 6,) =cteVk, V0.
Sinon, la solution (4.1) et (4.3) est seulement régularisable, et il en résulte:
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THEOREME VII. La condition nécessaire et suffisante pour que la solution de E, ,
correspondant d une solution réguliére en A e, o, o Soit seulement régularisable (ou réguliére)
est que I’on ait en ce point (cf. (4.2)):

D[xi(2,)]
(5.2) A4 () 0,
et que (5.1) y soit en défaut (ou vérifié).

D’aprés cela, 'ensemble € de points A(ay, «,, ..., @) €2, s'il en existe, vérifie I'’équation
(5.2), laquelle est de la forme: F(a,) = 0, lorsque la solution de (4.1) et (4.3) de e,,,.,
est connue. Ainsi € se compose d’ une ou de plusieurs surfaces & g, < (¢—1) dimension.
Appelons alors u; (ou u,) un entier de la suite 1, 2, ..., g,(oug;+1, ¢, +2, ..., ). On sait
que, dans cette éventualité, il est possible de numéroter les «, de fagon que la solution
générale de (5.2) s’écrive sous la forme de (¢—gq,) relations:

(53) Quz = “pz(dnl)

ol o, (a,y) est une fonction réguliére des g arguments o, . Les formules (4.1), (4.3) et (5.3)
représentent alors paramétriquement dans D une hypersurface X qui peut éventuellement
dégénérer, et qui peut étre ’enveloppe de certaines surfaces S, ou soit le lieu de points
singuliers de certaines autres. Nous ne pouvons, faute de place, développer ces remarques,
et nous nous bornons ici a signaler une de leurs applications importantes. On montre en
particulier que la solution u;(x;) peut étre discontinue le long de X. Or on sait que
dans de nombreux cas concrets, les conditions aux limites auxquelles sont astreintes
les inconnues des problémes mixtes posés relativement aux systémes E, , entrainent
I’apparition de singularités pour les solutions le long de certains éléments X', de la frontiére
D du domaine D. On établit alors que, dans la grande majorité de telles situations, il est
possible de construire une solution régularisable de E, , qui vérifie toutes les conditions
aux limites requises. On montre alors que X, = X Il importe de ne pas perdre de vue que
'ensemble ¢ = @ de points homologues de X dans I’application (D+ D)< (2+2)
peut étre de dimension inférieure a celle de 2. On trouvera des exemples explicites des
situations qu’on vient de décrire en [1] et [2] dans le cas d’un systéme E1,2 et en [3.1V]
et [3.V] d’un E; ;. Plusieurs résultats énoncés en ces publications s’étendent au cas des
systtmes E, , quelconques. Mais il convient de souligner que l’emploi des solutions
régularisables de E, , permet de résoudre d’autres problémes aux limites, d’un type qui
semble nouveau (et posés, par exemple, pour les Ep, g dont les paramétres p et g sont
des entiers élevés): a titre d’exemple, citons 1’étude de la singularité que présente la solution
du probléme de Cauchy, posé relativement & Ep, g et 3 une multiplicité normale, dont
la surface porteuse posséde une ligne aréte, ou la résolution approchée du probléme ana-
logue a celui de Cauchy-Goursat, lorsque les inconnues présentent une discontinuité
le long de I'intersection des surfaces porteuses des multiplicités bicaractéristiques données,
etc... Enfin, observons que les solutions ainsi construites peuvent n’étre pas uniques, et
introduire plusieurs solutions régularisables a la fois. Résumons ce qui précéde. Soit ae D
un point homologue de A. Alors la solution u;(x;) sera réguliére ou non en 4 selen que
(5.1) y est vérifié ou non. Mais dans le premier cas une au moins des surfaces S, 5 a
présentera une singularité en a. Sinon a appartient a I’enveloppe d’une au moins des S,
et peut &tre un point de discontinuité des u;(x;).
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6. Comparison entre les avantages et les inconvenients respectifs de ’emploi de E, ,

et €p.49,4

Le nombre d’inconnues de e,,,,, est plus élevé que celui de E,, Mais surtout
€,44.¢ D'eSt quasi-linéaire en genéral que relativement aux inconnues U; (cf. (4.2)) et non
pas par rapport 3 x;. En revanche e,,, , révéle souvent les propriétés des u,(x;) que
Pexamen des E, , ne permet pas de reconnaitre immédiatement. Voici quelques exemples,
que 'on pourrait multiplier, de nature A illustrer cette assertion.

a. On fait souvent grief aux méthodes résolutives fondées sur ’emploi des multiplicités
bicaractéristiques d’exiger, en méme temps que le calcul des inconnues aux noeuds de
maillage de D, la détermination pas a pas de celui-ci. Or ces difficultés sont aisément
surmontées dans 2 en utilisant e,,, , et le théoréme d’invariance de leurs solutions.

b. Le recours aux solutions régularisables offre un double avantage lorsque les solutions
ui(x;) de E, , présentent des singularités régularisables: on peut alors préciser a priori
la nature analytique de celies-ci, d’une part, et en donner des expressions approchées
locales, sous forme de fonctions réguliéres des variables caractéristiques, d’autre part.
Ainsi on raméne ’étude des problémes aux limites singuliers posés dans D relativement
a E, , a celle des problémes réguliers posés dans £ relativement & e,,,,, ce qui peut
étre utile lors de la discussion des questions d’existence et d’unicité des solutions. Mais
on ne perdra pas de vue qu’en procédant aini, on risque d’éliminer a priori I’examen des
solutions non régularisables qui peuvent avoir un intérét physique. Enfin, il y a lieu de
remarquer que les résultats qui précédent offrent au numéricien un moyen sir de traiter
certains types de problémes singuliers abordés, parfois, d’une maniére un peu artisanale.
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