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Sur Ia nucleation des fissures en fatigue polycyclique sons chargement 
multiaxial 

Y. V. PAPADOPOULOS et K. DANG VAN (PALAISEAU) 

DANS CET article nous proposons un modele d'endommagement adapte a I' etude du phenomene 
de Ia nucleation des fissures de fatigue dans les metaux. Le modele est fonde sur le passage 
a l'echelle microscopique (echelle du grain). Le dommage est defini comme Ia microdeformation 
plastique cumulee des grains plastifies. Cette conception du dommage nous permet d'etablir 
Ia courbe de Wohler a Ia nucleation generalisee c.a.d valable pour tout chargement cyclique 
proportionnel multiaxial. Le probleme du cumul du dommage est egalement etudie. 

W niniejszej pracy zaproponowano model uszkodzenia zastosowany do badania zjawiska 
nukleacji szczelin zm~czeniowych w metalach. Model ten jest zbudowany na podstawie przejscia 
do skali mikroskopowej (skali ziaren). Uszkodzenie jest zdefiniowane jako l~czna plastyczna 
mikrodeformacja uplastycznionych ziaren. Ta koncepcja uszkodzenia pozwala na ustalenie 
krzywej Wohlera dla uog6lnionej nukleacji, tzn. slusznej dla wszystkich proporcjonalnych 
wieloosiowych obci~zen cyklicznych. Zbadane jest r6wniez zagadnienie kumulacji uszkodzenia. 

B HaCToHI.I.leii pa6oTe npe,w~omeHa Mo~enL noape>«~eHWI, npHMeHeHHaH ~JIH H:cCJie~oBamm 
HBJieHH:H HYI<JieaqH:H: yCTaJIOCTHbiX Tpel.I.lH:H B MeTaJIJiaX. 3Ta MO~eJib llOCTpOCHa, onH:paHCb 
Ha nepexo~ I< MH:I<poci<onl{tleci<oMy MacmTa6y (MacmTa6 3epeH). Tioapem~eHH:e onpe~eJIHeTCH 
I<ai< noJIHaH MH:I<po~ecpopMarum nnacrl{tleCI<H:X 3epeH. 3Ta I<o~enl.\H:H noape~eHWI no3-
BOJIHeT ycraHoBH:TL I<p®yro Benepa ~JIH o6o6I.I.leHHoii HYI<Jieal.\H:H:, T. 3H. cnpaae,wiH:Boii ,w~n 
acex nponopl.\H:OHaJILHhiX MHorooceBhiX 1.\H:I<JII{tlecJ<H:X Harpy>«eHH:ii. HcCJie~oBaHa Tome 
npo6neMa I<YMYJIHI.\HH noape>«~eHHH. 

1. Introduction 

L'INITIA TION des fissures de fatigue sur des structures est un sujet qui attire depuis long­
temps les chercheurs. Les progres realises concernent surtout !'aspect experimental. Ainsi, 
de nombreux resultats ont ete accumules sur differents types de materiau, aussi bien dans 
le domaine de !'endurance que dans celui de Ia fatigue oligocyclique; des observations au 
microscope permettent de mieux decrire les mecanismes qui se produisent (formation de 
bandes de glissement persistantes, configuration d'equilibre de cellules de dislocations 
dans les grains, etc ... ). Par contre, au niveau des interpretations mecaniques, les progres 
sont moins sensibles et l'ingenieur a toujours du mal a dimensionner par le calcul, une 
structure soumise a Ia fatigue, a cause des formulations imprecises des criteres existants. 
Le trajet de chargement est traditionnellement ramene a une amplitude et a une valeur 
moyenne. Notons que ce type de demarche, qui est preconise dans Ia plupart des modeles, 
meme les plus recents, remonte en fait au debut des etudes sur Ia fatigue. Une autre tendance, 
plus recente, consiste a essayer d'appliquer les acquis de la mecanique lineaire de Ia rupture. 
On neglige alors completement l'amor~age en considerant qu'il s'agit uniquement d'un 
probleme de propagation. Cette demarche est justifiee dans Ie cas oil Ia structure com porte 
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des defauts de taille notable par rapport a Ia dimension des grains du metal. Elle n'est 
pas valable dans le cas des fissures courtes car les facteurs d'intensite de contrainte evalues 
dans les grains monocristallins n'ont alors pas grand sens mecanique: un chargement 
lointain de traction n'engendrera pas que du mode I pur. De plus, ces theories seraient 
difficilement applicables en dehors du cas de Ia traction repetee. 

Au debut des annees 70, une autre forme d'approche, entierement differente, a ete 
proposee, basee sur le passage du macroscopique au microscopique [1]. Les idees de base 
sont les suivantes: Ia fatigue etant un phenomene microscopique qui se produit dans les 
grains, il est judicieux d'utiliser les parametres locaux dans l'etat apparemment stabilise, 
pour formuler le critere de fatigue. Par ai11eurs, Ia procedure d'evaluation des contraintes 
microscopiques qui est proposee permet de decrire, de fa~on precise, le trajet de charge 
a chaque instant t du cycle. Dans le cas de Ia limite d'endurance, cette approche a deja 
permis d'obtenir des resultats interessants pour un certain nombre de structures subissant 
des chargements multiaxiaux [2]; en particulier, le critere de fatigue propose [1] a permis 
de prevoir les sollicitations critiques et Ia localisation des points ou s'amorcent les fissures 
[3]. Dans le present travail, on se propose d'etendre cette demarche au cas de Ia fatigue 
a duree de vie limitee a grand nombre de cycles - fatigue polycyclique. Contrairement au 
cas de !'endurance illimitee, il est ici necessaire de tenir compte de l'endommagement que 
1 'on reliera au trajet de deformation plastique microscopique. 

Dans le domaine de Ia fatigue polycyclique, les deformations plastiques macrosco­
piques sont negligeables; les contraintes locales a dans les grains s'ecrivent en fonction des 
contraintes macroscopiques E : 

{1.1) a= B: E+p 

ou Best le tenseur de localisation de MANDEL [4] et p le tenseur des contraintes residuelles 
microscopiques. 
Si on fait les hypotheses suivantes: 

La deformation macroscopique E, supposee purement elastique, est egale a Ia deforma­
tion miCrOSCOpique E, SOmme d'une partie e}astique Ee et d'une partie p}astique EP. 

Le grain et le polycristal (matrice) ont les memes proprietes elastiques supposees 
isotropes. 

Alors il est facile de montrer que: 

(1.2) 

ou I est le tenseur identite, et que: 

(1.3) 

si bien que (1.1) devient: 

(1.4) 

Comme treP = 0, no us deduisons que: 

(1.5) 

et que: 

B =I 

(1.6) 
1 1 

p = - tr a = &J = - tr l: 
3 3 
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SUR LA NUCLEATION DES FISSURES EN FATIGUE POLYCYCLIQUE 761 

ou s et S sont Ies parties deviatoriques des tenseurs des contraintes microscopiques et 
macroscopiques, et p est Ia pression hydrostatique microscopique, directement egale a 
Ia pression macroscopique f!JJ. 

S'agissant de Ia fatigue polycyclique, Ia periode entre Ia mise en charge et la rupture 
de l'eprouvette peut etre decomposee en trois phases successives. Dans une premiere 
phase, bien que Ia deformation plastique macroscopique soit negligeable, quelques grains 
du metal se plastifient parce qu'ils sont defavorablement orientes par rapport au charge­
ment. Cette phase s'acheve avec Ia rupture de ces cristaux et nous admettrons que cette 
rupture est due a Ia microdeformation plastique cumulee rfP: 

(1.7) 

Comme Ia rupture du grain correspond a !'apparition d'une microfissure, cette premiere 
phase sera appelee phase de nucleation. La deuxieme phase est Ia phase de formation d'une 
fissure dominante par coalescence des microfissures apparues a Ia fin de Ia phase precedente. 
La troisieme et derniere phase est Ia phase de propagation qui conduit finalement a la 
rupture de l'eprouvette. 

Les modeles classiques d'endommagement [5] et de propagation [6] conviennent 
bien pour l'etude des deux dernieres phases (formation et propagation d'une fissure). 
En revanche, le but du present travail est l'etude de la phase de nucleation (courbe de 
Wohler, cumul du dommage) pour des chargements multiaxiaux. 

2. Variable d'endommagement 

Durant Ia phase de nucleation, Ia continuite de Ia matiere n'est nulle part interrompue 
dans l'eprouvette essayee. II n'est alors pas possible de relier l'endommagement a Ia croiss­
ance de fissures ou de defauts puisque Ie materiau est sain. Dans le cadre de notre approche, 
Ia deterioration du metal durant Ia phase de nucleation, sera mesuree par la microdeforma­
tion plastique cumulee dans les grains qui subissent des glissements plastiques. La loi 
d'evolution de Ia variable d'endommagement sera alors donnee par: 

(2.1) 

c tG. 1. Evolution de Ia limite d'elasticite du grain en fonction du nombre de cycles. 
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Afin d'evaluer, a partir de Ia definition precedente (equ. (2.1), le dommage provoque 
par un trajet de chargement, outre les relations de passage macroscopique-microscopique 
(equ. (1.4), il est egalement necessaire de connaitre Ia loi de comportement elastoplastique 
du grain. On supposera, pour simplifier, que cette loi comporte seulement une phase de 
durcissement et une phase d'adoucissement. Un tel comportement peut etre decrit, dans 
le cas d'un chargement cyclique, par Ia courbe qui donne !'evolution de Ia limite d'elasticite 
du crista! k, en fonction du nombre de cycles N (Fig. 1 ). 

La transition entre les deux phases s'effectue pour une valeur precise ktr de la limite 
d'elasticite du cristal (Fig.1). Nous notons par N1 et N11 les nombres de cycles correspondant 
respectivement aux phases de durcissement et d'adoucissement. La rupture du grain est 
achevee lorsque l'adoucissement est complet. Si NR est le nombre de cycles a la rupture 
du grain (soit encore, par definition, le nombre de cycles a Ia nucleation d'une fissure), 
alors nous avons: 

(2.2) rupture du grain <=> k(N R) = 0. 

II est connu que la loi de Schmid, qui fait intervenir Ia cission reduite, exprime bien 
Ia condition de plasticite du monocristal. Neanmoins, pour pouvoir elaborer un modele 
adapte au calcul des structures, nous faisons !'hypothese que le grain obeit au critere de 
plasticite de von Mises avec ecrouissage isotrope et cinematique: 

(2.3) 
1 

f(a) = 2 (s-a): (s-a)-k2 • 

En charge plastique ( f = 0, :: : ci > 0) , Ia vitesse de Ia deformation plastique suit 

Ia regie de normalite: 

(2.4) £P = A aj = A(S-a) 
a a 

l'ecrouissage cinematique du crista! est donne par: 

(2.5) a = ceP => i = c£P, c > 0. 

La Joi d'ecrouissage isotrope depend de Ia phase de comportement consideree. Durant le 
durcissement, Ia limite d'elasticite du crista! croit lineairement selon Ia loi, 

(2.6) k = gy£P: f.P, g > 0 

alors que durant Ia phase d'adoucissement, elle decroit selon une loi similaire: 

(2.7) k = -hy£P: £P, -h < 0. 

En charge plastique, Ia condition j = 0 nous permet de calculer .'.. En phase de durcisse­
ment, nous avons, 

(2.8) .'.= (s-a):s 
2(c+ Jl 2g)k2 

alors que dans Ia phase d'adoucissement il vient: 

(2.9) ;. = (s-a): s . 
2{c- y2h)k2 
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SUR LA NUCLEATION DES FISSURES EN FATIGUE POLYCYCLIQUE 763 

Par derivation des relations de passage (1.5), no us obtenons : 

(2.10) s = S-2#£P. 

En combinant les equations (2.4), (2.8), (2.9) et (2.1 0), no us calculons les vitesses de defor­
mation plastique dans Ia phase de durcissement, 

(2.11) 
£P = [(s-a): S] (s-a) 

2(c+2#+ y2g)k2 

et dans celle d'adoucissement: 

(2.12) 
£P = [(s-a): S] (s-a) 

2(c+2#- y2h)k2 
• 

Dans Ia suite, nous nous limiterons a l'etude des chargements proportionnels. Dans ce cas, 
es tenseurs S et (s-a) sont colineaires [7], si bien qu'en charge plastique nous avons: 

(2.13) [(s-a): S] (s-a)= [(s-a): (s-a)]S = 2k2S. 
En tenant compte de (2.13), les vitesses de deformation plastique s'ecrivent, 

s 
£P=---- .,------

(c+2Jl+ y2g) 
(2.14) 

dans la phase de durcissement, et, 

s 
£P =------

(c+2Jl- y2h) 
(2. 15) 

dans la phase d'adoucissement. La vitesse £P est alors directement proportionnelle a Ia 
vitesse du deviateur macroscopique S. 11 est done possible, pour un chargement radial 
cyclique de periode T, de calculer la microdeformation plastique cumulee a tout instant 
t = NT, dans Ia phase de durcissement (0 < NT ~ N 1 T) 

NT 

(2.16) GP= -(c-+-2-#-~-y-2g) [ JiS:SdT 

et dans Ia phase d'adoucissement (N1 T ~NT< NR T): 

NT 

(2.17) GP = 
1 f VS: Sdr:+GP(N.) 

(c+2Jl- ~2h) NIT 

Lors d'un chargement cyclique proportionnelle deviateur macroscopique S varie entre 
deux etats extremes notes SA et SB. Nous choisissons ces etats de maniere que 

(2.18) 

ou II ·II designe Ia mesure euclidienne i.e. liS II = yS: S. Le chargement cyclique est compose 
d'une premiere mise en charge de l'etat 0 a l'etat SA et puis de cycles successifs entre SA 
et SB. On defini le tenseur variation des contraintes deviatoriques macroscopiques 

(2.19) 
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ainsi que Je deviateur moyen 

(2.20) 

Le caJcul de lffP dans Ia phase de durcissement (equ. (2.16)) s'effectue de Ia fa.;on suivante 
[7]. D'abord, on calcule Ia microdeformation plastique cumulee oCf durant un cycle i 

quelconque du chargement: 

(i+ l)T 

(2.21) o8f = f vs: sar 
iT 

puis Ia microdeformation plastique cumulee oCf+l correspondant au cycJe (i+ l) ; on 
montre que Jes termes o8f forment une serie geometrique de raison (J): 

(2.22) 

oil: 

(2.23) (
I 2 Jl'2g )2 

w = - c+2,u+ y'2g < 

si bien que Ia deformation plastique cumulee tffP(N) et, par consequent, le dommage (voir 
equ. 2.1 ), valent dans Ia phase de durcissement: 

(2.24) D(N) = lfP(N) = Sf+ OSf -
1
1
- wN 
-(J) 

oil S~ designe la deformation plastique cumulee lors de Ia premiere mise en charge (trajet 
0 ~SA, 

(2.25) Sf= I (~ + IISMI/- Vlko) 
c+2,u+ y'2g 2 

et oG~ son acroissement lors du premier cycJe (trajet SA ~ S8 ~sA): 

(2.26) 

k0 est Ia limite d'elasticite initiate du cristal et k 1 cette meme limite a Ia fin de Ia premiere 
mise en charge (0 ~ SA) 

(2.27) p g ( IILISII ; - ) k1 = ko+gcfft = ko+ .. ! -
2
- +1/SMI/-J 2ko . 

c+2,u+ v 2g 

En general g ~ c + 2,u + y' 2 g de maniere que no us pouvons admettre: 

(2.28) k1 ~ ko. 

La microdeformation plastique cumulee GP(N) (i.e. le dommage D(N)) dans la phase 
de durcissement est alors donne par (voir equ. (2.24), (2.25), (2.26) et (2.28): 

(2.29) 
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L'integration de Ia loi d'evolution de Ia limite d'elasticite du cristal (equ. (2.6), combinee 
avec I' equation (2.29) conduit au resultat: 

(2.30) 
( 

IIL1Sjj ) N k(N) = k 0 +g8P(N) = k 0 + 
2

y'
2 

-ko (1-w ). 

La relation precedente montre, par ailleurs, qu'au moment de Ia transition entre les phases 
de durcissement et d'adoucissement (i.e. pour N = N1 ~ k(N1) = k,r), Ia deformation 
plastique cumulee f!P(N1) vaut: 

(2.31) 

D'une fa~on similaire, no us montrons que 8P(N) (i.e. D(N) est donne dans Ia phase d'adouci­
ssement par Ia relation: 

(2.32} 

oil Je parametre 'YJ est exprime par: 

(2.33) 

D 

rt 

( 
2 }12h )

2 

'YJ = 1 + --=:- > 1 . 
c+2p,-]l 2h 

FIG. 2. Evolution du domrnage et de la limite d'elasticite du cristal pour un chargement cyclique 
proportionnel. 
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La limite d'elasticite du cristal obtenue par integration de Ia loi d'adoucissement (equ. 
2. 7) conduit a: 

(2.34) 

soit encore en rempla9ant <fP(N) et <ffP(N1) par (2.32) et (2.31) 

(2.35) k(N) =~-(~-k) (N-N1) 2yZ 2y2 tr 'YJ • 

Les courbes d'evolution du dommage et de Ia limite d'elasticite du grain en fonction 
du nombre de cycles, lors d'un chargement proportionnel cyclique, sont tracees sur Ia 
Figure 2, pour des valeurs numeriques typiques. 11 est interessant de noter que Ia courbe 
du dommage est concave durant Ia phase de durcissement puis convexe durant Ia phase 
d'adoucissement, alors que les definitions classiques de l'endommagement conduisent 
toutes a une courbe concave. 

3. Courbe de Wohler a Ia nucleation 

Le nombre de cycles a la rupture du crista! NR (i.e. a Ia nucleation d'une fissure de 
fatigue) est egal a Ia somme des nombres de cycles N1 et Nu. Par ailleurs, etant donne que 
Ia transition entre les phases de durcissement et d'adoucissement s'effectue pour Ia valeur 
k,r de Ia limite d'elasticite du cristal, le nombre de cycles de Ia phase de durcissement peut 
etre obtenu par !'equation: 

(3.1) ( 
IILlS /1 ) N N1: k(Nr) = ko+ 
2 

J/.2 -k0 (1-w 1
) = ktr· 

La solution de (3.1) nous otfre N1 : 

(3.2) 

avec w donne par (2.23). 
Par hypothese, Ia rupture du cristal correspond a son adoucissement complet, i.e. 

a J'annulation de sa limite d'elasticite. Le nombre de cycles Nu est done le nombre de 
cycles necessaires pour que Ia limite d'elasticite du cristal decroisse a partir de Ia valeur k ,r 
jusqu'a zero: 

(3.3) N =N -N · k(N)=~-(~-k) (NR-N•> = O II R tr· .. ; - .. ; - tr 'YJ • 
2 r 2 2 r 2j 

Par Ia solution de I' equation precedente nous obtenons N11 : 

(3.4) 
( 

IIL1Sil ) 
_ 1 272 

Nn- LnrJ Ln /IL'1Sjj _ 
2y2 ktr 
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ou 'YJ est donne par (2.33). A cause des ordres de grandeur relatifs des constantes g, (c+ 
+2,u+ y2g) et h, (c+2,u- y2h) nous pouvons admettre que, 

(3.5) Lnw = 2Ln (1- 2 Jl2g ) ~ _ 4 y'2g 
c + 2,u + Jl 2 g c + 2,u + v' 2 g 

et que: 

(3.6) Ln'Y}= 2Ln(1- 2a/2h ) ~ 4a/2h . 
c+2,u- Jl2h c+2,u- y2h 

En tenant compte des simplifications precedentes et des equations (3.2) et (3.4), le nombre 
de cycles a Ia rupture du cristal N R est egal a: 

(3.7) 
( 

IIL1SII ) 
2a/2 1 

NR = pLn IIL1Sil_ _ -q IIL1SII 

2y2 ktr 2y2 

avec: 

(3.8) p = c-f-2_!: (__!_ + _!__) 
4y2 g h ' 

La courbe representative de l't!quation (3. 7) dans le plan ( N N, ~~~~ ) , est Ia courbe 

de Wohler generalisee a Ia nucleation pour un chargement cyclique proportionnel multi­
axial. Cette courbe depend de trois parametes p, q et ktr. 

II est important de remarquerque, quand IIL1SII/2 yf t(md vers Ia valeur k,r le nombre 
de cycles a Ia nucleation NR tend vers l'infini (voir equ. (3.7). Le parametre k,r qui est Ia 
limite d'elasticite du cristal au moment de Ia transition entre Ies phases de durcissement 
et d'adoucissement, apparait alors en meme temps comme une limite d'endurance generalisee. 
L'etude complete du probleme du critere de fatigue [7] a montre que ktr peut etre exprime, 
pour un chargement cyclique proportionnel, par: 

-rx9m+fJ i!L1SII 
k,r = rx

9 
+ IIL1SII 2 y2 

a 2y'2 

(3.9) 

ou 9"' et &'a sont Ia valeur moyenne et }'amplitude de Ia pression hydrostatique macroscopi­
que. Le parametre k,, etant Ia limite d'endurance generalisee, Ie critere de fatigue s'ecrit 
alors [7]: 

(3.10) IIL1SII ~ k 
2y2 ~ tr• 

En rempla~ant ktr dans (3.10) par !'expression (3.9), le critere proposee se met sous une 
forme plus commode: 

(3.11) 
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ce qui nous permet d'identifier les coefficients cc et p. En e.ffet, si nous notons t et f les 
limites d'endurance en torsion et traction-compression altemees, !'application de Ia relation 
(3.11) dans ces deux cas, conduit aux formules: 

(3.12) Ct; = t-fjy3 p = t. 
ffy3 ' 

Grace aux relations (3.9) et (3.12), le parametre ktr est connu d'avance pour un chargement 
cyclique proportionnel donne. Les deux autres parametres p et q peuvent etre facilement 
identifies en ecrivant !'equation (3. 7) definissant Ia courbe de Wohler, so us Ia forme: 

(3.13) Y =px-q 

avec: 
li .!!Sii 

( 

~~~ ) 2y2 

x = Ln IILISII 
2y2 -ktr 

(3.14)J 

Dans le plan (x, y), cette courbe est alors une droite de pente p et d'ordonnee a l'originc 
- q. En reportant les resultats experimentaux habituellement disponibles so us Ia forme 
de couples (NR, IILISII/2y2) dans le plan (x, y), nous determinons facilement pet q par 
Ia methode des moindres carres. 

F 
t 

o Flexion a lternee 

v Tars;on alternee 

0~------------~------------~----~· 
4 5 6 

FIG. 3. Courbes de Wohler a Ia nucleation. 

Sur Ia Figure 3 nous avons trace les courbes de Wohler a Ia nucleation en traction-com­
pression et torsion altemees obtenues en particularisant !'equation generale (3.7) dans ces 
deux cas. Elles presentent bien Ia meme allure que les courbes S-N experimentales. 

11 est interessant de noter que, pour obtenir Ia courbe de Wohler generalisee, il n'est 
pas necessaire de connaitre explicitement les quatre constantes g, h, c et k 0 qui definissent 
le comportement elastoplastique du grain, mais seulement les deux combinaisons p et q 
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exprimees par Ies equations (3.8). En revanche, dans Ie probleme du cumul du dommage, 
Jes parametres (c+2,u)/4y2g, (c+2{t)/4y2h et k 0 apparaitront separement. Nous aurons 
a]ors besoin d'un renseignement supplementaire. 

4. Cumul du dommage 

Dans Ie present travail nous nous limiterons a !'etude du cumul du dommage dans 
le cas d'une suite de deux chargements similaires. Nous appelons similaires deux charge­
ments proportionnels cycliques s'ils possedent Ia meme limite d'endurance generalisee 
k,r [7]. L'equation (3.9) montre que Ia condition de similarite ainsi definie correspond aux 
relations : 

(4.1) 

Pour de chargements uniaxiaux de meme nature, le systeme d'equations (4.1) indique que 
leurs etats moyens sont identiques mais que leurs amplitudes differentes (Fig. 4). 

t 
FIG. 4. Siuite de deux chargements uniaxiaux de meme nature similaires. 

Nous allons tout d'abord examiner le cas d'une suite de deux chargements sim;laires 
Ie premier etant plus faible que le second au sens ou II L'1S II (l> < IIL1Sii< 2 ). Nous supposerons 
que les deux chargements violent Ie critere de fatigue du materiau, 

(4.2) i = 1, 2 

ou k,r , Ia limite d'endurance generalisee commune aux deux chargements peut etre calculee 
par l'equ. (3.9). La condition (4.2) implique qu'il y aura bien nucleation d'une fissure 
de fatigue a pres un nombre fini N R de cycles. 

Si le premier chargement (faible) est applique durant N 1 cycles, nous designerons par 
N 2 Ie nombre de cycles que doit durer le second chargement (fort) pour qu'il y ait nucleation 
d'une fissure (i.e. rupture du crista!). Le probleme du cumul du dommage consiste alors 
a determiner le nombre de cycles N 2 • Pour cela il faut calculer Ia limite d'elasticite du crista! 
k(N1) a Ia fin du premier chargement. L'expression de k(N1 ) est differente suivant qu'au 
moment ou debute le second chargement, le cristal est encore en phase de durcissement ou 
deja en phase de adoucissement. Pour le savoir, N 1 doit etre compare au nombre de cycles 
Nl 1 > que dure Ia phase de durcissement du cristal soumis au premier chargement seul. 
Tenant compte des simplifications (3.5) et (3.6) N1<

1> s'ecrit: 

19 Arch . Mech. Stos. 5-6/88 
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(4.3) 

Si N1 < Np> alors k(N1) est egal a (voir equ. (2.30): 

- IILISII(l) - ( IILISII(l) - ) Nl 
(4.4) k(N1)- .. ! . ..! k 0 w . 

2 Jl2 2 Jl2 
A Ia fin du premier chargement le crista] est done encore en phase de durcissement si bien 
que, durant le second chargement, le durcissement du crista! se poursuit tout d'abord pen­
dant N~ cycles. N ous notons par N~ le nombre de cycles necessaires pour que, so us le 
second chargement, Ia limite d'elasticite du crista! croisse de k(N1) a ktr. N~ est alors 
donne par une expression analogue a (4.3). En rempla~ant k 0 par k(N1 ) et IIL1Sii<1> par 
IIL1Sil<2> nous obtenons N~: 

( 

IIL1Sii<2> -k(Nl)) 
, c+2p, I 21/ 2 

N 2 
= ( 4 ~ 2g + 4) Ln IILlSII'2' -k., . 

2 ,;2 

(4.5) 

Lorsque Ia limite d'elasticite du crista! atteint Ia valeur k,r, Ia phase d'adoucissement 
commence et ils s'ecoulent encore N~' cycles avant que ne se produise Ia rupture du cristal. 
N~' est done egal, au nombre de cycles N1<l> que dure Ia phase d'adoucissement sous le 
second chargement seul (voir equ. 3.4): 

( 

IIL1Sii<
2
> ) 

" _ <2 > _ c+2p, I 2J/2 
N2 - Nn - ( 4yi2h - 4) Ln IILlSII'2> -k . 

2 y2 tr 

(4.6) 

Finalement dans le cas ou N 1 < Nl 1> nous obtenons N 2 comme Ia somme deN~ (equ. (4.5) 
et N~' (equ. (4.6)). 

Nous allons maintenant considerer le cas ou N 1 est superieur a NP>. Durant les (N1 -

-Nl 1>) derniers cycles du premier chargement, le crista! est en phase d'adoucissement 
et sa limite d'elasticite decroit jusqu'a Ia valeur k(N1 ) donnee par (voir equ. (2.35)) 

(4.7) k(N,) = 11~~~
11 

_ ( 11~~~
11 

-k.,)1)(N,-N/
11

J 

ou N?> et 'YJ sont donnes par (4.3) et (2.33). Lorsque commence le second chargement le 
crista! continue en phase d'adoucissement, jusqu'a sa rupture. Sous le second chargement, 
le nombre N 2 de cycles necessaires pour que Ia limite d'elasticite du cristal decroisse de 
k(N1) a zero est donne par une expression analogue a celle de Nll>. En rempla~ant k,r par 
k(N1) dans (4.6) nous obtenons N 2 : 

( 
M~ ) 

( 
c + 2p, I ) 2 l/2 

N2 = 4 V2h -4 Ln IILIS!I<2> -k(N) . 

2 v'2 1 

(4.8) 
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A titre d'illustration nous allons traiter un exemple numerique. Les constantes du materiau 
sont arbitrairement choisies de Ia maniere suivante: 

a= 0.25, {3 = 150 MPa, p, = 70000 MPa, k 0 = 5 MPa, 

c = 0, g = 150 MPa, h = 30 MPa. 

La suite de chargements consideree est composee de deux torsions alternees d'amplitudes 
respectives T~ 1 > = 160 Mpa et T~2 > = 200 Mpa. Dans ce cas nous avons: 

(4.9) ~~:~~''' = T!'', &'~'' = &~> = 0, i = I, 2. 

Par (3.9) et a l'aide de l'equ. ( 4.9) no us calculons ktr: 

(4.10) k _ -a0+{3 <il - {3 
tr - O T<i> Ta - . 

a + a ,j 

Dans Ia suite pour N 1 donne en appliquant les formules (4.5), (4.6) ou (4.8) nous obtenons 
N2 suivant le cas (N1 ~ N1<

1> ou N 1 > N?>). 
Les resultats relatifs au cumul du dommage a deux niveaux de charge sont habituellement 

representes dans un diagramme de fractions de vie. Si, lors d'un essai, le nombre de cycles 
N R a la rupture se compose de N 1 cycles du premier chargement et N 2 cycles du second 
chargement, l'essai est represente dans ce diagramme par un point d'abscisse N1 /N~1 > 

et d'ordonnee N2/N~2 >, N~1 
> (resp. N~2>) etant le nombre de cycJes a Ia rupture sous I' action 

., 
I " I '-. 
I ' 
I ' 
I ' I '.. 
I '-
1 " 
I "-. 
I '.. 

I "-
1 " I '-

1 " I '-. 
I ~ 

0 

FIG. 5. Diagramme des fractions de vie pour une suite de deux torsions alternees (chargement faible d'abord). 
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du premier (resp. second) chargement seul. Lorsque le nombre de cycles d'application 
du premier chargement N 1 varie continument de 0 a N~1 >, N 2 varie continument de Nf> 
a 0. Dans le diagramme de fractions de vje, nous obtenons alors une courbe d'extremites 
les points (0, 1) et (1, 0). Lorsque Je cumul du dommage suit une regie lineaire (regie 
de Miner par exemple), cette courbe est une droite (segment [(0, 1), (I, 0)] sur la Figure 
5}. Si ce n'est pas le cas, Ia courbe de fractions de vie peut s'ecarter considerablement deJa 
droite du cumul lineajre. C'est ce que nous observons sur Ia Figure 5 ou est representee 
la courbe de fractions de vie pour l'exemple numerique choisi. 

Il est interessant de remarquer que cette courbe possede un point d'inflexion sur la 
droite du cumullineaire. Apres ce point, c'est-a-dire pour N 1 > N?>, la courbe de fractions 
de vie est au dessus de Ia droite du cumul lineaire. Ceci signifie que Ia succession des deux 
chargements a un effet benefique sur Ia duree de vie, i.e. 

Nl N2 
N~J> + N~2> > 1 

si le premier chargement (faible) est applique durant plus de N1 cycles, c'est-a-dire suffi­
samment longtemps pour que le crista! entre en phase d'adoucissement. Cette propriete 
est bien confirmee par la plupart des resultats experimentaux [5]. 

L'etude du cas ou le chargement fort precede le chargement faible peut etre menee 
de maniere analogue. La Figure 6 represente le diagramme des fractions de vie pour l'exemp­
le numerique deja cite precedemment ou maintenant l'ordre d'application des deux charge-

Nz 

Nj/> 1 

0 

FIG. 6. Diagramme des fractions de vie pour une suite de deux torsions altcrnees (torsion forte d'abord). 
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ments est inverse. La courbe de fractions de vie possede toujours un point d'infiexion 
sur Ia droite du cumul lineaire. Apres ce point Ia courbe est au-dessous de la droite du 
cumul lineaire. L'inftuence d'une suite de deux chargements similaires (fort-faible) sur Ia 
duree de vie est alors exactement !'inverse de celle qui avait ete trouvee dans le cas precedent; 
elle est en general prejudiciable i.e. 

Neanmoins si Ie premier chargement est applique pour peu de cycles de maniere qu'apres 
Ies N1 cycles le crista! est encore en phase de durcissement !'influence de Ia suite (chargement 
fort-chargement faible) est benefique. 

Pour resoudre le probleme du cumul du dommage, Ia connaissance de deux parametres, 

p ~ ::;; (~ + !)• q~ :;~ko 
qui definissent I a courbe de Wohler generalisee (voir equ. (3. 7)), ne suffit pas puisque les 
quantites (c+2,u)/4y2g, (c+2,u)/4y2h, et ko interviennent separement dans les equations 
(4.5), (4.6) et (4.8). L'identification de l'une de ces trois constantes est alors necessaire. 
Ceci est possible a l'aide d'un essai de cumul tel que l'amplitude du premier chargement 
est exactement egale a Ia limite d'endurance correspondante (i.e. IIL1Sil< 1

> /2 y2 = k,r) alors 
que !'amplitude du second IILlSJI<2> j2y2 est superieur a IILfSii(l> /2 J12 et a fortiori a k,r. 
En supposant que N1 , le nombre de cycles d'application du premier chargement est tres 
grand, etant donne que (() < 1' nous avons (voir equ. 2.30): 

(4.11) k(N) ,.... IILfSii(l> = k 
1 - 2V2 tr· 

Pour calculer le nombre de cycles N 2 il faut calculer N~ et N~' par (4.5) et (4.6). Mais 
comme, 

k(N) ,.... IILlSJI<1> = k 
1 - 2 yZ to 

N~ est egal a zero. N~' est alors directement egal a N2 : 

(4.12) 

En mesurant le nombre N 2 de cycles ecoules so us le second chargement avant Ia nucleation 
d'une fissure, il est possible d'identifier le coefficiant (c + 2,u)/4 y2h qui est la seule inconnue 
de !'equation (4.12). 

Finalement pour identifier les trois coefficients (c+ 2,u)/4 y2g, (c + 2,u)/4 v'2h, et k 0 

il suffit de connaitre une seule courbe S-N experimentale et d'effectuer un essai particulier 
de cumul de dommage. 
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5. Conclusion 

Un modele d'endommagement adapte a l'etude du phenomene de Ia nucleation des 
fissures de fatigue a ete presente. Le modele est fonde sur le passage macroscopique­
microscopique et le dommage est defini comme Ia microdeformation plastique cumulee. 

Cette conception du dommage nous a permis d'etablir Ia courbe de Wohler a Ia nuclea­
tion generalisee, c.a.d. valable pour un chargement cyclique proportionnel multiaxial. 
L'etude du probleme du cumul du dommage a montre que le modele propose reproduisait 
qualitativement bien les resultats experimentaux. 

Dans le present article le cas d'un metal dont les cristaux constitutifs possedent un 
comportement elastoplastique compose de deux phases seulement ( durcissement-adoucisse­
ment) a ete envisage. D'autres types de comportement ont deja ete etudies [7] avec des 
resultats encourageants. 11 faut aussi mentionner que le modele propose convient a !'etude 
du cumul du dommage pour des chargements similaires ou non-similaires (torsion suivie 
d'une flexion p.ex. [7]). Finalement notons que Ia validite du modele peut etre etendue dans 
le cas des chargements non-proportionnels au prix d'une integration numerique de la loi 
d'evolution de la variable d'endommagement. 
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