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Jégef Bajkowski
Zaklad Ukladbéw Mechanicznych

IPPT PAN
REZCHANSE WEWNLTRZNE
¥ NIELINIOWYCH UKLADACH DRGAJACYCH
czpsé I
1. Wstep.

Terminem "rezonans wewnetrzny" przyjeto okres$laé te szcze=-
€8lne zjawiska, ktére pojawlajg sie w drgajgcych ukladach nie-
liniowych ¢ n stopniach swobody, wtedy gdy istniejg liczby
calkowite ke' s=1,2,...,p, nie wszystkie réwne zero takie,
2e miedzy czestodciami wiasnymi ukladu Wyreeer Wy zachodzi
zwigzek typu:

P
/1.1/ E k,w, =0, p<n,
s=1

tzn, gdy sg one wspdlmierne, W teorii pierwszego przyblizenia
czestosdci QJS sg czestosSciami wlaspnymi ukladu liniowego,

Szczegblnie interesujgcym jest przypadek kiedy w ukladzie
wystopuje jednoczedénies rezonans zewngtrzny, tj. gdy istniejg
liczby calkowite wm,,...,m nie wszystkie réwne zero i liczba

1 p

oy takie Ze spelniony jest warunek:
P

J1.2) % m,ow o+ m,) = 0, P < n,

s=1

gdzie ) = czestosé sity wzbudzajacej, @y = sl S S



-h -

oraz gdy wérdéd ozgstosdoi Wyseoons &Jp sg czestosci wspéi-
mierne, tzn. spelniony jest warumek /1.1/.

W przypadku gdy rezonansem zewngtrznym jest rezonans gléw-
ny, tj. gdy czgstodé wymuszenia jest w poblizu jednej z czesto=-
4ci wlasnych:

/1.3/ )z w

efektem wspdluiernodci cmestosci wiasnych jest "wcigganie" do
rezonansu oprdcz wspélrzednej normalnej rezonansowej Skf réw-
niez inmych wspélrzednych 53 odpowiada jgcych czestos$ciom wia=~
saym @, wspéimicrnym z St

Badanie ustalonej odpowiedzi ukladu bedqcego w stanie re-
zonansu zewn¢trznego i wewngtrznego mo2na znaleZé w pracach
[ 2.3,4,5,6,7]).

Charakterystycznag dla omawianych przykisdéw byla nielinio-
woéé typu kwadratowego, a tym samym i rezonans wewnetrzmy typu

(% I
T ;

Typowsg dla ukladSéw mechanicznych jest nieliniowosé typu
szesciennego, ktéra pocigga za sobg mozliwoéé wystapienia rezoe
nansu wewngtrznego typu wi > 3 wj. Niewiele jest przykladéw,

w ktérych analizowany jest ten typ rezonansu, chociaz mozemy
przy tym uzyskaé wiele interesujgcych wynikéw, Wymienié tu mo-
zemy prace: Nayfeh, Mook i Sridhar [21 y Nayfeh, Mook i Lobitz
[3] , wspominajg o nim takZe Sethha fh] i Tondl [7] .

Z analizy tych prac wynika, %e gdy czesto$é wymuszenia jest
w poblizu nizszej czestosci wiasnej, w rezonans wewnetrzmy
"wciggana" jest druga wspélrzedna, ktérej odpowiada wyzZsza cze-
stosé wlasna i jedynym jest rozwigzanie nietrywialne a, £0
i a, £ 0. ¥V przypadku kiedy czestosé wymuszenia jest w poblizu
wyzszej czesto$ci wlasnej mozliwe sa dwa typy rozwigzah:

a/ pbditrywialne a, = o 1 a, £ 0, a wiec takie jak bez rezo-
nansu wewnetrznego, b/ nietrywialne a, £0 1 a, £ o,

Bardziej interesujgcym wydaje sig¢ byé przypadek /b/, a wiegc
rogwigzanie nietrywialne a, #0 i a, £ 0, ktére nie ma miej-
sca w ukladzie bez rezonmansu wewngtrznego. W szczegbédlnosci god=-
nym uwagi jest:



- okreélenie przédzlaldédw czgstodol wymuszenia, w ktérych takie
rozwigzanie moze wystapid,

- okreélenie obszaréw preycisgania tegé typu ré#wiazania,

- zbadanie jakie parametry ok¥&fu mogg mieé wplyw na wystg-
pienie tego rozwigzania,

= zbadanie zagadnienia rezonansu wewnetrznego w przypadku
rezonanséw zewngtrzmych pobocznych /subharmonicznych, super-
harmonicznych i prawie-okresowych/,

- zbadanie przydatno$ci znmanych przyblitonyéh metod badania
nieliniowych ukiadéw drgajacych w przypadku wystepowania
rezonansu wewnegtrznego.

Na niektére z tych pytarh postaramy sie odpowiedzieé w tym
opracowaniu, poddajgc analizie nieliniowy uklad drgajacy
o dwéch stopniach swobody, z nieliniowoécig typu szesdciennego
i przy rezonensie wewnetrznym wz x 3 w1 , w przypadku gdy
czegstos$é wymuszenia jest w poblizu wyzszej czesto$ci wiasnej.

2, Réwnania ruchu i badanie rezonansu wewnetrznego metods

usdredniania,

Teoretyczne obliczenla stanéw ustalonych wykonano przy
pomocy metody udredniania. Wygodnie jest w tym celu zapisad
réwnania ruchu we wspélrzednych normalnych:

/2.1/ MY +.Q3 +r/5-.§/-q cos )t = 0,
gdzie M = diag [Myj], Q= “‘3["03 ugj] E
n
2
HOJ = E my bOiJ - dla ukladédw dyskretnych,
J=1
1

E.

05 = Jq/x/\Yi/x/ dx - dla ukladéw ciggtych,
(o]

F = F/51,...,3n,...,31,...,'_';“...../.



W przypadku gdy czestodci wiasne ukiadu nie sg wspbimierne,
rozwigzanie ukiadu /2.1/ w pierwszym przyblizeniu zakladamy w
postaci:

Sk =a, ooa/)t + \VN/

SJ =0, J=1,2,.0,kal,ke¢1,,,,,0,

/2.2/

Efekt rezonmansu wewnetrznego uwyskuje si¢ zakladajgc, zZe
nie tylko wspélrzedna rezonansowa 3K’ leoz 1 wspéirzedne Si
odpowiada jace czgstodciom wspéSimiernym = W, = rézne od zera:

Sk
/2.3/ %1

a, cos/Mt + Yk/'

5, ooa/su It + \{'1/, i=1,2,..,k=1,k+1,..,r,

SJ=0, JJ!,?,.--,":

gdzie s, = 51/ak = \'-Ji/bok, 841 8 = X e

- i katéw fazowych
\1/1 el-talois ?r zastosu jemy metode usredniania.

Dla wyznaczenia amplitud 8ypecee Y

Szczegblowe obliczenia teoretyczne wykonano dla pswnego
typu ukladu nieliniowego o dwéch stopniach swobody, zlozonego
2z dwéch mas polgczonych wiezia spregzysts typu Duffinga, w przy-
padku wystepowania liniowego tlumienia, wzbudzanego silg harmo=
niczng o stalej amplitudzie, Réwnania ruchu we wspéirzednych
bezwymiarowych przybierajg postaé:

) + way + /ay - 9y + Iy =y + pY/ay - ay/” =
/2.4/ = P oos )T,
G + a4y - q, + pLfA, - 4,/ + p/a, = a,/7= o.
Vprowadzajgc vsp&l;-zedne normalne 31 i 32 tak ze
P = Yy * Ja

92 = Boay Jq *+ Pgaa Far

/£2.5/



réwnania /2.4/ przeksztalcimy do postaci:

S “JA-bgas) | : < e
34 A % ﬁirL[(4-b°:’)3‘ iy ba‘i)SZJ i
92
t {boa

W _w_b_).} pL0b, 0%, + (-b, 05,7 +

.F.Z % wOZSZ- 4 + fbou

% Iu[“'bow)xd + “'bm)Eaﬁ ——T—”O"h
/2,6/

i Iu[“-bon\SA *“-ba \511 k _—Eﬁ—wsﬂ'

ngatcéoi-‘postaci wlasne ukladu liniowego wyznaczymy
2z zaleznoSoi:

2
/2.9 < g4,3

3/ +2 /7 \/%/1 sl il -y
/2,8/ b021’2 =

Na rys. 2.1. pokazano zaleznoié a-?z = a@z/j/, dla ktérej
spelniony jest warumek Wop = 3w

01°
10
2
>f 8
6 \\
L \>
2 =
g e A
0 0.5 1.0 1.5 b?

Rys. 2.1. Zalesnodé ¥ 2 = 32/y/, dla ktbrej
spelniony jest warunek m02=3w01.
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W dalszych rozwazaniach przyjmiemy nmastepujace dane licz-
bowe: Hz =1.5 i { = 1,582 /punkt A na rys.2,1/, Dla tych
danych na czgstosei i postaci wlasne ukladu liniowego otrzymu-
jemy nastepujgce wartosci:

/2.9/ Wg, = 0.639, W, = 1.917, by,, = 1.6898, by,, =-0.3739.

Jak juz wspomniano we wstepie bedziemy badali zmachowanie
si¢ ukladu w przypadkn kiedy cze¢stosé wymuszenia ) jest w po-
blizu wyzszej czestosSci wiasnej. Tak wigo dla Y% w, rozwigza-
nie ukladu /2.6/ zakladamy w postaci:

51
Y2

Dla wyznaczenia amplitud a

1 v
a, cos/ 55‘0. + \+)1/,

/2.10/ a, cos/ V7 + \ilz/.

9 i a, oraz katéw fazowych
Y. 1 ¥, zastosujemy metode usredniania, Przeksztalcimy w tym
celu réwnania /2,6/. do postaci:

s /%3/2 S ='5!;'/‘)2 ¥ mf,z/ ¥y + @y cos )T~

- ‘/ 'Ff1/31'32'§1'§2/'
2,11
§2 * Jz T2 = /3% - wgz/ T2+ 9 cos T - f‘fz/kwh's'sz/'
gdzie P
Qi. = ,2 2 i=1,2,
1+ {Bo2y
Ji=b ../ - y .
3 =“"‘—"°%1"' /1 = vga,/ 5y + /1 - bozz/h] +
1 +ib021

"[/1 - boay/ Jg + /1 = bozz/Sz]j} c

Traktujemy nast¢pnie a8, "1/1 i Y2 Jako nowe zmienns
v czasie a, = ni/‘T/, Yy = ¥3/1/, 1 = 1,2 1 przeksztalcimy
réwnania /2.11/ do postaci:



=
Al %

41
\DI*

-z (Y- w o, 0058, - Q, cos it 'M la,, qz%,dsmo al |

dw. _Ts{_g{ . @:‘,)a‘ 258, -0 cosll +flf—‘(a‘,az,\.yi.\dc0!y@4d,[;

At
72 12/ci ;
2 2 » . :
_3;_‘: T[-(J -w,) vazcc:st'i‘2 - cho':’)L ' H (01,01,%,%)] mn@zdt s

dya _ f()-m 0,058, - GLole* {m{,o y‘,w‘lc >8dl
dl L

gdzie:

8=t v y,, Blzﬁth,

[ = {i‘-fﬁ%: 11.L[-n:, (- by, ), 500, + Wh-b, Ja, o]

+ [(A-bc“)a‘caae +(1-by Ja co»G] }
L, z 4,2 .
Wykorzystujgc zaleznosci:
cos |1 = cos8,c0sy, + sin6,siny,,
/2.13/ cos3e, = cosezoos/Jqﬁ - *2/ - sinstin/3Y1 -Yo/s

]

c05/8,-26,/ = oos@1oos/3Qﬁ - yi/ * sidﬂ,nln/3y1 - ﬁ%/,

oraz usdredniajgc w czasle prawe strony réwnai /2.12/ i wyko=-
nujgc operacje catkowania otrzymamy:
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2)4,=-¢,0, » £,070, sin(3y,~¥,),

* 3 2
2ya,y,= - $ (- 05,00, +B, @, + B0 3 +£,0,0,00509,- ¥,),

/2.14/ _ : 5
lJQl=-CuJQ’_ - Q,siny, - £,0, 5003y, - {,),
J 0 3 2 3 :
2 Jal%: - ‘“;zmz = Qlwsxyzfpuaz +fy N, Ez°4c°5(5‘l’4“1’):
gdzie:
pibtt ooy (41
44-‘—"'_:2_“ Cp= ﬂ_‘____,
As ‘b i ' fbu.z.
(boaiPlrb) o 4 U, Ju-b )
E'_l'r‘t 4*‘%:1 tz"“"ui ‘l'l’bzu '
4
Tgaiis ) 3y, Urbogd
Pttt ) bt
g (b b ) = ozlubu)z
F,u-af‘ 1+ fbozi ) Pﬂ-lr tbou

Przechodzac do badania statecznofci rozwigzad réwnan /2.1L4/
wygodniej bgdzie wprowadzié zamiast a,,8,,y, i Li,.‘z nowe zZmienne
X1 Y1 Xy i Y okreélone jak nizej:

x, = a1ooslh, Yy = a'ain%,

/2.15/

x, 8,008y,, ¥, azsinrfz,

Réwnania /2.14/ w nowych zmiennych przyjmujgq postaé:

' Zh CMJX‘ 3 w"‘)Yi x [Pu(‘:' VJL, 'Pu‘x; 'Y; ]]Y4 % €4L\/2l x: 3 ﬁ) 'an’(zy&l’

X 2 [ 2 A1
-2 "Y;""cu)\\ 2 ‘3“ 'wc)x( l_Pu“n"b ’P«:(xl“’z’]x ¥ 64‘,1)(4741 X (" 'Yn).l’
= .);'(2 = (,u,},l_( ya C-L-)Y,. + 'Lpuix}y:) P ’Yc'_iyz + € [3x ) oo Y, J,

-2k, =6 N (V- 0%, - [3 5 ) B Eodx, - -3y J*Qz'

/2.16/
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Réwnania /2.14/ 1 /2,16/ sg réwnowazne. Aby zbadaé macho-
wanie si¢ krzywych calkowych réwnan /2.16/ w czterowymiarowej

przestrzeni x1,y‘,12,12 Hprowadiimy dodatnio okrefllons fun-
keje

/2.17/ V= ool/xr 4 7?/ + (3/:§ + ¥3/s

zmiemmyoh X,,7,,%, i 7,. Wykorzystujac réwnania /2.16/ znaj~-
dziemy jej pochodng, ktéra ma postaé:

Qy Y
L] 2 2 2 2 2
/2,18/ VvV = -Cic“/x1 + 3,/ = pozz/x2 + y2/ = .-3__3,
Einte 1+ 155s, 2
N = ——2EL p=1+dboa 0,20, oy 0.

9

Tak wigo jesli tylko A2 przyjmuje dostatccznie duZe w=ar-

toSei w wyrazeniu:

72,19/ V= olfxd s 3/ 4 /el s yi/ = AF

& co ma miejsce v pobliZu rezonansu gldéwnego, wtody mony
/2,20/ vV <0,

A zatem krzyve calkowe réwnenl /2.16/ nioc opuszoz:ja przoe
strzeni /2,16/ w mizre upiywu czasu, co pociage 22 sobs istniec=
nie statecznego punktu réunowagi badi statecznego cyklu grani-
cznego w ograniczonym obszarze,

Zbadajmy nastepnie statecznosdé punktdw rdéwnowagi. Niech
w stanie ustalonym przybiorajg one nmastepujgce wartodei: %400
yto,xzo i Yoo Zn dostatecznie male zaburzonia od stanu réino-
wagli przyjmiemy 11, 12, QB i 7&' Mozemy wiec zupisand:

Ry = Xqp * Ny
/2.21/ BA ol ] ol T
I2 = .7:20 + q}'
72 = Yao BN g

Podstzviajac prawe strony réwms=n /2,21/ do réuvmmn /2,16/

i odrzuce jgc vyrazy stopnia wyZszego niz pierwszy wzgledem
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Q1' q2. '13 "']l; otrzymany ;

/2.22/

gdzie:
11

12

3?3
214

-2“11 = oy 2Nz * 2y Na 2y
'2“1 2= ettt e toa g N ta b
=217y = a5y * 23202 * 2333 * 2au N
LR B YPY PR Bh3N3 * SuuNy,

errd+ 2Py 1%0740 * 2&%40¥20 = REFa0Y 0

'%/)2 -wha/ * Pyi/=io * o/ + Pra/Tao * Yo/ -
= 28,/710%20 = Z10%20/"

2P12%20% 10 10710

2Py 27 10%20 * 61/xfo = 7?0/'

SV = wagal = Pyi/350 * Yio/ = Pra/Tho + i/ -
< 2E=/y1oy20 + z10::20/,

Cegd = 2PyyF10710 - & /Fo¥20 = TaoT10/

“2p; 21 0%20 = 51/130 = Vfo/'

=2P12%10%20 = 2&%10%10°

+ 652x

- 261::

10¥ 107
z - + 3 /‘,2 @ 2
F’zz-"c*zo 3&/%50 = Y10/

2 "sz "207 20 :

2 2 2 2 2
NP - wgpf 921/"23 i< -"2"/ * Paz/%i0 * Y10/
~2Poa%i0%z0 = I€2/%50 = V1o
'“9<“f1o 20t 652*10’10'

2 2 2 2
/) i Wo / pf)-u/) 0(\ * -2‘:./ - Pzz/?:,o + y10/1

EJ) = ?ﬁﬂ‘ 2

2Pan*10Y20

Réwnanie charakterystyczne mosnz zapisad v nostepujgce]

postaci:



T

agt A ey, 243 Beyy
221 2t A apg B2y

223/ Y 84p u33+]. any =0
a4 &2 43 ayyt A

Po rozwinigciu otrzymujemy réwnanie czvartego stopnia

o postaci
/2.24/ e AN B W T e S
. 3 2 1 o = ©-

Zgodnie z kryterium Routha-Hurwitza otrzymujemy nastepujn-
ce warunki statecznos$ci:

/2,25a/ Ag > 0, A, > 0, A, > 0, A3> 0,

2 2
/2.25b/ AAA, = AGAT = AT D O,

Z warunkéw tych
/2.26/ A3 = eyt @y +asgre = 2) /o11 + c22/ > 0,

Jjest spelniony zawsze ,

Warunek A0> 0 ma nastepujgecn interpretacjg¢., Traktujeny
Z30'¥10' %20 i Y20 jako fumnkcje czestosci N , a2 nastepnie réz-
niczknjerty wZgledem | prawe strony réuman /2,22/, W uynika
otrzymijemy uklad réwnani:

Dx DY ax 3720 2
11_'5—“112-"57'*“1"5; e L - mhalin i Y + 370
3%4p 9Y40 9%y ap _ 2y
; /a <p R T o il v it o v e A T S
2,27
:‘)1 3}1 DXZO 2 3720 g A 5 D)'
#31 T)J Y8y %Y gy T feeted RiSEae
REST CEET 93,0 ¥z,

+ 2. 3 + By 3

P R ) 2
2,4 V49 975p

Rozwigzzujgc powyzszy uklad wzgledem
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gdzie Dy, /i=1,2,3,4/ sa wyznacznikami otrzymenymi przez za-
stapienie a1i’a2i';ji i By W wyznaczniku Ao przes:

2 2 :
mor 07 '53"-’13' it B T '5'0"10' -CanFagt AWacr =Cug¥a0m AVXgee

‘Ponadto momny

2 2 .
3& a = Gt 1
1 10 10 /
— = = b 4AD) + Y. D O‘/' .
10710 1072
DQ 39 &1AO
2 8
3, JVFog* ¥ 1
2 20 20 - ot
£ L e i f et
2°C

Sted dla warunku A, = O granica statecznosci zbiega si¢ z

punktemi, dla ktérych styczna do krzywych rezomamsowych 2,

i a, W funkcji czestosci wymuszenia ) jest pionowa.

5., Obliczenia numeryczne.

Dla otrzymaniz okresowych rozwigzeh réwnan /2.4/, & w kone
sekvencji i punktdéw réwnowagi réunan /2,14/ albo /2.16/, prove

strony réunch /2,14/ przyrévmomy do zere,
) z 0
-c, da, + €1a1uzsin/jqq - *5/ =
1 2 2 2 s 2
SV - wia/e +pyyed +P2218 + &218,008/3y; - \,/=0
/3.1/ :
ey Ve g =
-eaa¥2y = Qpsing, ~Eeysin/3y, - Y,/ = O
2 Ye 3 2
=7 = Wopla, = Queosy, + Pyms + Pagaie, 4
q
+ 5211‘005/3\‘)1 - qz/ =N05
Jak widzimy w tym przypadku teoretycznie mozliwve sa dwa
typy rozvigzan:
/3.2a/ a, =0 1 =, #0,

1
/3.2p/ a, #0 1 a, £0,

Szczegblowe obliczenia wykonano dla nastepujgeych parame=-
tréw ukladu: P = 2, 1 = 2, u= 0:01, 3" = 1.5, f= 1.582,



= Al

3.1, Rozwigzconie jednoczestodciove = e, IR0 BT =R

W pierwszej kolejnodci rozwazymy rozwigz=nis /3,2-/. Pode
stawiajgc a, = 0 do trzeciego i czwartego réwnenia v /3,.1/
otrzymamy :

-022°a2 - stinwz =0
733/ g 2 5
../) - “’oz/ﬂz - O_zcoavfz + P21a2 = 0,

Réwnanis te sg podobme do tych, ktére wyznaczejs ewplitude
i kagt fasowy w ukledzie o jeduym stopniu swobody, a stad i drgr=-
nia zawierajs tylko skladowg o czestodcl wymuszoni=,

Badajgc stateczno$é tego rozmwigzania/przy a, = 0 a tokze
X0 =Y0 = ¢/, stwvierdzamy, 2ze réwnanie charzkterystyczne

/2.23/ przybiera nastepujgca postaé:

/354/ (9\2 + A‘:i + .ﬂfé))(lz + f‘-(f)l*' A%‘) = 0,

gdzie
(1) =
-A1 = 2)011 = 8y, + 8,4, -
(1) 2 42 1 ,4R 2 o2
Ag =a 48, =~ 800, = 0“) + [5/9 ~Was/ = P“éhao] .
AR _ = 2)
1 5 83 oy = LPPY 2 2
(2) 2 32 2 2
Ay = AgqByy = Bq)p8yq = QEZQ + L) - QJD2J -

2 a2 2 a2
- bpyyn; [9 - Wpy - T,F'zr"af:;l .

Warunki statecznos$ci sg w tym przypadku nastepujace:

/3.5/ £aln, e B0, TS0, TS,

z ktérych A‘P) o, A(f)> 0 4 A‘é’) 0 sa spelnione zawsze.

Tak wige o statecznodci réwnania decyduje tylko A'f)f Jnk Juz
(2)

pokazano weczesniej /p. 2/ punkty graniczne Ay = O pokrywaja
sie z punktami, w ktérych styczna do krzywe] rezonansowej a,
w funkcji czestosdcei ) jest pionowa, Przedzialy czestodci v 5
w ktérych A‘é’( 0 znaleziono numerycznie, Na rys, 31-=2 pokazano
krzyws rezonznsowa o, = a2/>/ oraz zmiang kata fazowego -/,

w funkeji czestodei ) W przypadku kiedy a, = O,
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Rys. 3.1. Krzyve rezonmansowa &, = nz/Q/ w przypadku roz-
wigzania jednoczestosciowego /.'z.1 = 0/,

— stateczna, e niestateczna,

0

<80
=iz ifkes
4 4 = = ] ;
135 = S
s_\\

90" /'
1;5‘.

o] diis ;;——#———'_—_i_—

1.6 1.8 mel 2.2 2,k 2,6 2,8

o
Rys. 3.2, Zmicma kata fazowego Y, = qq/J/ dl. rozwiazania
jednoczestodciovego /n1 =0/,

stateczZna, ————--~ - niestateczna,
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3.2. Rozwigzmonie dvuczestosSciowe - 2, A0 i ay £ 0.

Jak juz pokazano w punkcie 3.1 jednym =z mozliyrych roswig-
zal jeost rozuigzanie jednoczestofciowe /3,2a/. Zzjmiomy sig
obecnie drugim z mozliwych rozwigzan tj. /3.2b/, badZ teld roz-
winzaniem /2,10/ dla a, £0 i 8, # 0, ktdéro jest efecktem
rezonansu wewnetrznego,

W celu wyznaczoniz stanéw ustulonych rozvisZzemy rovnanic
/3.1/. Rozwinzz=nie mozlive nu drodze numerycznej pozirolilo
okros$lié vartodci na 2yrBory, i Y, W stznio usto lonym.

Na rys,3.3a i 3,3b pokazano 2aleznosé amplitud a, i =,
w funkcji czestodei ) w przypadka rofwicZafit: dmcZesto$nio~
WOZ0.

lz jac okres$lone parametry standw uSBaloftych zbadamy ich
statecziosé. Wykerzystamy w tym celu warumki /Z.25-/ i /2,29b/
okreélone przoz kryterium Routha-Hurwitza. W warudku 72.25a/
AB > 0 jest spelnione zawsze zgodnie z /2.26/. Interpratacis
geoﬁ%rycznq warunku AC = 0 - jest styczne pionmow: do krz;/ych
rezonansowych oy i a, w funkeji czestoéei ) . Pozostule
warunki sprawdzono na drodze obliczeri numorycznych, na podst=-

wie ktérych stwierdzono, ze w przedziainch:

A=-C i+ B-F -4, <0,
/3.6/ B~ ~A <0 4 K, <8

o - (oF i LR (&
B D AC < 0, Af < ol \2 < 0O

warunki statecznodci nie sa speinione. Yarunck /2,25b/ v omo-
wisnym przykicdzie spelniony jest w ecalym zakresic czestodcl 3,
v ktérvm istnieje rozwigzanie dwuczestosciows,

W pozostalych przedzizlach istniejg stateczne rozvinzenis
dwuczestosdciowe, I tak w przedzicle A = B, v zukresie czento=
$ci Q = 1.99 = 2,75 istniejs 5z5tcczne rozviazonie dwuczgzto—
$ciove, i pomimo Ze czestodé wyrmuszeniz jest v poblizu wysszej

.czgstoéci wlasnej v odpovied% jest "wciagonu" pierwsza postné,
ktbéra jest dominujaca i osigga amplitude muwet dzicwigciokrot-

nie wigkszg od aunplitudy = Jej maksynnlnn wartosdé jest 202

2
podczas gdy 2, osiaga &£3.75 /dla rozvinzaniz Jednoczestodcio-

wego a, .. = 11/,
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/a/ 32

28

24
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I

12

_a

o ‘ | ] |
1.8 2.0 2.2 2.4 2,6 2.8 Q 3.0
statecrna -—-——--- niestatecznn

Rys. 3.7. Krzywe rozoncnsowe : a/f 8, = -41/')/v b/ 5= 2/)/

pre:prdku rozviazsnis dwuczestosdciowego.
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W przedzizle C - D i zukresie cmestodei ) = 2,02 - 2,08
istniejc takZe stateczne rozwigzanie dwuczestoscioweo, W odrdz=-
nieniu od poprzedniego roplitudy a, i a, saw tym przyp:d-
ku porémywvulne., Vielko$é amplitudy a2, W cnlym zakrosie
czestodci, w ktérvm wystepuje, nie uleg: wiekszym zmianom

i przyjmje wartoéé =~ 7, podczus gdy Bomin = 0.8 = aEmLx=11'75'
0 tym ktére z tych rozwigzan otrzymamy decyduja ogdlnis pojete
werunki poczgtkowe i zwigzony z tym problem obszzrdw przyvcig=
gania. : '

L, Uuagil kencowve.

W niniejszej pracy amslizoweno odpowiedZ nieliniowego
uk2adu drgajacego o dwdch stopniach swobedy, w przypadku istnio=-
A S)

niz rezonansu wewnetrznogo 4 gdy czestodé wymuszenin

jest w poblizu wyzszego rezonaisu glownego, Analize przepro -
dzono wykorzystujgc jedna z ogdélnie znanych metod brndonia nice
linkbwych ukleddéw drgajacych = tj. motode udrednioniz,

Stwierdzono mozliwos$é wystapieniz duwdch typdu rozwigzsii:
a/ jednoczestodciowe o czesto$ci wymuszenia ), b/ dwuczestob-
ciowe o czestosdciach /3 i 0 A

Pierwszy typ rozwigmanic jest dobrze znany i jest taki
jek w ukladzis bez rezonansu wewnetrznego,

Efektem rezonznsu wvewnetrznego jest rozviczonie diruczesto=-
4ciove, jakoSciowo i iloSciovo odmienne od poprzodniego.

Zaleznie od werunkdéw poczatkowych mosemy uzyskaé dun tvpy
rogwigzen dwuczestosdciowych, Pierwszy z nich reprezentow.ny
jest przez odcinek C - D na rys.2.3, o wielkos$é amplitudy
2, jest zbliZonz do tej kiedy 2, = O, W drugim przyp-dku,
berdziej interesujacym, dominujsca u rozvigzuniu jest piervsz
postaé z amplituds a, navet dziewvieclolrotnieo wigekszg niz
amplituda a, fodcinek A -~ B npa rys.3.3/.

Y pracy tej przeprovadzono tyiko nnalige teorstyczna wyko-
rzystujnc metode usSrodniania, w ktérej jak wicdomo zaklzdamy
czestosdcl i postnci wiasne stale i takiec jak dla ulkladu linio-

wego.



Metod:r usrednirnie chocimz pozuclu nu budanie standw use
tzlonych jak 1 mieustzlonych mote jednok dawad povezne rozbise
ZnosSci z vynikomi ckspervments lmymi badz uzwskanvoni nz mn szvnie
analogorel, - giovnye povoiem tvch rozbieznos$ci jest przy jecic
postaci drgon: uklndu nieliniowego takich jak dla ukladu linio-
1"e50.

Diztego te: celowym wydaje sie przeprowadzié anslize bada-
nego ukludu wykorzvstujac metode Ritze - jedli badamy tylko
stapy ustzlone, bodz kombinowzanz metode Ritze-usdredniznie = pada-
jeces sie do bodopis standw ustalonych i nieustzlonych, Mastep-
nie przeprowadzid¢ cnalize uklsdu nz meszynie analogowej /mode-
lujac réwnzpia /2.4/ badZ /2,6//, poréwnaé wyniki osiagniete
trzems metodami i okre$lié przvdatnosé poszezegdlnveh met od
przy badonin nieliniowych ukiedéw drgajacoyeh w przypadku wyse
tepoveniz rezonznsu wewnetrznego.

Zesygnalizovane zagadnienie zostanie zbadene w czesdci II
nracw,

Obliczenia pumeryczne i ich wvniki przedstawione w tej

pracy w'konano przy pomocy maszyny cy¥frowej SMeh,
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