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Elektromagnetyoznych
IPPT PAN

FUNKCJA GRRENA DLA DIELEKTRYCZNEGO FALOWODU WYPELNIOFREGOQ
0SRODKIEM DYSPERSYJNYM

1, Streszczenie

Pole elektromagnetyoczne pochodzgce od liniowego pradu o do-
wolnej saleznosci czasowej jest rozpatrzone dla modelu falowo-
du plaskiego utworzonego % trzech warstw jednorodnych i izotro-
powych odérodkéw dyspersyjnych, przy czym dla warstw zewng trznych,
w poblizu warstwy drodkowej, zaklada si¢ brak pola odbitego od
granic struktury, Jako przypadek szozegélny mozliwe jest zastag-
pienie zewngtrznych warstw przez powierzchnie admitancyjne, badé
przez idealne przewodniki.

Dla opisanego modelu wprowadzono wektorowe funkcje Greena,

a nastepnie, w oparciu o teorie wektordw Hertza, skalarng fun-
kcj¢ Greena. Posltugujge si¢ transformacjami Fouriera, zagadnie-
nie poszukiwania skalarnej funkoji Greena sprowadzono do zagad-
nienia poszukiwania rozwigzania jednowymiarowego réwnania Helm-
holtza, dla ktérego sformulowano warunki graniczne,speinisne
przez cze¢deiowg transformate Fouriera skalarnej funkcji Greena
w punktach stycznodci warstw. Réwnanie to rozwigzano w oparciu
o metode podang przez Felsena 1 Marcuvitza w [2] i zastosowang
w. pracy [5], otrzymujac éciste wyrazenie na skalarng funkecjg
Greena w postacil pedwdjmej calki ozasowo-przestrzennej. Pokaza-
no mozliwodci dalszego wykorzystania otrzymanego wyrazenia cai-
kowego prowadzace do rozwazal nad modami przestrzenno-czasowymi
i czasowo-przestrzennymi, oraz mozliwodé zastosowania oplsanego
postepowania dla innych, niZ prad liniowy, pobudzenl rozwazanego
falowodu.
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2, Wstep

0d kilku dziesigcloleci trwaja juz badania nad réznymi,
szczegblowo okreslanymi modelami struktur, na przykiadzie kté-
ryeh badane jest zjawisko rozchodzenia sie fal radiowych w atmo-
sferze Ziemi na bardzo duze odleglosci. Pierwszy etap tych ba-
dai zakoiczy! sig wkrdétce pd opublikowaniu przez A. Sommerfelda
fundamentalnej w tym temacie pracy [7]. Stwierdzono, 2%2e w opar-
ciu o model dwuwarstwowy — stratna powierzehnia Ziemi i atmosfe-
ra - nie mozna wyjasénié dodwiadczalnie cobserwowanych zjawisk.
W drugim etapie badain oparto sig na modelu tréjwarstwowym, za-
kladajacym istnienie pewnej powierzchni odbijajace) w gérnych
warstwach atmosfery. Jako model matematyczny przyjmowanc na
prazykiad falowéd ptaski o sciankach impedancyjnych, to jest po-
wierzchniach, na ktérych propagujace sig w srodkowej warstwie
pole elektromagnetyczne speinia tak zwane warunki Leontowicza.
Tego typu podejécie mozemy znaleié w pracy [8]. Jakkolwiek w
oparciu o ter model mozna wyjasnié¢ jakodéciowo samo zjawisko roz-
chodzenia sie fal na bardzo duze odleglosci, sam model nie jest
zgodny z dzisiejszym stanem wiedzy o budowie atmosfery Ziems-
kiej 1 budzi powazne watpliwosci. Znacznie bardzie} przekonujg-
ce, sa rozwazenia nad modelem zakladajacym istnienie w atmosfe-
rze dwu warstw dielektrycznych o réznych stalych materialowych
€ ,u , b , xtére mozemy znaleié w pracy [6]. Wspomniane pra-
ce nie biorg jednak pod uwage jednego waznego faktu, a mianowi-
cie tego, Ze gérne warstwy atmosfery ziemskiej sa silnie zjoni=-
zowane, skad otrzymaly nazwg jomosfery i w rzecsywistosci mamy
tu do ezynienia z odrodkiem zwanym plazmg a nie z klasycznyml
warstwami dielektrykdéw. Opis propagacji w plaimie jonosferycz-
nej mozemy znaleZ¢ na przyklad w [4] , gdzie autor opisuje wlad-
ciwoéci poszczegdlnych jonosferycznych warstw i poréwnuje teo-
retyczne opisy plazmy z danymi dodwiadczalnymil,
Jedna z najbardziej charakterystycznych wlascawoéei oérodka
okreslanego jako plazma jest silna dyapersj"‘fhyli gmiennosé
parametréw odrodka w zaleznosci od propagowane)j czg¢stotliwosci
fal radiowych. Powoduje to niemoznoéé badania rozchodzenia sig
w jonosferze zaburzern, o innej nii harmonioczna, zaleZnoSci cza-
sowej, bez uwzglednienia wspomnianej dyspersji odrodka, a jak
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wiadomo,w praktyce mamy do csymienia z falami, ktére migly nie
85 éciéle harmoniczne z powodu stosowania l_:odulacjl.

Celem tej pracy,jest zmalezienie opisu pola elektrumzgne-
tycznego w strukturze tréjwarstwowej N takiej formie by zja-
wisko dyspersji bylo automatycznie i w sposdéb Scisty wimdowane
w ten opis. Dopierc na nastepnym etapie badai przewidwje sie
robienie pewnych uproszezed modelu w saleznoécl od celdw jakim
maja one stuzyd.

Metoda znalezienia takiego opisu oparta zostala na metadach i
pomysiach zawartych w (1], [2], [3] i [5], eraz na wlasmyoch
przemysleniach autera, Jej zalets jest duza ogdlmosc, jak réw-
niez mozliwesé stosowania jej do dowolnych pobudzen, & mie tyl-
ko do liniowego pradu, rozwazomnego w niniejszej pracy.

W dalszym etapie, przewiduje si¢ przeprowadzenie szczegdélowych
analiz propagacji w opisanej strukturze, szczegdélnie w eparciu
o metode hybrydowa zawarta w.pracy [5].

3. Okredélenie funkecji Greena.

3.1, Postawienie zagadnienia

Problem, ktdéry doprowadzi nas do zagadnienia poszukiwania
funkcji Greena formuluje si¢ nastepujaco: Pomiedzy dwiema réw-
nolegiymi plaszczyznami znajduje sig¢ dyspersyjny, jednoredny 1
izotropowy oérodek opisany statymi u, , E(T) rys.1.

RN
yp(x.z,t) o, E(T) I
e

7

P

X

Rys. 1
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0$rodki nad plaszezyzng x = & i pod plaszczyzng x = 0 s§ badz
tego samego typu co dyspersyjny osrodek wypeiniajacy falowdd
ale o innych stalych materialowych, badZi sa sbudowane w ten
sposéb /stratny metal, metal z napylona warstwa dielektryka/,
%Ze na ptaszczyznach x = & 1 X = 0 mozna dla harmonicznych pél
elektromagnetycznych zastosowal warunki Leonteowicza, por,[1]

w ktdrych impedancje powierzchniowe beda niesalezne od zmien-
nych przestrzennych. Poszukujemy pola elektromagnetyocznego w
falowodzie, ktdére wzbudzane jest przez prad zewnetirszny Jl:ydhzij
skierowany wzdluz osi ?. rys.1

Problem poszukiwania takiego pola jest problemem przestrzennie
ptaskim i sprowadza sie¢ do poszukiwania dwéch wektorowych fun=
keji Greena, por, [2];

Q +0o s

(1 Dixzt) = /f[ GfxxzZLt ) j(xZt) dxdzdf

0 -0 =~

(2) Hixz ]/_GB_(x,x:z,z‘,t,t')-j(x:z',t')dx'dz'dt'

gdzie funkcja GD Jjest tozsama z wektorem indukoji elektrycz-
nej D zas GJ—_ z polem H w opisanym falowodzie przy pobu-
dzeniu pradem Js = yod (x-X)dlz-2) St -1).

0 warstwach zewn¢trznych zaklada sig, 2e sg albo péiprzestrze-
niami, albo 2e ich stratnosé jest na tyle duza, i2 w poblize
piaszezyzn x = 0 i x = a nie dochodzi zadne pole pochodzace =
odbié od zewngtrznych granic tych warstw.



- T =

3.2, Wektorowe funkcje Greena

Wektorowe funkcje Greena G, i1 (G, bedg speiniaty w
oérodku wypeiniajgcym falowéd te same réwnania Maxwella co im-
dukcja D 1 pole magnetyczne H przy pobudzaniu pradem

: ﬁ:l’ J(,;_x’)cf(pz’)cf(t-f') )

gdzie (7 nle zalezy od
zmiennych przestraennych

(3]

qg 44949
x

Podobnie jak w ksigzce [3] moZemy sprowadzié zagadnienie poszu-
kiwania wektordw QD. i QH_ do zagadnienia poszukiwania jedne-
go tylko wekiora, z tym, Ze dla innej pary pél niZz w [3] , i
dla dowolnej zaleznodci czasowej. Z trzeciego réwnania (3) wy-
nika, %e istnieje wektor [l, , taki, ze;

.

Gy=v T

zas§ ¥ drugiego réwnania (3) wynika, Ze istnieje taka fnnkcja"f’,
ie ;
’

Gzperll-vf

Z plerwszego réwnania (3) otrzymujemy, oatkujgc je po czasie;

. t
vxv*Ifg_+,Je~EfV'P= [J_ad'r 2Ae

gdzie & - staly wektor catkowania, Wprowadimy teraz nowg fun-
koje wektorowsg;
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i wybierzmy Y % ten sposéb, aby;

FY-uexPePro-T,

Wektor H: spetniaé bedzie teraz réwnanie;

t
(0 OT-uexll=-[Jsde -A
zas funkcje Greena EéP t Oy wyraza si¢ wzorami;

(5) §=V(V°ﬂ)‘ﬂe"ﬂ'=V*V'H“]iadt “As

(6) Gpw =1l

3,3, Okredlenie skalarnej funkcji Greena

Dowolne rozwiazanie réwnania falowego (4) sklada sig¢ % ros=-
wiazania réwnania jednorodnege Zwanego rozwiazaniem ogélmym orez
z rozwigzania szczegélnego, réwnania o prawej stronie réwnej
funkcji pobudzenia. Czeéé rozwigzania szczegdélnego odpowiadajg-
ca stalemu wektorowi catkowania A, bedzie funkcja niezaleZng
od czasu 1 z uwagl na wzér (6) nie wniesie Zzadnego wkladu deo
pola magnetycznego. Wkiad, ktéry égy wniesie do pola indukcji
elektryeznej, wzér (5), bedzie takze niezalezny od czasu.
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Tak wigec wektor _A_\g Jest odpowledzialny tylko za pole elektro-
statyozne i moZzemy wybraé go dowolnie. DIa wygedy dalszych obli-
ezeri przyjmiemy _A&=[O,*%,O] d(x-x) dlz-z') a stad;

fi‘ldt -Aq = 4o 8lx-x) d(z-Z)[Ult-4)- e Yo 7 J(x-x')d{z-z')sgn(t -t)
-;zier U - funkeja Heavisidea

W odrodku jednorodnym, pole generowane pradem J_d , Spelniajgce
warunki wypromieniowania dla ¢~ = , gdzie ¢= Vxf+z?

oraz niezaletne od wspélrzednej 'y  bedzie miato postaé [D, “_'f_]=
=[{O.Dy;o),(HXIOJHZ)J ’ ,por.[al. Poniewa2 rozpairywany falowdd
jest ograniczony piaszezyznamli x = 0 1 x = a,zae’ wszystkie tray
oérodki sg jednorodne, kaide,otrzymane dla tej struktury warun-
ki graniczne beda jednorodne wzdiuz osi 'y 1 pole wewnairs
jak i na zewnatrz falowodu bedzie miato opisang postaé, Pole
takie moze by¢ generowane przez sktadowa Trsz wektora T_T
Funkoje U‘\IX.X',Z,Z',{,{') przyjmiemy jako skalarng funkecje
Greena rozwazanego zagadnienia, Spelnia ona réwnanie;

(7) va-/ue*i'r=-J(x—x')d(z»z')% sgn(t-t)

5 .5

gdzie: O = Fv
Wektorowe funkcje Greena Gp 1 G, wyrazajs si¢ wgorami;

(sa) (GD)y =~ pEnV == %Nv-3 d(x-x)d(z-2) sqn(t-t)

(Sb) (Go )x =(Go)z =0

3dz3e: CJ’D = [(G'D)x ) (GD)J’ (G'D)z]
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(8¢) Gu =vx(0v,0)

Warunki graniczne speinione przez V dlax =01x=a omé-
wione beda w dalszej czeded,

4. Warunki granioczne na plaszczyznach rozdszialu

4,1, Posta¢ pola w jednorodnvm, nieograniczonve osrodku

Dokonajmy transformacji Fouriera F) réwnania (7) peo
gmiennych z, t;

I 1~ e d AL citw i
(9) (5 3 wpiwv= (x-x)-&-€" e

i wprowadimy funkcje V(x,x:u,a) taks, ze;
(10) VRl ot e gy

Funkcja \/ speinia teras réwnanie;
(11) (£+h!(u,3))v=5(x-x') : h‘(m,3)=ﬂu’€(w)—3‘

W osdrodku jednorodnym wzgle¢dem x, rdéwnanie to posiada rozwig-
zanle dane wzorem;

e th(w, 3)lx-x
(12) Vix.x e, 5 J ez h(w,3)
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co mozna sprawdzié przez bezpodrednie podstawienie do (11).
Skalarna funkcja Greena takiego szagadnienia wyrazi sig;

th(wgbe-x p i(z-z')a_ci(t -t

2 wh(w.3)

(13) V(x,sz.z',f,t')=-c-§ﬁ,// e S

-0 ~00

Tak wi¢ec w nieograniczonym osrodku dyspersyjnym, opisanym przez
zwigzek Q=€*_E_ pole elektromagnetyczne pochodzgce od pobu-
dzenia pradem £=19_6(X‘X')J(Z‘z')J(t‘i‘) jest sumg po w

b ’a fal pYaskich postaci;

A(xz *.’5'(‘,) ei(?xvaz) eiw{

spelniajgcych swigzek dyspersyjny

gdste: K= uw'e(w)

(14) ge + 3' =k

zad ¢ Jest fumkcja smiennych 3 1 o , okreslong przez (14),
Ze wzoréw (Ba + 8c¢) wynika, Ze sa to fale typu TE, gdzie plasz-
czyzng padania kazdej 3 tyech fal jest plaszozyzna XZ, rys.i.

4.2. Dyspersja w plazmie jonosferycznej

Zastanéwmy sie teraz nad postacia transfermaty funkeji €(7),
oznaczonej przez ¢(w) . Dla malej koncentracji N elektrondw
w zimnej plazmie mozna stosowaé wzdér nie uwzglecniajacy zderzen,
por. [4];

2 e -
~ [~
(15) B =€ 5T e (1-2)
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I tak w przestrzeni miedzygwiezdnej wp waha si¢ w granicach
wp€ 2T-(10"Hz +40“Hz) , W jonosferze ziemskiej o €2ll"
‘(0,3 MHz 4 20 MHz). Uwzglednienie zderzeh elektronéw z drobina-
mi, jonami i samymi elektronami prowadzi do zaleZnosci;

(16) Ew=e(l- o2y )= &[1-(1+2): ww:]

gdzie, J - efektywna liczba zderzei.

W tym przypadku uwzgle¢dniona jest stratnosé odérodka spowodowa-

na gderzeniami, co wprowadza do E(wi eczeéé urojong.

W jonosferze ziemskiej, w warstwie F, VY waha si¢ w granicach
v € 2T (200 Hz + 2 kHz), w warstwie E = » € 2l (2 kHz +

20 kHz) zaé w warstwie D 2 €27 (2 MHz + 20 MHz). Z poda-

nych liczb widoczny jest zakres stosowalnosci wzoru (15), ktéry

dla plazmy w najniiszej warstwie D, jonosfery ziemskiej nalezy

zastgpi¢ doktadniejszym wzorem (16). Dla » = 0 wzér (16) prze-

chodzi we wzér (15),

Réwniez wzdér (16) przestaje byé siuszny dla WKLY + Wtedy

nalezaloby go zastapié¢ wzorem:

(16a)  E(w)=¢e.[1-(K, (&) + K6(u)) ]

gdzie: Ks f Kg - funkcje rzeczywiste ilorazu Wy ,Zwane
miarg odst¢pstwa od teorii elementarnej.

Dla Yy oo mamy K.=Ke¢=1 , & wiec obowiazuje
wzdér (18), Dla “L =4 mamy K = Kg=1 , ale tutaj
moga pojawiaé si¢ pewne réznice pomiedzy wzorami (16) 1 (16a),
Dla %, -0 > Ke =~ 1,5; Ke —= 1,13 przy uwzgled-

nieniu zderzen swobodnych elektrondéw tylko z drobinami, por.

[4].
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4.3. Padanie niejednorodnej fali plaskiej TE na plaszozyzng

rozdziatu dwdéch osrodkdéw dyspersyinych

Zalézmy teraz, Ze rogwazany odrodek jest tréjwymiarows
przestrzenia rozdzielona ptaszczyzng X = a na dwie péiprze-
strzenie. W gérnej pélprzestrzeni oérodek opisany jest stalymi
M2 (W) saé w dolnej 4, E.(w) . Z dolnego odrodka
pada na plaszczyzn¢ rozdzialu niejednorodna fala plaska 0
polaryzacji typu TE;

=gyl ist . ploplp

@)
H; . e'i-(fx"y)

] -if ex+32) (ot 1
M ) HZ=+,£_<-3 gEFTSES L Hsp

)

gdzie ? 1 3 dowolne liczby zespolone speiniajgce zwigzek
dyspersyjny;

(14a) $3*3=k4 ;o ket y E )

W literaturze, fale opisanego typu nazywane sg oczesto uogélnio-
mymi falami ptaskimi.

Podobnie jak dla jednorodnych fal paskich, por.[1], fala po-
staol [11] ulega na ptaszczyinie rozdzialu czedciowemu odbiciu;

Ef-RetUET B et praplep

(18)

R_ =3 ~if-ex+32) jwt . R _- -ifex+3z) it R>
Hx_,u.w Rl e | Hz-;?;, HESeie e R0

a czedciowo przechodzi w postaci fali transmitowanej do gérnej
péiprzestrzeni;
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(19) E; =T'e-L(7T'h3=)€Wt , E;: E;=O

2

Hy=2X Teiltrxealeiert | H =0 761635t 1) -0

gdzie: gﬁ + 3‘ = ki = U'}-l, T, (w)

Z ciggtosci sktadowych styczanych pela E i H na ptaszozyinie
rozdzialu, otrzymujemy, podobnie jak dla jednorednej fali plas-
kiej ;

(20) R=E-t§r cife o MaCAP MUY diakcos
J‘“?+ /U"f'r J":C"S‘Pv,u,v

= _Z_L-ﬁ‘_l_* —ia( i )= —M 5 ~cak, {eog 'P"\f')
(21) T.wgune Fple AT

gdzie: ‘P jest zespolonym katem padania okredlonym przez;

(22) sing =

=iw

; ’U':‘ncoseﬂ/rm N2l
4

© - jest sespolonym katem satamania; gin0 2 3/k2
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¥ przypadku uogdélnionyech fal plaskich zawsze istnieje taki ze-
spolony kst padania lp , 2e jedli tylko kf# k: , nastepuje
odbicie, gdsie |R| = 1. Nleoh u, =u, 1 Kk!-K#0 . Dla fali
padajacej, okreélonej przes

(23) $=\ /%.1!1. , 3,\/kf_‘2k:_ , fhaz,kf Im;,g,%go

[3 2 S
ot rzymamy ﬁ:‘/—klz—k‘ y, 8tad; ?ng'eti: #‘E_f‘r]ﬂ?*'f""
Czynnik fazowo-tiumieniowy e&af nie byt brany pod uwage,
gdyz wybdér statej a jest tutaj dowelny i moZemy plaszozyszng
rozdsialu wybraé¢ dla x = a = 0.
Roswazonego przypadku nie mozna nazywaé calkowitym odbiciem, co
ozasaml robione jest w literaturze, gdyz o ile tylko f#O ,
to znaczy fala nie rozchodzi sie réwnolegle do ptaszczyzny roz-
dgialu, T # 0 1 w gérnej péiprzestrzeni istnieje pole elektro-
magnetyczne w postaci pewnej uogdélnionej fali ptaskiej.
W prsypadku kiedy ./° # u; ,mozna znaleié taki zespolony kat
padania ¢ dla ktérego R = 0 i T = 1, Bedzie to mialo miejsce
dla fali;

G- e3.geRe3630

(ﬁ)x"’ : ?,3,?TEC=?Im;,3,?rg0

(% (w-k2) : )
Cihet it

Ma
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W przypadku kiedy we wzorze (24) wybierzemy przeciwny znak

pierwiastka okreslajgcego , inaczej méwigc zamiast kata P
okreélonego przez (24) wybierzemy kat - \p , bedziemy mieli
przypadek kiedy /L‘4%=_}Jg$ i wtedy R=eo oraz | =32,

Jest to przypadek kiedy wzdluz powierzcnni rozdzialu propaguje
si¢ fala powierzchniowa.

Na koniec nalezaloby rozwazy¢ przypadek zer i biegundw wspdi-
czynnika zaltamania n, Moze mieé to miejsce tylko w przypadku
zastosowania przyblizonego wzoru (15) dla E?u) . W przypad-
ku stosowania wzoréw dokladniejszych (16) lub (16a) gzerowaé
moze sie tylko rzeoczywista czesé Elw) , ¢o powoduje, 2e dla
@ , dla ktérych n ma zero lub biegun w eparciu o wzdér (1i5),
w rzeczywistoscl n bedzie skoriczong liczbg zespolong o module
posiadajgcym wzgl¢dne minimum lub maksimum w tym punkecie.
Zar6zmy jednak, Ze stosujemy wzér:

T()=e(1-3) , i=1,2.
Dia o = w mamy Ky(wp) =0 |, n(wg)=0 i wtedy;

_ Aacos P-iusin -2iak.cos P | L 21U, cos -iak,(casp-iaimp)
(26) = My cos P+ Ly sin € ) T_JJQCO,\P'ti}J"iﬂ?e

W tym przypadku dla ¢# 3 zaréwno R # 0 jak i T # O.
Dla @ = @p ; k(wp)=0 , n(wy)=z i wtedy;

(21) R==q®%**? . 719

Jest to przypadek, zwany duktem jonosferycznym, dla ktdérego
pole propaguje sie tylko w tej czgdci przestrzeni w ktdrej

Kk (w)=0 y nie wychedzac na zewngtrz.

Jest to jedyny przypadek dla ktérego uzyskaliémy zerowanie
#spélczynnika T, to znaozy brak pola w gérnej pélprzestrzeni.

http://rcin.org.pl



— G
Przypadek ten nie wystgpi, kiedy zastosujemy wzory (16) 1lub
(16a) opisujace plazm¢ dla dowolnych wartoseci w , op i
Dla v<Kwp zjawisko duktu wystgpl przy stosowaniu wzoréw
(16) lub (i6a) w postaci silnego minimum modulu wspélczynnika
transmisji T.

4.4, Warunki graniczne spelniane przez czesclowg transformate

Fouriera skalarnej funkcji Greena

Jak wynika 2z analizy przeprowvadzonej w poprzednim podpun-
kcie, poza przypadkiem (27), kiedy w dolnej péiprzestrzeni ze-
ruje sie F(w) , ktéry wystepuje tylko przy stosowaniu
wzoru przyblizonego (15), w gdérnej Pélprzestrzénl, X > a, za-
wsze istnieje pewne pole elektromagnetyczne, o ile z dolnej
pada na plaszczyzng¢ rozdzialu niejednorodna fala plaska, Pole
to jest niejednorodna fals plasks postaci;

Ex=0, E =T f(xzt), E1=0
(28)

Hi=z2s Tfxzt) , Hy=0, Hi=iom T-fixz4)

gdzie; f(xzt)= gt

Pole to speinia na ptaszozyZnie rozdziatu, x = a, warunki im-
pedaneyjne

T

(20) nxE=-2,E}=-2 ZoH;=Zin xn=H" ; n=[10.0]

Impedancja Z , okredlona przez (29), jest funkcjg 3 1 wynosi;

7 e _}i 4 - } Az i ]
(30) TZ“3’_V’€M\/F%“——"V’€.M-3L—, ; ImZa>0

() g
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Z cigglodei sktadowych styéznyoh pola na plaszczyinie rozdzia-
tu otrzymujemy, %e catkowite pole E=E'-E" H=H'+HR
w dolnej péiprzestrzenl speinia na plaszezyinie x = a, warunki;

!

(31) n=E= Zpn*n*H dla x = a.

Powréémy teraz do rozwasai podpunktu 4,1, gdzie pokazalifmy,

%28 w nieograniczonym osrodku dyspersyjnym, opisanym przez zwig-
zek _Q=EME pole elektromagnetyczne pochodzgce od pradu J;
jest nieskoiiczong sumg po w 1 3 niejednorodnych fal plas—_
kich. Korzystajgc =z zaleznosci (8) otrzymamy dla interesuja-
cych nas sktadowych, wektorowych fumkecji Greena;

(Go)y =(‘~Lmt [[ﬁ(u’)ﬂ.’w'-tgr(w,g,x,-t',x'z’) e'd* ei”*d.adu
“(32)

Umieéémy teraz powyzej plaszozyzny X = a oSrodek dyspersyjny
scharakteryzowany przez u, , D=& *E . Kazda z fal sum
(32) docierajac do ptaszezyzny X = a ulegnie odbiciu i zatama-
niu, zgodnie z rozwazaniami podpunktu 4.3, bedzie wigc dla
ustalonego 3 1 « spelniala warunek impedancyjny (31) na tej
ptaszozyinie, Stad, dla transformaty po z i t skalarnej fun-
kejli Greena v , otrzymamy dla x = a warunek, dla a > x;

~

ORI A7 ~ :
(3) 5o =luce Llw3)F ;. x=a>g
gdzie admitancja X = ‘/z:, wyrazi si¢ wzorem;
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/ b ) 3 ’
(34) X(w.3)= 'E/“f:i \/4-;;;»;@‘,‘ ; ImY% £0

Zatézmy, %e punkt x’' > O 1 umiedémy ponizej plaszczyzny x = 0
Jeszcze jeden osrodek dyspersyjny scharakteryzowany przez s ,
a*e*E .

Przeprowadzajgc analogioczne rozwazania nad odbiciem i transmi-
silgx *3'z)e'u.:t

s8jg fali postaci e otrzymamy;

!

(2908) n*E=z Ey=-2ZH,=+Z n*n*H da n=-[100]

a stgd warunek dla funkecji ¥ na plaszezyinie x = 0 £ x;'

d

(33a) T L/u‘w X’(QB)?—; s x=0 ,x'>0

¢ A ’
gdzie admitancja yo = /Z. wyrazl si¢ wzorem;

2 i
(34a) ){{w,g)ﬂ[i‘;—“’) \/ff—grg(—;,; ; Im¥%<0

Na keniec nalezy zauwazyé, %e slusznosé warunkéw (33) 1 (33a)
Jest uwarunkowana przyj¢tym w 3.1. zaloZeniem, 2e calkowite po-
le na plaszozyznach x = 0,a jest sumg tylko trzech pél;padajq-
cego, odbitego i tranemitowanege. Znaczy to, 2e albo odrodki

2 i 3 s3 nieograniczone w kierunku x lub -x, albo jesli sg to
warstwy o skoniczonej grubosci, to tilumienie ich jest na tyle
gsilne, Ze do plaszezyzn x = 0,a nie dociera praktyoznie zadna
inna fala /na przyklad odbita od granic tych warstw/. Dla przy-
padku kiedy oérodek 2 lub 3 jest metalem, np: ’5‘;(00):%_,—6

wzér (34a) mozna uprodeié, por, [1], otrzymujac tzw. warunki
Leontowicza;

http://rcin.org.pl



Klog o 1=t !\/;ﬁj—.; = Vo)

ze wzgledu na bardzo duze wartosci jakie przyjmuje 5 . Nalezy
tutaj pamietaé, ze zardéwno warunki Leontowioza dla metali, jak
i inne warunki impedancyjne, wyprowadzane na przyktad dla
gtruktur metal-cienka warstwa dielektryka, a nie zalezace od
kata padania fali, sa w odréznieniu od warunkéw (33) 1 (33a),
dla ktérych admitancje okreslone sg przez (34) i (34a), warun-
kaml przyblizZonymi,

5. _3kalarpa funkcja Greena

5.1. Calkowa postac¢ skalarnej funkecji Greena

Powr6éémy do plaskiego falowodu, pokazanego na rys.i.

W punkcie 3 wprowadzona zostata skalarna funkcja Greena v
spetniajaca réwnanie (7) i generujaca za pomoca wzoréw (8) po-
szukiwane wektorowe funkcje Greena rozwaZanego falowodu.

W punkeciz 4 wyprowadzone zostaly warunki brzegowe (33) jakie
transformata Fouriera F’ |, po wspéirzednych t 1 z funkeji v
speinia na ptaszozyznach x = 0,a. Korzystajgc z oznaczeli wpro-
wadzonych w 4.1 sprowadzilidmy zagadnienie do nastepujacego;
poszukujemy funkecji V(u,a,x;xﬂ spetniajgcej réwnanie;

C 2 )V ey J . 2 - P
(11a) 2.2 thiw3)/V= (x-x') hi(w.3)=u, " € (w)- 3
i spetniajacej na brzegu falowodu warunki admitancyjne;

(33b) %'—'*i/u,m-Z'(«.),S)V=+ik,(u)'¥,(w,3)v dla x=0

=-L}4.vm~5[,'(m,3)\/=‘Lk,{m)’\/{1(u,3)\/ dla x=a
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gdzie funkecje /e % zwigzane 83 e soba zaleznoscig (10),
zas admitancje . i X 88 powlerzchniowymi admitancjami

unormowanymi do admitancji falowej oérodka wypelniajgocego falo-
wéd .

—=

(35) ;4 =Y£‘= gﬁ(:,\l%;,@ '\/4“ ;;‘g?«.,ﬁt ; ImY, <0

. _ﬂ"é’.( "
(35“) Z —_Q‘L_Jz(u) /u:} w }&Z"(w)a; ) !m X éo

Rozwigzanie réwnania (11«) przy warunkach - (33b) dane jest na-
stepujacym wzorem, por.[2] 1 [5];

= -§(x<,3,w)-§"{x»3,m)
o) V=" NE,7)

gdzie wprowadzono nastepujgce oznaczenlia;

- wpthlE o ol po GFTOE o B
(36a) g(x.pw)=e P+ Rethe b= P 525
(3en)  Flx.p,w)= €™+ RNt Im ¢ <0

(ase) Rﬁ% . R,= Dy g2ikak

g
5<

Mianownik (36) jest wronskianem  funkeji ot 7
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(36a) (‘,§)=('§d, -5E) =2i'k.f(Ro'Rq"’f)

za§ Xy 1 X, oznaczajg mniejszg lub wigkszg ze wsp6irzed-
nych x 1 x’. ’
Wprowadzajac oznaczenia (36) musielismy dopusdcié dzielenie
przez K(w) robigc milczace zalozenie, 2e K(w)#0,
co nie jest speinione dla wszystkich w=#0 Jesli uzyjemy
wzoru (15). Postaé funkcji V , koresponduje jednak dzigkl te-~
mu z rozwigzaniem podanym w pracy [5].
Rozwigzanie (36) jest uogdélnieniem rozwigzania (12), na prze-
dziale [0,a] . Sprawdzamy to ktadac K (w)=ky(w)=k,(w),

M= fdy =y - osrodek jednorodny. Wtedy;

=Y%=\1- Hew =t = R.=R.=0

i funkcja V okreélona przez (36) staje si¢ ldentyczna z roz-
wigzaniem okreélonym przez (12).

Stosujgc zaleznosci (10), (38) oraz odwrotne transformacje
Fouriera .‘:(’ pe 3 i w otrzymuiemy nastepujgce calkowe przed-
stawienie skalarnej funkcji Greema v ;

7 P T g(x(la W) g(x 3(.,)8“"“ -t) l3(t-z)
(37) v(x,x,z,z,t.t)“é'ﬁ"j/ Zqu.‘(u:—g* (RoRoc] dzde

Posta¢ funkcji Greena (37) jest sluszna réwniez w przypadku,
kiedy zamiast dwéch péiprzestrzeni x » a 1 x £ 0, ktére s3
przezroczyste dla fal umiesci¢ dla x = a 1 x = 0 dwie nieprze-
zroczyste plaszczyzny, scharakteryzowane admitancjami powierz-
chniowymi ¥ Pyt niezaleznymi od kata padania fali, to
znaczy begdgoymi funkcjami jedynie czestoéoi (3]
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5.2, Mody przestrzenno-czasowe i czasowo-przestrzenne

Wyrazenia o podobnej postaci w (87) mozna znaleZé¢ w pra-
cach [5] i [6], gdzie dla ustalonego = pobudzenie harmo-
niczne - autorzy opisuja dla pewnych przypadkéw szczegélnych,
polozenia biegundéw i punktéw rozgalezienia i , wyrazenia pod-
catkowego (37), aby korzystajgc nastepnie z twierdzenia calko-
wego Cauchy obliczyé calks po dg w postaci. sumy residudw..
Postepujac analogicznie w przypadku wyrazenia calkowego (37)
otrzymamy;

SeE
‘tr(x,x'z,z',t,{')=;'."f % jresi I(x.x‘,g,w.z',{')d.m +
=

(38) .
e f dew f I(xx,3,00,2,t')d3

ULj

=1

gdzie przez ](-) oznaczone zostalo wyraZenie podcalkowe (37),
N = liczba blegunéw, ktére malezy uwzglednié w (37) zaé przez
LJ - pewne kontury na plaszeczyinie zmiennej Zespolonej 3
ktére nalezy uwzglednié z uwagi na istnienie punktdéw rozgale-
zlenlia wyrazenia podcalkowego |

W rozwaianym przez nas gagadnieniu rysuje sie¢ jeszcze jedna
moz2liwoéé liczenia calek wyrazenia (37), a mianowicie korzy-
stajac z calkowego twierdzenia Cauchy obliczenie catki po dw
w postaci sumy residudw w punktach «; , gdale w; =bieguny
wyrazenia | na plaszozyZnie zmiennej zespolonej co .
Doprowadzi nas to do wzoru;
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(39) S v ;
(k. xiz, 2 ) :4— %fres“ I(x,x‘,g,m,z’,‘c)dg +
o0
A
_TT‘I /x 3,uzt)du
gdzie przez M oznaczona zostata liczba biegunéw cx , ktére

palezy uwzglednié w (37), P - liczba punktdéw rozgalg¢zienia wy-
razenia | npa plaszozyinie smiennej zespolomej w , KJ-kontury
gwiazane z punktami rozgalg¢zienia, ktére nalezy uwzglednié w
obliczeniach.

W przypadku zastapienia sewn¢trsznych warstw przez powierzchnie
opisane warunkami admitancyjnymi, oalki po konturach "'_j W Wyras=
zeniu (38) znikaja,/brak punktéw rozgalezlenia zwiasanych z
plerwiastkami kwadratowymi wyste¢pujacymi w wyrazeniach na %

i X J . za to liczba biegundéw N staje sie nieskorczona, por.
[5], [6] . Calki po konturach K., mie muszg zmnikaé, gdyZ nawet

w przypadku plaszozyzn admitancyjnych, admitancje Y i X%
wchodzgce do wyrazenia podcatkowego | 88 okredlone jako pier-
wiastki kwadratowe pewnych funkeji smiennej ¢ . Znikng ome w
przypadku idealnie przewodzgcych plaszcsyzn, gdyz wtedy

Y%= Y=o

Osobnym problemem jest znalezienie bieguméw wyrazenia podcalko-
wego | na plaszezyznach zmiennych zespelonych F01

W przypadku ptaszozyzn admitanoyjnych bieguny 3 gostaly zna-
lezione analitycznie dla 52 , Y% ozysto rzeczywistych badi
czysto urojonych, por, [5], Analityczne znalezienie biegundéw w;
Jest jeszoze trudniejsze = uwagi na doéé skomplikowany ochara-
kter funkoji & (w) . Tak wig¢e w ogdélnym przypadku pozosta=-
Je nam mumeryczne szukanie bieguméw fumkeji [ .
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Jeszcze trudniejszym problemem jest interpretacja otrzymanych
wynikéw z fizycznego punktu widzenia, na co gwrdécil uwage au-
tor pracy [8]. Peszczegdélne skladniki sumy wystepujacej w (38)
prayjeto v literaturze nazywaé modami przestrzenno-czasowymi,
choé nie dla wszystkich, moggacych wystapié w (38) biegundéw 3i
charakter modowy tych wyrazei jest jednakowo oczywisty. Przez
analogi¢, sktadniki sumy wystepujacej w (39) mozna by nazwad
modami czasowo-przestrzennymi, ale badaniom charakteru okreélo-
nyech tak moddéw posdwigcié nalezy osobng pracg, z uwagl na obsgzer-
noéé tematu.

6. Uwagi kohcowe

Na zakoficzenie nalezy zwrécié uwage na mozliwosé zastosowa-
nia pokazanej w pracy drogi do wyprowadzenia wyrazenia (37)
dla innych pobudzen, niz prqq ig przyjety w 3.1, Wstawiajac

na przykiad do réwnai (3) prad !2:=£15h-x)5&-z76h-fl lub
i‘gi-g(_,.d'(x-x')cf(z =R = - otrzymamy mozliwosé¢ genero=-
wania, pola wektorem-Hertza.. 1+0.0,%) 1ub  T{.0,0)

gdzie Uz lub U; nalezy przyjaé jako skalarng funkcj¢ Gree-
na, Opisane pobudzenie odpowiada liniowemu dipolowi, ktéry roz-
wazany jest w pracach [5] 1 [6]. Cheaec wyprowadzié warunki gra-
niczne dla tak okreslonej funkcji Greena, nalezy rozwazy¢ odbi-
ocle 1 zatamanie si¢ niejednorodnej fali ptaskiej typu TM na
granicy dwéch oérodkéw, podobnie jak dla fali typu TE zrobiono
w podpunkcie 4,3,

Tym razem otrzymamy dla skalarnej funkejil Greena warunki impe-
dancyjne z impedancjami zo i za zaleznymi od zmiennych 3 1 w .
Konstrukcja wyrazenia calkowego pozostanie bez zmian, z tym Ze
admitancje Y% 1 % bedzie nalezato zastapié impedancjami Z
i za 2 warunkdw granicznych dla czedciowej transformaty Fouriera
nowo ckredélonej, skalarnej funkcji Greena.
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