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WSTEP

O$rodki porowate stanowig czesty przedmiot zainteresowaniaz,
badZz to z powodu ich masowego wystgpowania ( grunt , skaly), badzi
tez ze wzgledu na ich szczegdélne wiasnoéci {por.np. [17]}. Sg one
bardziej podatne na odksztaXcenia niz osrodki peXne i doznaja
odksztaXcell trwatych takze pod dziaZaniem kulistego stanu naprg-.
zenia.

Wasno$é atwej deformowalnpsci odérodkéw porowatych znajduje zasto-
sowanie w technice wszedzie tam, gdzie chodzi o mozliwie maksy-
malne "wychwycenie" energii w pewnym miejscu, np. w zagadnie-
niach izolacji. Takg wZasnoéé powinien mie¢ np. zderzak samocho-
dowy, Xozysko watu korbowego silnika itp. Jesli ponadto pory
odrodka wypelnione sg cieczg lepkg, to oprocz wiasnosci izoluja-
cych, osrodek ten charakteryzuje sig¢ wiasnosciami tIumigcymi.

Moze on wigc znalezié zastosowanie np. do ekramizacji btudynkow

w terenie sejsmicznym, tZumienia drgan itp.

Nie opracowzno dotad uniwersalnego modelu opisujacego plas-
tyczne zachowanie sig osrodka porowatego wypeinionego ciecz3.
Pewien przyczynek w tym kierunku zrobili MILOSKOJIC i CHATHAIL,
[19], ktorzy analizowali trwaze deformacje osrodka porowatego
zawierajacego ciecz przy zaXozeniu, ze ziarna szkieletu odksztaz-
cajg sie sprezyscie, a trwaie deformacje powstajg wskutek wza-
jemnego po$lizgu ziaren szkieletu wzgledem siebie (model
Coulomba), Praca ta budzi jednakze pewne watpliwosci odnosnie
rownari pola i ich interpretacji (parcjalne tensory naprgienie,
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sily interakcji). Takze interpretacja niektérych wspdZczynnikéw
jest niezbyt jasna. IZBICKI i MROZ, [14], oraz CRISTESCU, [7],
analizowali modele zwigzane ze stabilnodcia gruntow i skai.
Istnieje szereg prac dotyczgacych plastycznoSci porowatych odrod-
kéw z pustymi porami, np. CARROLL i inni,[4], [5], [6], GREEN,
[13], MIELKICZUK, [18], -RICE, [22], SHIMA i OYANE, [23], oraz
inni, Brak jest jednakZe ogdélnego modelu opisujacego deformacje
plastyczne w o$rodku porowatym wypeinionym cieczs.

W niniejsze) pracy podjgto prébge w miarg ogélnego ujecia
zagadnienia trwalych deformacji w oérodku porowatym zawierajg-
cym ciecz. Zawarte tu sg giféwne tezy wczesniejszej pracy
de BOERA i autora, [2], uzupelnione blizszymi wyjasnieniami
niektérych elementéw tej pracy, ktdére budzity watpliwosci pod-
czas jej prezentacji na seminariach.

Przedmiotem rozwazZan jest sprgzysto—idealnie plastyczny
osrodek porowaty, ktérego drozne pory wypeinione sg cieczg lep-
kg. Dla takiego os$rodka proponuje sie warunek plastycznosci,
ktory w przestrzeni naprgzer stanowi gZadka powierzchnig II stop-
nia, Nastepnie, wykorzystujgc koncepcj¢ potencjaXu plastycznego,
wyprowadza sig stowarzyszone prawa piynig¢cia. Tok rozwazan
oparty jest na postulatach termodynamiki proceséw nieodwracal=-
nych, co umozliwia jasng interpretacje¢ wprowadzonych wspéXczyn-
nikow. ;

Podjgty problem jest w ogélnoSci fizycznie i geometrycznie
nieliniowy. Aby otrzymaé prostg i praktycznie mozliwg do zasto-
sowanlae teorig, wiele zjawisk, takich jak np. wpiyw predkosci
deformacji na zwigzki fizyczne, bgdzie pominigetych i wprowadzi
sig wiele dosé silnych zarozer, jak np.izotropia osrodka.

Tak wige, zajmujemy sig teoris sprgzysto-idealnej plastycz-
nosci dla izotropowego osrodka porowatego ze statystycznym roz-
kiadem szkieletu i cieczy oraz z jednorodnym rozktadem tempera-
tury (zektadamy brak dopXywu ciepa). Przyjmujemy, Ze materiak
szkieletu jest niewrazliwy na pre¢dkodé¢ deformacji oraz, ze
Scisliwod¢ poszczegolnych skYadnikéw jest pomijalnie maka
w stosunku do Scisliwosci osrodka jako caXosci. Pomija sie dewia-
tor naprgzenia w cieczy jako pomijalnie makty w pordwnaniu z de-
wiatorem naprgzenia w szkielecie, a sity lepkosSeci cieczy poru-
szajacej sig w porach uwzglednione sg we wspdXczynniku Darcy.
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Przy wyprowadzaniu zwigzkow fizycznych zakXada sieg, 2e sprezyste
deformacje sag mazZe,. .

Efektem koncowym pracy jest peiny ukiad rownan teorii plas-
tycznosci dla odrodkow porowatych wypeinionych cieczg wraz z
dyskusjg warunkdw brzegowych dla tego osrodka.

2. ROWNANIA PODSTAWOWE

W pracy stosujemy opis przestrzenny ruchu i wyrazamy wszyst-
kie wielkosci jako funkcje wektora pozycyjnego ¥ i czasu t.
Rownania ciggtosci masy i rownania ruchu dla osrodka porowatego
wypeinionego ciecza byty juz dyskutowane w literaturze {por.np.
(9« 11]}. Dlatego nie bedziemy dyskutowaé tu szczegdidw, a
przytoczymy tylko te rezultaty, ktére sg niezbedne dla jasnosci
wywodu.

Rozwazamy osrodek sk¥adajgcy sig ze szkieletu, ktorego
gestosé rzeczywista wynOSigi i cieczy, ktérej gestosé rzeczywis-
ta wynosi gi. W rozwazaniach uzywamy gestosci mas odniesionych
do jednostki objetosci calkowitej. W tym celu wprowadza sig pojg-
cie funkcji porowatosci, przy czym tutaj wprowadza sig¢ dwa rodzaje
porowatosci: porowatosé objgtosciowa f (rdéwna sredniej porowa-
tosci powierzchniowej) i efektywng porowatos¢ powierzchniowg
fp' [16]. Te dwa rodzaje porowatosci wprowadza sie dla wyrdinie-
nia tzw. cieczy swobodnej, ktéra porusza sig niezaleznie od
szkieletu, od catkowitej cieczy zawartej w oSrodku, ktérej czgsc
porusza sig w sposdb narzucony przez ruch szkieletu, [16].

W $lad za tym wprowadza sig¢ nastepujgce ggstodci parcjalne:

£ - e
(2.1) gs = (1 - fv>gi " gf = fv‘jr ’ G = qul‘ ?

przy czym q:a. g Ly & oznaczajg odpowiednio ggstos¢ parcjalng:
szkieletu, calkowitej cieczy i cieczy swobodnej.
Catkowita ggstosé osrodka jest sumg gegstodci parcjalnych tj.:

(2.1) g=¢%+ g¥= (¢-8)+&.
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Wyrdzniamy dwa pola predkosci: szkieletu W i cieczy swobodne]
w . Tak wigc, réwnania ciggXoSci masy dla szkieletu i cieczy
przedstawiajg sie¢ nastgpujgco, [11]:

S
%—f— + div(e’¥)= 0 ,
(2:2)
a¢f 5
5% * div(Q'V¥)= - diveg ,
przy czym:
(2.2a) 2 = § (w-v)

oznacza strumied masy cieczy swobodnej przez powierzchnig zZwig=-
zang gze szkieletem. ROwnania ciagXosci masy mozna napisaé alter-
natywnie dla szkieletu wraz z czescig poruszajgcej sie z nim
cieczy oraz dla cieczy swobodne] tJ.: :

(e-8§)
2t

+ div (g-3)V¥= gtzfe o,
(2.2b)

08 - R
5T+ UvGM =g, %0,

pPrzy czym g;z = - g’m oznacza ubytek cieczy uwigzionej na rzecz
cieczy swobodnej lub odwrotnie, [11]. W tej pracy przyimiemy, ze
zjawisko to jest pomijalnie maze.

Réwnania ruchu, wynikajace z bilansu pgdu i momentu pedu
przyjmuja postaé, [9], [11]: ' )

divid-(g-fg)b' + f12 =(§-8) g't! ’ T‘TT ’

(2.3)
grad © + ab + f21' 9%'
Przy czym:
cesoe) 4020 L graac rv, B - A4 gradl w
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Tutaj i oznacza parcjalny tensor naprg¢zenia w szkielecie i cie-
czy uwigzionej, D = —pfp oznacza parcjalne cisnienie cieczy swo-
bodnej, p jest rzeczywistym cisnieniem cieczy, & oznacza sily
masowe, a f12 = - f21 = § oznaczaja siky wzajemnego oddzia-
Yywania skXadnikéw w ruchu wzglednym.

Catkowity tensor naprezenia dziaiajgcy na element osSrodka dwuskiad-
nikowego Jjest sumg tensordéw parcjalnych:

(2.4) ‘i‘=‘f+ 51.

Wektor naprezenia é =fr1 moze by¢ zinterpretowany jako Srednia
catkowita sita dziaXajgca na jednostke¢ powierzchni caikowite]
osrodka w biezgce]j konfiguracji; ¥4 jest jednostkowym wektorem
normalnym do tej powierzchni.

3. OGRANICZENIA TERMODYNAMICZNE

Przedyskutujemy ograniczenia, jakie nak¥adajg na niniejszg
teorie prawa termodynamiki. Rozpoczniemy od bilansu energii,
W tym celu rozwaiymy dowolng objetosc v osrodka w chwili t,
ograniczong regularng powierzchnig @, zorientowang w przestrze-
ni przez jednostkowy wektor normalny m (rys.1).

- Rys.1. Dowolna objetosé osrodka rorowatego wypeinionego ciecza.
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Réwnanie bilansu energii dla tej wydzielonej objgtosci ma postac:

(G 1,1+}.(=J:+Q,

gdzie & at ﬁ oznaczaja odpowiednio pochodng materialng caikowite]
energii wewngtrznej i kinetyczne] oérodka w objgtosci v, a L1@Q
odpowiednio moc mechaniczna i niemechaniczng dostarczang do tej
objetosci z zewngtrz, Ehergia wewnetrzna jest wielkoScig eksten-
sywna, i w naszym przypadku skiada sig 2z energii wewngtrzne}j
szkieletu i cieczy, co zapisujemy:

(3.2) U= y(gsus "2 efuf)dv ’
v .

przy czym ug i upe oznaczajg energie wewngtrzna osrodka na jed-
nostke masy, odniesionz odpowiednio do masy szkieletu 1 cieczy.
Przy obliczaniu pochodnej materialnej nalezy zwrdcic uwagg, ze
istnieja dwie predkosci konwekcji:w iw. Z tego wzglgdu przyjmu-
jemy, ze "powierzchnia kontrolna" zwigzana jest ze szkieletem
i porusza sig z prgdkoscig w. Przy tym zalozeniu, przez powierz-
chnig¢ tg nastgpuje przepiyw masy, ktorej strumien okreslony jest
wzorem (2.2a). Pochodng materialng energii wewngtrzne] mozZemy
obecnie zapisgé jak nastepuje:
U= I(U +?-grad ur)dlf o

v

przy czym wielkos¢
L . , df ¥ 3 d ;
(3.4) Cls Bl = Goug = A C T 8¢us)nasa = const

z definicji, oznacza zmiany enerzii wewngtrznej osrodka w Jjed-
nostce objetosci, spowodowane przyczynami innymi niz zmiana masy.
Drugi cz¥on pod ca2¥ke (3.3) okresla zmiany energil wewngtirznej,
spowodowane przepiywem masy przez powierzchnig kontrolng.

Znergia kinetyczna X jest sumg enerzii kinetycznej szkie-
letu wraz z cieczg uwigziong i energii kinetycznej cieczy swo-
bodnej, tj.:

Suy

(3.5) -1 g[(g.-é)v-'»n EW-w|dv.

[
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Pochodna materizlna tej energii, po uwzglgdnieniu rdwnan ciggos-
ci (2.2b), wyraza sig jak nastgpuje:

S J’[(g-é) Nov + g P-wlav.
v

Moc mechaniczna jest rdwna mocy si powierzchniowych i mocy
si¥ masowych:

(3.7 It zj(ts-vq- tgu)da+[kg -3)b'v+ S b-wdv

o v
Wektory naprezenia w szkielecie i cieczy uwigzione] ts oraz
w cieczy swobodne] tf, zgodnie z formuzg Cauchy, wyrazajg sig
Jak nastepuje:

3.8) €=F-n, t'-pn

Podstawiamy zaleznosci (3.8) do (3.7) i dokonujemy zamizny caiek
powierzchniowych na objetosciowe. Nastgpnie, wykorzystujac
réwnania ruchu (2.3), otrzymujemy:

(3.9) I ='ﬂ’j.n + D divew +f (W=-Vv)+ (g..gs).g%.v + 3 %lt"u] av ,
v

przy czym:

(3.10) D= % [gradv + (gradv)T],

oznacza tensor predkosci deformacji szkieletu.

Obliczymy jeszcze wyrazenie "divew " z réwnania cigglosci masy
(2.2)2 przy zatozeniu, ze Scisliwosé szkieletu i cieczy jest
pomijalnie maza. Mamy wigc:

& 1 -1
(3.11) divey = - ———2 divy + grad ;g.q .

r
4

Wyrazenie to podstawiamy do (3.9) i otrzymujemy:

(3.12) i) =I[r-n +§-(W-v) + D grad

4 =
n+(Q "")E%"*S’ILL?'"Jd‘T ’
o .

[TATY By

przy czym: "
(3.13) T=T+p1
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nazywaé bgdziemy, za praca [6], efektywnym tensorem napreszenia.
Celem jego blizszego zinterpretowania rozwazmy element osrodka

(rys.2).

Rys.2. Porowaty element osrodka.

Niech sSrednie catkowite naprg¢zenie na powierzchni elementu wy-
nosi¥= iD -PY , gdzie ?E oznacza dewiator naprgzenia, a (-P),
Jjego czesc kulistg. Wtedy efektywny tensor naprezenia wynosi
T = ?D - (P -p1 , tj. sktada sig z dewiatora oraz réznicy
pomigdzy Srednim carkowitym cisnieniem i rzeczywistym cisnieniem
cieczy w porach?

Moc niemechaniczna, w cgdlnym przypadku, jest réwna stru-
mieniowi ciepza § oraz strumieniowi ciepta transportowanego
przez masg cieczy, tj.:

(3.14) Q= -j(q»f cf\nq)~nda
a
gdzie cf oznacza ciepto wiasciwe cleczy ne jednostke masy, a
W= T - 20 temperature wzgledng osrodka.
Zakiadamy brzk dopiywu ciepXa przez powierzchnig, a wiec QFC.

Zaki
Przyjelismy tez jednorodny rozkiad temperatury w osrodku,

¥jinalizujac znaczenie efektywmego tensora naprezeni
watoscl zdgzajgce] do 2 , naleiZy jednoczesnie wz

ge warunki brzegowe.

2y porc-

pod uwa=
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co w konsekwencji oznacza, ze grad w= 0. Dopiyw energii nieme-
chanicznej do "uk¥adu" mégiby wiec wynikaé ze zmiany zawartosci
w nim mesy cieczy, tj.:

(3.15) Q:-ngdh?dv.

v
Podstawiamy wypisene wyze] skXadniki energii do rdwnania bilan-
su i otrzymujemy (piszemy od razu postaé lokalng):

(3.16) =70+ § (w-v) e ]_grad up + nfpgradg ) 1]-c0d1vuz
Wyrazenie w nawiasie prostokgtnym po prawej stronie (3.16) jest
proporcjonalne do gradientu temperatury, ﬁ1], a wiec w naszym
przypadku réwne zeru. Ponadte, jak wynika z (3.4), lewa strona
wyraza zmiany energii przy staXej masie, tj. dla staych 95 Ak Spe
Réwnenia ciggrosci masy (2.2) wskezuja, ze wtedy rdéwniez divR
musi byé réwna zeru. A zatem, lokalna postac¢ bilansu energii

w naszym przypadku ma ostatecznie postac:

(3.17) U=T-D+f (W-v).

Zmiany energii wewngtrznej, Jjak widaé, wynikajg z mocy mecha-
nicznej efektywnego tensora naprezenia na predkosci odksztaXcen
szkieletu oraz moey siX interakcji na predkoSciach wzglednych.

Dokonujemy rozdzielenia tensora predkosci deformacji (3.10)
na czesé sprezysta D° 1 plastyczna DP.

@3218) D= D¢+'DP

i Bkorzystamy z réwnania Gibbsa {[21), str.112}:

(3.19) ¥y -y D

gdzie T oznacza temperaturg absolutng, a S entropig.
Wstawiajgc réwnanie bilansu energii (3.17) do réwnania Gibbsa
otrzymamy:

(3.200 15 =T-D° r §(w-v).
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Caltkowita entropia S skXada sie z czgéci Se, ktora jest wymie-
niana z otoczeniem i czegsci Si' zwigzanej z procesami wewnetrzny-
mi. W naszym przypadku, wskutek zaloienia o réwnomiernym roz-
kzadzie temperatury oraz matematycznego warunku, Ze zmiany ener-
gii U, a na podstawie (3.19), takze zmiany entropii liczone sg
przy stalej masie, brak Jest entropili wymienianej z otoczeniem,
tJ. ée = 0, Zatem, zgodnie 2 drugg zasadg termodynamiki, wyra-
zenie (3.20) musi byé wieksze od zera, tj.:

{3.21) TP+ §-(Ww-¥)30

EKonsekwencje wynikajgce z tego ograniczenia przeanalizujemy
w nastepnym punkcie. '

4., ZWIAZKI FIZYCZNE

ZaXozymy, Ze odksztaXcenia sprezyste s3 maie, co w Konsek-
wencji pozwala przyjaé, ze tensor predkosci deformacji ’e jest
rowny pochodnej czasowe] tensora odksztaicen sprgzystych ES:

(4.1) D= gC.

Dokonamy przeksztaXcenia Legendre’a na roéwnaniu (3.18), wyraza-
jac je za pomocaz funkcji energii swobodnej Helmholtza F:

(4.2) f‘=T‘ﬁe-S’i‘-i?(Ee,T)=§%-x‘?e +,’§—§i‘-
Widzimy, 2ze funkcja energii swobodnej zaleiy jedynie od odksztal-
cen sprezystych i temperatury, a nie zalezy od odksztaXcerd plas-
tycznych i zmiennych, opisujgcych ruch cieczy. Fakt ten mozemy
zinterpretowaé nastepujgco. Dysypacja energii, wskutek plastycz-
nych deformacji i przepiywu cieczy lepkiej,wywoluje wzrost tem=-
peratury, Zatem ten wzrost temperatury jest odzwierciedleniem
zachodzgcych w oérodku procesow nieodwracalnych. Przyjecie postu-
latu Gibbsa wydaje sie wigc uzasadnione dla rozwazanego w tej
pracy osrodka i zachodzacych w nim procesow,
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Z zaleznosci (4.2) wynikajg nastgepujace rdwnania stanu:

' oF
(4.3%a) T= ==,
28°
?F
(4.3b) 5=-5T-

Aby wyspecyfikowaé zwiazki fizyczne dla deformacji sprgzystych,
rozwijamy funkcje energii swobodnej w szereg Taylora w sgsiedzt-
wie stanu niezdeformowanego mechanicznie. Jako, Ze zmienne sg
infinitezymalne, pominiemy w rozwinigciu wyrazy szeregu rzedu
wigkszego niz drugi. Ponadto, poniewaz osrodek jest izotropowy,
funkcja F musi speinia¢ warunki niezmienniczodci wzgledem kaz-
dego przeksztaXcenia ortogonalnego. Zatem F musi dac¢ sig wyra-
zié jako funkcja niezmiennikow tensora odksztaXcenia i tempe-
ratury tj.:

(4.4) F = F(I;, I,, T),

gdzie

IJI ‘Ee-l , I, = Ee.Ee,
Otrzymujemy wigc:

(4.5) F(1,,1,,T) = F(O,Q'T)+'3Fg310,T) 3

:
1 3°F(0,0,1) -

9F(0,0,T)
+-£——'7'—"al1 1+ a 12-

I,

Geometryczne przedstawienie wzoru (4.5) w przestrzeni {F,I1,I2}
sugeruje nastepujgcg interpretacje mechaniczng pochodnych:

N = aF(OTO 45 - modui scinania dla porowatego
& oérodka,

(4.6)
2%r(0,0,M _

A e > modu zmian objetosciowych
311 porowatego osrodka.

Na podstawie (4.32) i (4.5) otrzymujemy:
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(4.7 T- 26 [A(E°D ﬁeﬁ’;u ,

W stanie nieobcigZonym mechanicznie, deformacje moga wystapic
pod wpiywem temperatury:
(48)  (B% Dlpoo == 1-— &~ = a0

lr=0 5 p

33-0-/\ 1

gdzie V= T—To jest temperaturg wzgl¢dng (odniesiong do tempe-
ratury stanu naturalmnego To), a o oznacza wspozczynnik linio-
wej termiczne] rozszerzalnosSci osrodka.
Na podstawie (4.8) mamy:

(4.9 -’%i- =§o0  §g = (28 + 3A) oAy o

Funkcje F(0,0,T) okreslimy ze znanej zaleznoSci ‘pomigdzy ciep-
Zem wiadSciwym a entropig {por.np.[10]j:

2
(4.10) e = () - 'T(z?f'L

przy czym c, jest ciepXem wiadciwym oérodka przy stale] obje-
tosci. Po dwukrotnym calkowaniu rdéwnania (4.10) wzglgdem tem-

peratury otrzymujemy:
(4.1 PB(0,0,T) = =c,(Tin F- - V).
[}
Przy catkowaniu zaXogZono, ie w rozwazanym zakresie temperatur

¢,= const,
Obecnie funkcje stanu mozemy zapisaé w postaci jawnej, a wigc:

P=NE-B° + INESD) P - 5 EST) - ¢, (TIn %: -v),

—
F
.
-
N
~
(7]
L]

gT(le-I)+ ¢,1n ;‘E: .

Um N“e. ‘e - %A(“B.I)Z = XT(‘Q.I) 1‘0 + cvl,‘- i
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Zwiazek fizyczny w zakresie sprezystym ma ostatecznie postac:
(4.13) T=-2NE® + [AES[-4 I,

Obliczajac pochodng czasowg entropii (4.12)2 i wstawiajac jg do
réwnania (3.20), otrzymujemy réwnanie opisujgce zmiany tempera-
tury:

(4.14) e, T + 8,(‘9-0 T=D,

przy czym D = T.pp + f(w-v) oznacza funkcje energii dysypowa-
nej. '

Nierdwnosé (3.21) jest speiniona podczas obcigzania, nato-
miast podczas odcigzania, przy ktérym bI’= 0, mamy:

(4.15) fw-v)20.

Stad wnioskujemy, zakiadajgc liniowosé, nastepujaca prosta
postaé sii interakcji:

(4.16) §=Db(w-v) , 1b30.

Postaé ta jest oczywiscie warunkiem dostatecznym, a nie koniecz=-
nym dla speinienia nierdwnosci (4.15).

Warto zauwazycé, ze drugie z rdéwnan ruchu (2.3), po wstawieniu
(4.16) i po pominieciu sit masowych i si% energii, prowadzi do
rownania Darcy:

(4.17) grad p = b(wW=-Vv) .

Wspézczynnik b oznacza tu statg Darcy.
W przypadku, gdy w rozwazanym osrodku nie wystgpuje ruch
wzgledny, nieréwnosé (3.21) przy obcigzaniu ma postac:

(4.18) T:-DF »0.

Deformacje plastyczne okreslamy, wykorzystujgc znang koncep=-
cje plastycznego piyniecia. Zakladamy, ze powierzchnia piynigcia
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jest gadka powierzchnig drugiego stopnia w przestrzeni naprgzend
zalezng od stanu dewiatorowego i kulistego stanu naprgzenia,
Jesli sprzezenie pomigdzy stanem dewiatorowym i kulistym jest
pominiete, to plasiyczny potencjat ¢ moze byé wyrazony w posta-
ci:

(4.19) 2d =10 2211 - 5%,
gdzie o i K s3 staiymi zaleznymi od porowatosci. Sg one okreslo-

ne w nastepnym punkcie, Stowarzyszone prawa piynigcia wyraza sig
wigc nastgpujgco:

(4.20) pP- A%-A[Tn+a2(1’-l)l], '

przy czym
(4.21a) =0 1 z;:.-iko

jest warunkiem odcigzenia od stanu plasiycznego, &
09 <

4.21b) =0 i —:T=0

( K4 o7

jest warunkiem obcigzenia dla idealnie plastycznego osrodka,
Podstawiajac (4.20) do (4.18) otrzymujemy:

P ¥
(4.22) 1 [(DP)D_(DP)D +(93—;}-)2]=AK‘>,0

gizie (DP)® jest dewiatorem tensora DP.
Na podstawie (4.22) stwierdzamy, Ze parametr A jest nieujemny.
Wyrazamy go za pomoca tensora prg¢dkoSci deformacji:

4
i 2
(4.23) A= L(DP)2. (DP)D + (DP1/3a) A7k
Prawa piyniecia (4.20) mozemy obecnie przepisaé w postaci:

L ‘PD, _2(T.
[(DP)D- (np)n+(bp_1/3a)2]i= -T + oL (T I)]/K )

(4.24)
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przy czym: DP = (pP)° + J(DP-I)I.

5. IDENTYFIKACJA WSPOLCZYNNIKOW o i K

Celem okreslenia wspoiczynnikowe i K, wykorzystamy sposcb
podobny do tego, jaki zaproponowar GREEN, [13], a mianowicie
zbadamy warunek uplastycznienia pojedyriczego "elementu" osrodka
porowatego zawierajgcego ciecz (rys.3). GREEN okresla* te wspéi-
czynniki dla sztywno-idealnie plastycznego osrodka z pustymi
porami. Tutaj rozwazac¢ bedziemy sprezysto-idealnie plastyczny
osrodek porowaty, w ktorego porach znajduje sig ciecz.
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Wyobrazmy sobie najpierw pewien jednorodny element osrodka
statego, poddanego rozcigganiu, ktorego stan naprezenia okreslo-
ny jest nastepujgcym tensorem:

2

P 0O %oo £r 0 0

P P
(.1 ooo-ogg+o-3g
0 0 0 00 3 o o-%

Ten jednorodny stan zostanie zakidcony, gdy w wycietym myslowo
elemencie umiesScimy jaka$é pustke (por ). Wtedy stan naprezenia
(5.1) moze by¢ traktowany jedynie jako stan sredni dla tego
elementu, Dla utatwienia obliczen zaktadamy, e por ma ksztaXt
kulisty (rys.3). Pominiemy wigc geometryczne nieregularnosci

i oddzialywanie innychpwdéw na zachowanie si¢ rozwazanego ele=-
mentu. W obliczeniach pomijad tez bedziemy sieé kanalikéw Zg=-
czgeych drozne pory, acgkolwiek zakadamy, Ze ciénienie w porach
mozZe sig zmieniac niezaleznie od deformacji elementu.

a. Uplastycznienie elementu spowodowane sferycznym stanem
naprgzeniza

Zatézmy, e element poddany jest tylko obciazeniu kuliste-
mu, Rownanie rownowagi we wspdirzednych sferycznych wynosi:
dG. 2
(5‘2) E’I+.1-‘(GT-GG)= (8)8
gdzie r jest wspéirzgdng promieniows, G, i Gé 83 odpowiednio

promieniowym i obwodowym naprezeniem.
Przyjmujemy nastgpujgce warunki brzegowe dla naprezei:

G = § gdy r e,
(5+3)
6 =-p gdy r = A

gdzie r, oznacza promien pory.
Jesli odksztaXcenia plastyczne nie wystgpuja, to rozkfad napre-
2ef w porowatym elemencis przedstawia sie nastepujaco:



= G =

T
B o T
GT(T)"'%'(%*'U)":%:
(5.4)
3
g) =Eed(Bsp) 2
9 TEENE R R

Jesli naprgzeniz G i Gespelniajq warunek (warunek plastycznosci
Misesa przy sferycznej symetrii):

(5.5) Gg- 6= 71,

gdzie Y oznacza granicé plastycznoSci dla materiaXu szkieletu
przy rozciaganiu, wtedy w elemencie pojawiajg sie plastyczne
deformacje.

Niech rp oznacza promien obszaru plastycznego. Wtedy w obszarze
sprgzystym r» rp mamy :

sf(r) =§-%Y;§'

r5
Ge(r)=§+-15i';§,

(5.6)

natomiast w obszarze plastycznym r g rg rp rozktad napre¢zen
’
wynosi:

G (r) = -p + 2Y In &,
(5.7 b To

Ge(r) ==p+ T (1 + 21ln i—o) o
Z warunku zgodnodci naprezed na granicy obszaru plastycznego

i sprezystego znajdujemy wzor okreslajgcy promien obszaru
plastycznego:

P 2
(x+p) -57Y
(5.8) rp =T, exp[-’———j-rl——] .

Niech Sredni promieri elementu porowatego, zdefiniowany za pomoes
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porowatosci f,» wynosi:

3
(5.9) ry =T, {fy :

Jesli rp zdgza do Ty, to ze wzoru (5.8) znajdujemy obciqzenie;
ktére powoduje uplastyczniénie porowatego elementu:

(5.10) P+3p=2Y 1n %
'1"; [
przy czym e oznacza tu podstawg logarytmu naturalnego.
Dla modelu sztywno-idealnie plastycznego wzér (5.10) ma postaé:

(5.10a) P+3p=2lngt,
E

Widzimy, 2e dla porowatosci malejgcej do zera obcigzenie, potrzeb-
ne do uplastycznienia elementu zdgza do nieskoficzonofci. Ponie-
waz P + 3p jest tutaj adekwatne pierwszemu niezmiennikowi efek-
tywnego temsora T, mozemy wigec mapisaé:

(5.11) Yo--LI?- .
21ln

A %

Wzér (5.11) okresla wielkos¢ obcigzenia powodujacego uplastycz-

nienie elementu porowatego w przypadku, gdy nie wystgpuje stan

“dewiatorowy.

b. Uplastycznienie elementu spowodowane dewiatorowym stanem
naprg¢zenia

Gdy czes¢ kulista tensora (5.1) jest zerowa, to element
porowaty jest pod dziaaniem dewiatorowego stanu naprgzenia
z osiowsg symetris.
Niech z, r i © stanowig cylindryczny uktad wspdirzednych z po-
czgtkiem umieszczonym w srodku pory. Réwnania réwnowagi w tym
przypadku sa:

% + a—--.-_G"z + ——-M-G = 0

5.12) 57 3z = )
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96, 6 6.
%2, B, 95 _ 4 |
(5-12) Ak == 0

Plastyczne deformacje pojawiajg sie przede wszystkim w przekro-
Ju o minimalnym polu powierzchni, tj. dla z = O (rys.3). Dla
tego przekroju obowigzujg nastepujgce warunki:

g%é a0t 0 dla dowolnego r?
6l,en = © dla dowolnego T,
(5.13) lez 0
G = =p
flrzro Y
B
Gflrm= e o

Z powyzszych czterech warunkdw, pierwsze dwa wynikajg z syme-
trii problemu wzgledem paszczyzny z = 0, trzeci jest warun-
kiem na powierzchni pory, a czwarty wynika z (5.1). Ponadto,
jak Xatwo sprawdzic:

BG 61‘6.(
(5.18) g =

gdzie K Jest promieniem krzywizny kierunkéw gxéwnych w przekro-
Ju minimalnym.
Roéwnanie (5.12) dla z = O redukuje sie do postaci:

(5.15) 1 T M

T T TR T

Okreslimy najpierw spreiyste deformacje. Niech u, oznacza prze-

mieszczenia promieniowe, a e odksztatcenia promieniowe,

e e
s gt o 8 |
obwodowe i pod¥uzne, OdksztaXcenia te wyrazaja sie za pomocs

przemieszczenia u.:

du
(5.16) S HEE LR R EE s oy —(e.t 8g) = - % %E (x ur),

=1

przy czym w (5.16)wykorzystano fakt, ze dla stanu dewiatorowego
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6r+6'e+6'z=0.

Na podstawie (5.15) otrzymujemy:
€27r G~ G

(15..17) R(r) = dez =a—67 .

ar dr

Widzimy, ze dlaz Gz(r)|z=0= const promien R jest nieskorczony,
“tzn, linie kierunkdw gdéwnych sg prostymi. Wiadomym jest jednak-
ze, ze rozklad naprgzen w rozciaganej probce z karbem nie jest
réwnomierny w calym przekroju. Rozkad tych naprezer, zilustro-
wany na rys.3b, moze by¢ dobrze opisany rdwnaniem postaci:

= A 2
(5.18) Gz(r) = r—n + 31’ ~

przy czym A i n sg statymi. Stalg A okredlamy usredniajac 6z(r)

w przekroju z = 0. Zakadajgc n> 2 otrzymujemy:
(5.19) =-’-‘§-2-(§P+p)rg.
Stalg n okreslimy pézniej. Rozkad napreier w elemencie, gdy

wystepujg tylko sprezyste deformacje, przedstawia sig¢ nastg-
pujgco:

n
T
G,0=2E(§Pp+0)(52) « §2,
n-1,2 B e 1‘02 P
(5.20) 6,.(0=21(32+0) (2) +3fnde+n-32-5,
n 2

: r
Golx)=3(32+2)() - 3[ndzen-3z2-%.

W chwili, gdy stan naprezenia osigga warunek uplastycznienia,
w elemencie wystepuje strefa plastyczna i sprezysta. W strefie
plastycznej predkosci odksztaXced sg jednorodne, [13], co pro-
wadzi do zaleznoS$ci:

(5.21) G, = B .
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Warunek plastycznosSci Misesa przyjmuje wigc postacd:
(5.22) B G

Wykorzystujac warunek zgodnosci naprgzen na powierzchni rozgra-
niczajace] strefe sprezysta i plastyczng, r = rp, znajdu jemy
nastepujacy rozkiad naprgzen w strefie sprezystej, rpsr:

r D
%(Y = P)(E‘E) & % B,

6, (x)

2 2
(5.23)  Gpm) = By [-2(0 - (D) + n(B]- %,

r 5 T e
66 () = $2 [2(D) - n(2)]- 3 .

Z réwnania (5.17) znajdujemy promier krzywizny R nz2 powierzchri
granicznej od strony obszaru sprgzystego:

= - ! T
(5.24) R(rp) = m o

Dla obszaru plastycznego, TSTg rp, przyjmujemy:

= X T e
(5.25) R( = m

W obszarze plastycznym mamy wiec nastepujgcy rozkiad naprezen:

G'r(r) = Gg(x)= -p - % (Y - P)n 1n ﬁ—o- y

(5.26)

G,(r) --Y-p-2(Y-P)nln-r— 5
)z 3 N

Z warunku zgodnoSci naprezen na powierzchni granicznej okreflamy

promien strefy plastycznej:

droporiie<
;

aRin
—~
=]
1
-
—
]
—
.

G.27) T, = E expi
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USrednimy naprezenie Gé(r) w przekroju minimalnym, zakadajac
T, =r, (por.(5.9)):

5 £ 1
%Pngg = JZﬁ:r(-p)dr + jzﬂr[(Y-p) - % (Y-P)n 1n %-} dr +
o g 1o 5 o
. fZﬁr [% (Y-P)(;l) * % P] dr ,

4
przy czym 5 jest pewnym promieniem, wigkszym od T,
Po scatkowaniu i przejéciu z & do nieskodczonosci, przy zaXoze-
niu n>2 i wykorzystaniu (5.27), otrzymujemy:

P . 2 L ey f§‘
(5-28) ? = P H P- 2 & nz(lnfz):+ .

P2/3 odpowiada drugiemu niezmiennikowi dewiatora sredniego ten-
sora naprgzen, tj.:

(5.29) P2~ 3, =410.70 .

Na podstawie (5.28) i (5.29) mozemy wigc napisaé:
34,
(5.30) Y% = ?2 e
Wzor (5.30) wyraza warunek uplastycznienia elementu porowatego
dewiatorowym stanem napregzenia.
W ogélnym przypadku, gdy jednoczesnie wystgpuje dewiatorowy
i kulisty stan napr¢zenia, powierzchnia pZyniecia powinna by¢

gtadks powierzchnig drugiego rzedu (elipsoidg) w przestrzeni
naprezen. Na podstawie (5.11) i (5.30) mozemy napisac: E

(530 T gA@en) = pt YR,
gdzie:

2 %
(5.32) 5 - n° - (n-2)(n+3) fy » ¥= p/2ln Ce/t,) -
; n® - n(n-2) 7
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Obecnie, wspdXczynniki & 1 X wystepujace w (4.19), mogg byé
zidentyfikowane jako:

(5.33) «?=% %, -3 P2 o

Aby okreslié wspdXczynnik n, rozpatrzymy prosty przyktad prgta
porowatego pod dzialaniem jednoosiowego stanu naprezenia, przy
cisnieniu cieczy p = 0. Niech Y* bedzie napr¢zeniem dziatajg-
cym wzdXuz osi preta, Wzor (5.31) dla takiego stanu redukuje sig
do postaci:

(5.38) - (5!/‘!1+52 :
Gdy porowatosé zdaza do jednoSci, wartosé obcigzenia Y* , powo-
dujgcego uplastycznienie preta, powinna zdgzac do zera. Warunek

ten bedzie speiniony, jesli:

(54557 n=6

Wspbiczynnik {5 obecnie wyraza sig¢ jak nastgpuje:
(5.36) PICE:) = (/2 1n(e/£)
F 3=2 ¥ t x P v

Analogiczne wspdczynniki okreslone przez GREENA, [13], w nieco
inny sposdéb wynosza:

5
(5-37) (5= %};'ﬁz) . ¥= P/Z 1n(1/£,).

Widzimy, %e wspéXczynniki (5.36) i (5.37) sa jakosciowo podobne.
SHIMA i OYANE, |23], okreslali te wspoiczynniki eksperymentalnie
dla sproszkowanych metali, takich jak zelazo, aluminium i miedZ.
Rys.4 jest graficzna ilustracjg warunku uplastycznienia (5.31).
Rys.4a przedstawia powierzechnie ptynigcia dla réznych cisnien
cieczy p przy stalej porowatosci fv, a rys.4b dla réznych poro-
watodci przy staXym cisnieniu. Na rys.4a widzimy, ze powierzch-
nia ptyniecia przemieszcza sig w przestrzeni napre¢zen, zachowu-
jac swéj rozmiar i orientacjg. Zatem ciecz konsoliduje osrodek
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a) VE
ll Y3 fy = const
1
g
I
Y
=3
=1
3p ! _@, p = const
b) Yy | 143 0=f, s1
1 fv:ﬂ
/ v—"\f\’ifvh}ﬂ
\ /
-1
Rys,4, Przekrdj powierzchni

piynigeia
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ze wzrostem ciénienia p. Jest to zjawisko typowe dla wzmocnienia
kinematycznego, [21]. Na rys.4b widzimy, ze wpXyw kulistego na-
prezenia na uplastycznienie osrodka maleje przy zmniejszajgce]
sig¢ porowatosci.

6. ZESTAWIENIE ROWNAN. WARUNKI BRZEGOWE

Dla jasnosci, zestawimy wielkoSci niewiadome oraz réwnania
s¥uzgce do ich wyznaczenia. Wielkodciami niewiadomymi w pre-
zentowanej teorii sg: o=

1. szesé wspéXrzgdnych tensora napquenia?,

2. cidnienie cieczy p,

3, aktualna porowatosé objetosciowa T

4, aktualna porowatosé¢ powierzchniowa fp,

5. trzy wspéirzg¢dne wektora predkosci szkieletu ¥,

6. trzy wspdéirzedne wektora prgdkosci cieczy w,

7. temperatura wzgledna th.

Catkowita liczba niewiadomych wynosi 16. Do ich wyznaczenia
-mamy do dyspozyeji 16 nastepujaeych réwnadi:
1. szes¢ rownan ruchu:

: v+ (g2 (1-1)) +gf_(fv-fp)]b_%¥ + HWV)= 0,
6.1)
grad(-pf )+ gifp(;- B - b(m-v) =0,

2. dwa réwnania wynikajgce z réwnai ciaglo$ci masy (2.2) ,
a opisujace ewolucje zmian porowatosci:

£, = (1-1,) divy ,

(6.2)

div [wrp (w=¥)]= 0,

3, szesé zwigzkdw fizyeznych:

>0 Y. .
(6.3) % [gradv + (gradV)T] = -i?ﬁ + -13-( —-—-3—2'5“_1/\ + 3“1\0’)1*‘

AT 3T 11
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przy czym: ks
T-I=- T-1+30-1)p, T°=F- 3(T-D)],

4, réwnanie ciepta (4.14),

5. warunek plastycznoSci (5.31).
Wypisane réwnania uzupeiniamy odpowiednim zestawem warunkdw brze-
gowych, Powierzchnia brzegowa jest powierzchnia nieciggXosci.
Niech nig bgdzie powierzchnia rozgraniczajaca dwa osrodki poro-
wate, majace rézne porowatosci (rys.5). Warunki na te] powierz-
chni nieciggiosci, stanowigce jednoczesnie ogdlng postaé warun-
kéw brzegowych, sa nastepujace, [16],:

@
N

\\\

LY.

2

\\\\\

Rys.5. Powierzchnia nieciagosdci na granicy dwéch
"osrodkéw porowatych.

- strumien masy cieczy swobodnej musi byé ciggy:

(6.4) ["Z']“’ 0,

~ nieciggXos¢ cisnienia lub porowatosci powierzchniowe]
powoduje nieciagXosé¢ predkosci cieczy:

(6.5) e ln= g nfwi],
~ zachodzi warunek zgodnosci siX dziaZajgcych na szkielet:

6.6)  [Tin-o0,
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przy czym Da{]: at - a2~ , 2 m jest jednostkowym wektorem nor--
malnym na powierzchni nieciggXosci. Nie zawsze mozliwe jest
bezpoSrednie okreslenie siX dzialajgcych na poszczegdlne skiad-
niki. 4awsze mozliwe jest jedn%g oireélenie catkowitej Sredniej
sity na jednostkeg powierzchni = T @@ oraz cisnienia cieczy p
i perowatosci powierzchniowej f_ na powierzchni. Wtedy parcjal-
ny tensor ¥ w szkielecie okredlamy posrednio jako:

- A
(6.7) T= T+ T .
Dla temperatury zgda si¢ jedynie warunku poczgtkowego, gdyz

z zarozenia rozktad temperatury jest réwnomierny w caiym obsza-
Trze,
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