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Wiodzimierz Laprus
2akad Teorii Fal Elektromagnetyczrvch

ASTMPTOTYCZNE ROZWIAZANIA
ROWNAK MED ZE SEKONCZON4 PRZEWODNOSCIA

1, WPROWADZENIE

Metoda fal biegnscych dla réwnahn nieliniowych dyspersywnych
zostala przedstawiona w pracach [1]1 , [2] i [3] ., Pokazano
tam réwniei, ze rozwiniecie fali biegnacej jest rozwinigciem
asymptotycznym rozwiszania przy p - e § parametr p wyste-
puje w réownaniach i w warunkach poczgtkowych,

' Podstawowe ograniczenie metody fal biegnacych zastosowanej
do réwnan dyspersywnych wynika z zalotenia,:ﬁe te réwnania sg
konserwatywne, to jest e opisujq zjawiska fizyczne bez dysy-
pacji energii /oraz bez %rédel energii/. Zalozenie takie jest
potrzebne do tego, by réwnanie dyspersyjne mialo rzeczywiste
pierwiastki, a w konsekwencji, by promienie byty rzeczywiste,

Pokazemy, %€ zatoienie o konserwatywnosci ukladu réwnan nie
jest konieczne i %e moina go zastapié mniej ostrym zalozenienm,
ktére dopuszcza dysypacje. Tym sposobem metoda fal biegnacych
moze byé zastosowana na przyklad do réwnan magnetohydrodynami-
ki ze skonczong przewodnosScia i do réwnan linii transmisyjnej
z tiumieniem.

Zostang znalezione rozwigzania asymptotyczue réwnan mhd dla
duzej przewodnosci z dokladnoécig do wyrazbdw drugiego rzedu
wzgledem 1/p , gdzie p Jjest przewodnoscig elektryczng osrod-
ka, ;

2. ZESPOLONA FUNKCJA FAZCOWA

Rozwazamy uklad réwnan gyspersywnych postaci

/2.4/



- -

tni, a wspdlczynniki A:: i B, sg rzeczywistymi /i regu-
larnymi/ funkcjami zmiennych zaleinych w; w rozpatrywanym
obszarze zmiemnosci U . Dopuszczamy takise zaleznosé wspdi-
czynnikéw réwnah od zmiennych niezaleinych x, . Zakladamy, Ze
A';,‘ = Iiu' , gdzie [;, Jjest macierza jednostkows, 1 wprowadza-
my oznaczenie x, =t .

0 ukladzie réwnah /2.1/ bedziemy zakiadaé, e jest hiper-

boliczny dla w;« U . Natomiast macierz B: = 9B;/9«, nie mu-
si byé antysymetryczna w przypadku symetrycznej macierzy A; ’
tj. uklad /2.1/ nie musi byé konserwatywny. :

Poszukujemy rozwiazania uktadu /2.1/ w postaci rozwiniecia

fali biegngcej

| 2
/2.2/ w(tx) = uf (tx) + T q:(62)S,(y) + R; (£,%)
vedq .

z regularnymi wspbéiczynnikami g: i reszta R; ; u.:(t,x) jest
z zalozenia dostatecznie regularmym rozwijzaniem uk¥adu réwnan
/2.1/. Bedziemy zakiadaé, ze dane poczgtkowe maja takze postat
rozwiniecia /2.2/. 4

Funkcja fazowa Y“'x) , wysteépujaca jeko argument funkcji

f2.3/ : Sly) = (ir)-'“r iy

moze mieé¢ wartodéci zespolone. Niech fa 1 ¢ beds 6dpowiednio
czeScia rzeczywista i urojong funkcji fazowej { ¢+ iyr -
Wprowadzimy oznaczenie 'JT/?;(‘-k-‘ » Przy czym k,=-u& . Niech
W =0y +iw ,gdzie N, = ?h/?t i o= ‘Bh/?t . Zakla-
damy, %2e k, dla x =1,...,m 88 rzeczywiste, czyli ze (1
oraz w&; 5§ zaleine tylko od czasu ¢t .

¥ przypadku niekonserwatywnego ukiadu réwnan /2.1/ macierz

dyspersyjna
/2.4/ l £y = -wl + -’iix

nie jest hermitowska i macierz i = k A =iB: A=1,...,0/
ma w ogdlnosci wartosSci wlasne zespolone dla rzeczywistych kK, .
Znikanie wyznacznika @Q = det (4;,) jest warunkiem koniecz-
nym do wyznaczenia wspbélczynnikéw rozwiniecia /2.2/. Zatem



roéwnanie dyspersyjne
/2.5/ Q(-w,k) =0,

traktowane jako wielomian wzgledem W przy danych k, 4 ma
w ogolnosci pierwiastki zespolone. Oznaczmy te pierwiastki przez

/2.6/ o = TV t,x, k)

dla i=1,...,0 /x oznacza zmienne x, , k oznacza zmienne ky /o
Réwnanie dyspersyjne mozna przedstawié jako iloczyn n czyuani-
kéw postaci

/2.7/ Q-0 k)= - w + Tt x k)

Znikanie jednego czynnika wystercza, by réwnenie dyspersyjne
byio speinione, Ograniczymy si¢ do rozwazenia jedmego rodzaju
fali, okredlonej réownaniem dyspersyjnym

/2.8/ QY (-w,k) =0

i bedziemy dalej opuszczaé wskaznik' "(i)" .

Réwnanie /z.8/ jest réwnaniem rézniczkowym czastkowym pier-
wszego rzedu dla funcji fazowe] y(hx) . Wstegi charakterys-
tyczne tego rownania sg okreslone przez ukilad révman kanonicz-
nych

/2.9/ x, =9Q/3k, ,
/2.10/ ke =-9Q/3x,
gdzie kropka oznaczono pochodna zwyczajng wzgledem parametru s
na krzywych charakterystyczoych x, = x,(s) . Wziawszy pod uwa-

ge /2.7/ i zakitadajac, ze hamiltonian H  jest niezalezny od
czasu t mamy

/2.11/ t =1 0 =0,

Mozna zatem bprzyjaé, z2e t=s . Otrzymujemy w ten srosob ukiad
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réwnan kanoniczanych Hamiltona

/2.12/ ” Xy = O/, ,

/2.13/ ke ==3%/dx, .

Promienie x,=x,(t) i predkos¢ promieniowa |, = %, sa rzeczy-
wiste wtedy, gdy czesé urojona hamiltonianu nie zaleiy od k, .

Podobnie, k, jest rzeczywiste wtedy, gdy czesé urojona hamil-
tonianu nie zalezy od x, . Stad wniosek, Ze

/2.94/ ImH = coust,

Warunek /2,14/ wystarcze, by dalsza procedura byla popraw-
na. /% przeciwnym razie naletaloby rozwazyé dwa rodzaje pro-
mieni odpowiadajgce dwom réwnaniom dyspersyjoym

/2.15/ -0t X, (hx,k) =0,

/2.16/ -y v U (tx,k) =0,

wynikajacym z /2.8/; H, 1 JLI s8 czescia rzeczywista i uro-
jona hamiltonianu, orzy czym, zgodnie z poprzednim zalozeniem,
k. sa rzeczywiste, zatem ¥, /Gx‘= O . Oczywiscie pozostaje

jeszcze problem irlasciwego sformutowania réwnan transportu./
Funkcja fazowa jest okreslona réwnaniem

12.17/ : it-u*k,y,nl,
a lagrangian [ jest zwigzany z hamiltonianem X  2zaleznoscia
/2.18/ L=-H+k Mk,

wynikajaca z /2.17/. Widaé, ze

2,19/ Iml=-Tml

czyli e ImL =-w; = const., ¥ ogblniejszym przypadku, gdy X
jest funkcjg czasu /wtedy w=9%/2t w réwnosci /2.11//,Im %
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Jest funkcja czasu, a wigc ImHK = wy(t) . Zwatywszy, ze funk-
cja fazowa jest okreslona na promieniu x‘-)&(t) catksg

i
/2.20/ () -t{L(s,x,k) ds + ¢ (£557),

gdzie x5 =X, (t°) i k=i (t) , bedziemy zekladaé, %e spetnio-
ny jest warunek
t

/2.21/ - Ju,()ds +y,(¢) 3 0
to

w pewnym otoczeniu t° dla t>t° ., wowczas {z >0 i funkcje
S, (f] sa ograniczone przy p -2 @ ., Warunek /2.21/ powinien byé
w szczegbdlnosci spelniony wtedy, gdy TI({')-O . Stad woiosek, ze

t
/2.22/ Jus)ds € 0.
(57

w iorzypadku hamiltonianu niezaleznego od czasu wy = const na
promieniu i /2.22/ sprowadza sie do

/2.23/ Q

L&

[
Z fizycznego punktu widzenia spelnienie warunku /2,23/ przez
ukiad réwnan /2.1/ oznacza brak Zrédet energii,

Zalozenia wymienione wy¢ej sprawiajs, ze wyrniki prac [1] ,
[2] i [3] stosujg sie w catosci do przypadku niekonserwatywnych
ukladéw réwnan postaci /2.1/. W szczegbélnosci pozostaje praw-
dziwy lemat o kierunkach promieniowych /por. dowdd lematu w
vracy [1] /, a zatem postaé réwnah transportu pozostaje bez
zmian.

3. ROWNANIA MED

Rozpatrzymy réwnania magnetohydrodynamiki w postaci skalar-
nej jednowymiarowej, tj. w przypadku gdy pole elektryczhe By
po'le magnetyczne B i predkosé gazu przewodzacego v Sa od-
powiednio vostaci (0,E,0) , (0,0,B) i (v,0,0) . Wéweczas
uklad rownsnh magnetohydrodynamiki przybiera posted



A
/3.1/ g—g—-l-cfg;a-i-ra(E-VB)-O,
E
/3.2/ }$+'§-;-o,
ot 3 A e )
/3.3/ g;-i»v-ﬁ-i- 3?7" .pgs(E vB)=0,
/3.8/ sﬁ'“%}'*!%'o-

Zmiennymi zaleznymi sg E , B , v 1 gestosé gazu ¢ . Stale
dodatnie ¢, i & sg§ odpowiednio predkosciq Sswiatia w préini
i przenikalnoscig dielektryczng prézni, p >0 jest przewodnos-
cig elektryczna osrodka, Predkosé diwigku &£ jest funkcjg ge-
stosci: &4(¢) = h?’ s, gdzie k>0 % F)O sg stalymi /f =
(x-4)/2 , % >4 jest stala politropows/. Po wprowadzeniu no- .

wych zmiennych
/3.5/ B'~cB , ¢ =ale)/

dostajemy uktad réwnah symetrycznie hiperboliczny

/3.6/ Fruptrp gy -0,
/3.9/ : :—: + C.%% =0, :
/3.9/ : : ;%-+v;{-+”g%-0

/primy opuszczono/, gdzie § = Jg‘/l‘ S (}/h)'/">o :
Dla (w,) = (€,8,v,q) uklad réwnas /3.6/-/3.9/ ma postaé
/2.1/ z macierza

0 <, 0 0
0 ¢
/3.10/ (A%,) = o -
0 v e
0 g fs v
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i wektorem o
T (E-§)
/3.47 (8;) i
3-11 5‘ - 4 L5 -
:‘;(E zBe
Q

W celu znalezienia macierzy dyspersyjnej i;k danej formuig

/2.4/ obliczymy najpierw pochodng 98, /3w, . Mamy

= i ik

&, &e, Sty g

Y 0 0] 0
/312, ®)=|3 s Wi

S

0 0 0

L < V¥ 5
Fos oA a s
. ke, - 0 0
7393/ (A )=| 8 2vB o - z
—tﬁ Lc:_? "kavft?‘f? thC
0 0 kh -4 +hy

przy czym k oznacza Ky T

. Stad otrzymujemy

]

4. ROWNANIE DYSPERSYJNE, PROMIENIE I FUNKCJA FAZOWA

Zakladamy, ie W (tx) w rozwinieciu /2.2/ jest wektorem pos-
amy :

taci (o,o,v,,r_) ze stalymi v, i ¢,

. W takim razie

f SV -
i == ke, ti ik 0 0
: ke, - 0 0
/4.1 (Au)= .
(4 0 0 -t ky, kpe.
0 -0 kH, =w+ky,
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a wiec
J4.2/ det (A= (¥ iglle -kt + ik g')x
x(wt-2kv,a tky - k‘}'g:) :
Wszystkie pterwiastki réwnania dyspersyjnego det (#,.) = O
sa pojedyncze. Dwa pierwsze,

: ' A - 1 . 4. 4 1
/4.3/ 0."'{(:‘1'*;\!2' s _-{{ZJ

gdzie A = - z:z+ 4k'¢t - 4ikv,s , odpowiadaja falom tyou
elektromagnetycznego. Dwa pozostale pierwiastki,

Yy o = (vtpedk Ko‘-(\l,—fg_)k)

odpowiadajg falom typu hydrodynamicznego. Pierwiastki /4.3/
spelniaja warunek /2,14/ wtedy, g&y v,= 0 i gdy k> a, /4s, ,
gdzie ﬂ,u‘!/&,c;" jest.przenika].noéciq magnetyczng prézni,
Przy tych zalozeniach warunek /2.23/ jest takze speiniony.
Wektory zerowe lewe i prawe macierzy dyspersyjunej /4.1/
przedstawiajg sie¢ nastepujgco, Dla pierwiastka Ry

.5/ ()= (ke fuy y=1,0,0), ()= (0, /ke,y~1,0,0).

Dla pierwiastka u,_‘:

re.6/ ()= (ke,/n, =1, 0,0), (ﬁ)=(u,/§c.7‘1 S0
Dla pierwiastka &, :

. L)=(0,0,1,17, (r)=(0,0,1,1).

Dla pie;‘wiastka (AP

fu8/ . tkd=(0, 0,~4,1), ;) =10,9,~1.1).

Przechodzimy teraz do obliczenia promieni i funkcji fazowych
odpowiadajacych pierwiastkom /4.3/ i /4.4/,
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Fale typu elektromagnetycznego /pierwiastki w, i &, /. Ha=-
miltonian ma postacé
: £ 4 -2 4/
/4.9 (k) =-7 8 & (i +4aka)
ze znakiem goérnym dla w, 1 znakiem dolnym dla &, . Stad
predkosé grupowa

4 -t/2
/4.10/ . 1= H/Ik =2 2kt (-6l +hited ,‘ :

Rozwigzujac réwnania kanoniczne Hamiltona

/5.11/ x=y, k=0
otrzymujemy wst¢gi promieniowe

/4.12/ ‘ =yt ey’ k=k*,
gdzie x* i k° sa wartosciami poczgtkowymi funkcji x(t) i k(t)
dla t°=0Q . Oczywiscie Yy Jest stale na promieniach. Lagran- .

gian

/8.13/ L) = 2ist 3 -Sleanted )™

jest takie staly na promieniach. Zatem funcja fazowa okreSlona
jest przez calke :
: t

/4.14/ p(tx) =[Lds +¢"() = [t +¢°(x")
0

na promieniu p:pzeci_na.,jacym o8 ¥ w punkcie x* , tj. na promie-
niu /4.12/, przy czym '{.(X)‘ ¢ (0,x) . Fiech k'(x*) oznacza war-
tos¢ poczgtkowy funkcji k(t) na tym promieniu. Poniewaz

/8.15/ k() = dy' () dx”
to ostatecznie funkcja fazowa jest okreSlona w pewnym otoczeniu

t=0 dla t>0 przez formule /4,14/, gdzie poozono x"-x—'t =
to jest '
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/4.15/ l{(t,X)=L(k)f + ‘('("t”

z funkcja k(t,x) zdefiniowang w sposéb uwiklany przez zalei-
noéé AL

/4.16/ k= k°(x-r(k)(’).

Fale typu hydrodynanicznego /pierwiastki wo; i w©, /. Ha-
miltonian ma postaé

/4.17/ Kkl = (vt pe)k

ze znakiem gérnym dla i znakiem dolnym dla w, . Jest to
funkcja liniowa zmiennej Ak , a wiec w tym przypadku nie ma
dyspersji. Predkosé grupowa

/4.18/ y=vtipq

jest réwna odpowiedniej predkosci charakterystycznej dla ukla-
du hiperbolicznego /3.6/-/3.9/ /patrz macierz /3.10//. Rbéwna-
nia kanoniczne Hamiltona,

/419 _ x=Y, =0,
maja rozwigzani;e
/4.20/ ; xxyf*‘x, k-k"

L

czyli takiej samej postaci jak poprzednio, Jednak tym razem
lagrangian [ Jjest réwny zero i funkcja fazowa jest stala na

promieniach:
t

/4.21/ ¢ (t,x) =[Lds + \ou(x') = Y'(k‘} :
] 0

Zatem w pewnym otoczeniu t=0 dla t>0 funkcja fazowa jest
okreslona formula

/4.22/ cf(t,x) = Y’(x— yt)
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ey danym przez /4.18/.

5. ROZWIAZANIA ROWNAN TRANSPORTU

Ograniczymy si¢ do obliczenia pierwszego wspdlczynnika roz-
winiecia fali biegngcej /2.2/, tj.

/5.1/ gt (6,0 = o (4,x)7;

dla obydwu rodzajoéow fal. W tym celu rozwigiemy pierwsze réwna-
nie transportu

/5.2/ staclle® +be=0
pa promieniach, a nastepnie znajdziemy funkcje &(t,x) w pewnym
otoczeniu t=0 dla t>0 .

Wispbélczynnik aq moina obliczyé posltugujac sie relacjq

/5.3/ L&"a“'li‘;t:'i‘l '

/oor, /4,14/ w pracy [1] /, gdzie I;t =Pk [P, 1 u=u
Wzigwszy pod uwage /2.4/ i /3.13/ stwierdzamy, ze .4."“'-0 i ze

-0 0 ifac, 0
- (1] g 0
/5.4/ - A5)=
(4) -ileg itv/ay - 504 B
0 0 0 0
-0 /e 0 ey
PR e 9 8 . #
i wl= e k o |
L o 0. 0 k
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0 0
- 0 0
0 0 kf 0

Stad dla fal typu elektromagnetycznego a=0 , dla fal typu
bydrodynamicznego

/5.7/ a=t(1tp)k

ze znakiem gérnym dla w; i znakiem dolnym dla &, .
Wspbélezynnik b okreslony jest relacja

/5.8/ kb =4Duvw
/por. /1.18/ w pracy [2] /, gdzie Dy = Iuﬁ/ﬂ' + A-l?/’?x i

W, = h.h B

Dla fal typu elektromagnetycznego otrzymujemy

/5.9 LDat, = & 7 (o, /k) - ,, (6, /k),
/5.10/ . LDan =& L (0 /4)- T (o /w)

/pierwsze wyrazenie dla fali odpowiadajacej pierwiastkowi B,
drugie dla fali .odpowiadajacej «, /, a stad.

‘

5.0 b, -=—£:.k3—;(~. )+ ;:.u,g; (0,7k),
/5.12/ bt'-iz.kg;—(u,/k)+£t,u,g7(~,_/h).

Po wykonaniu rézniczkowania i uwzglednieniu réwnosci

? 7
/5.13/ ,—: tros %

ktéra /jak tratwo sprawdzié/ speinia funkcaa /4.16/, mamy osta-
tecznie
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/5. 4/ b= by = ~ie KL (k) L, () Fk/ax .

Pochodna ?Pk/fx w tym wyrateniu moina sprowadzié do postaci

e _ Ak’ dis Oy -1
/5.15/ i T dettee et

gdazie di°/dx® jest pochodng funkeji /4.15/,

Dla fal typu hydrodynamicznego proste obliczenia dajg wspdl-
czynnik b=0 ., '

Jak widaé, fale typu elektromagnetycznego sg wyjatkowe /a=
=0/, tj. zachowujg sie¢ jak fale liniowe, i ulegaja dysversji
/b$#0/, Tatomiast fale typu hydrodynamicznego sa nieliniowe
/a§0/ i propaguja sie bez dysversii /o=0/.

Fale typu elektromagnetycznego. Rdéwnanie transportu ma Do-
staé

/5.16/ 6+ be =0.

Poniewaz wspéiczynnik b(k) jest staly na promieniach, to roz-
wigzaniem tego réwnania jest funkeja

/5.17/ a(t) = a'(x*) exp (-vt),

gdzie o (x*) jest wartoscis poczatkowsy na promieniu przeciza-

jacym o8 x w punkcie x* . Punkcje e€(t,x) okreslona w vevnym

otoczeniu osi x dla t >0 otrzymuje si¢ z /5.17/ vrzez nod-

stawienie x°=x-yt /takie we wspblczymniku b /, co daje

/5.18/ 7 6 (t,x) = 6°(x- yt) exp(-bt),

przy czym funkeja k(t,x) ~ jest okreslona vrzez /f4.16/ z Y =1

lub y = y, danym przez /4.10/. '
Fale typu hydrodynamicznego, Réwnanie transvortu

/5.19/ ¢ taellet=0,

gdzie a i Yy sa stale na promierniu, ma rozwiazanie



i
>
o

'

/5. 20/ 5(t)= (1/c"() +aeTTt)

Stad mamy

/521 5((’,x)=(4/6"(!-{(’)*1:!"'(‘)4

z funkejg y(tyx) postvaci,/4.22/; ¢ =y, lub =y, Jest
dane przez /4,18/, a = a, lub a= a, Jjest dane oprzez

/5.7,

6. ROZWIAZANIA ASYMPTOTYCZNE

Zbierajac wszystkie wyniki otrzymujemy rozwiazania asympto-
tyczoe rownarn /3.6/-/3.9/ dla p- e odpowiadajace kolejnym
vierwiestkom réwnania dyspersyjnego.

Fierwiastek &, :

1 4 o :
/6.1/ E'VG -Era'{x—,‘f)exp(trq-bf‘),
/6.2/ a~-f—P e* (x-pt) exp (ipy - bt),
76,5/ va 0 .
/6.4/ e~ f.-

Pierwiastek by 3

1
6.5/ €~ 5 ok o0t exp (ipg-bt),
/6.6/ B ":F o (x- pyt) exp (ipy - bt)
6.7/ va o,
/6.5/ ; g ~ f"

Pierwiastek Ny 1t

/6.9/ E~0

/6.10/ . B~0,

/6.1 et T e T e () £, e T,
i "4 Y ° [¥ -

/6.12/ g pet ift (1/¢ (x-y,f)+ ae ey,

Pierwiastek L
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/6.13/ E~0,
/6.14/ B~ o0,
/6.15/ vy, - —e "(1/:'(1 pet) + a e 1e)
/6.16/ ¢~ f.+—¢"(‘!/f‘(! LA

W powy2szych wyraseniach funkcja Y(t x) jest postaci

/6.17/ (= .Lt +Y(' y,t), (= -C‘i' "‘Y(x-rf)

dla &, 1 &, , albo péataci

/6.18/ Y’Y‘(’-Y!ﬂl t(-n('(x—rht)
dla w4, 1 w, .

7. ‘KONKIUZJA

Rozwigqzania asymptotyczne réwnan mhd ze skoficzong przewod-
noscis moina podzielié na dwa rodzaje. W rozwinig¢ciach asym—
ptotycznych p ierwszego rodzaju tylko pola E i B majg réz-
ny od gzera wyraz rzedu 41/p ; sa to fale liniowe podlegajace
dyspersji. W rozwinieciach asymptotycznych drugiego rodzaju :
tylko v i 1 maja réiny od zera wyraz rzedu 1/p ; sg to fa-
le nieliniowe Dez dyspersji. ;
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