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ZASTOSOWANIE BILTIUOWEJ TEORII PLASTYCZ1:0ŚCI 

lJO ZAGADNIEŃ PROPAGACJI FAL PODŁUŻNO-POFRZECZi~YCH 
W PÓŁPRZESTRZEHI . 

W.K.Nowacki 

1. Wstęp 

Aktualnym:l ~· · roblemami dynamicznej teorii plastyczności 

są ' problemy przestrzenne,jak · róvmież . problemy propa~acji fal 

w złożonym stanie napięcia, lecz zale.żne od jednej zmiennej 

przestrzennej. Za3adnienia te posiadają zasadnicze znaczenie 

praktyczne. Ich niezaawansowanie ~ literaturze związgne jest 

przede wszystkim z trudnoś.ciami natury matematycznej i rachun­

kowej jak i również z trudnościami natury fizycznej. ',V zazac~:.e­

niach tych na poważne trudności natrafia stosowanie teorii 

deformacyjnej - nie mo7;~c spełnić postulatu o po'LI::rywanit;. się 

kierunków głównych tensora napręż .enia z kierunkami głównymi 

tensera odksźtałcenia~ 

W literaturze istnieje kilka rozwiązań dotycz~cych pro­

blemów propagacji fal w złożonym stanie napięcia /dla· jednej 

· zmiennej .Przestrzennej/. I tak w pracy [ 13] autorzy rozwiąza­

li zagadnienie samopodobne propagacji fal poprzecznych . 
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i podłużnych w odwracalnym ośrodku nieliniowo-ep·rężystym -

- półprzestrzeń obciątona stałym w czasie i przestrzeni 

wymuszeniem kinematycznym. W pracy [3] rozwiązano zagadnienie 

propagacji !al w półprzestrzeni,wypełnionej ośrodkiem idealnie 

. plastycznym,przy załoteniu na jej powierzchili stałego napięcia 

no~malnego i stycznego. Jest to równfeż zagadnienie samopo­

dobne. W pracach [ 14 i 15] ,opierając się na równaniach 

konstytutywnych dynamiki gruntów S.S.Grigoriana,przyjmując 

znaczne u~roszczenia natury fizycznej,rozwiązano następujące 

zagadnienia: problem półprzestrzeni z zadanym na jej powierz­

chni skokowo ~tałym ciśnieniem normalnym i stycznym oraz 

problem półprzestrzeni z zadanym na-powierzchni stałym w czasie 

ciśnienie normalnym,poruszającym się ze stałą prędkością. 

Oba przedstawione za~adnienia są samopodobne. Ze wz~lędu na 

przyjęt~ tutaj obciążenia nie występowały w tych pracach 

za3Sdni en i a fe :~::'1 owania się frontów fal plastycznych, które 

powstają na skutek współdziałania fal poprzecznych i podłuż­

nych. ~e zagadnienia te .położono naciek w pracach (6 - 9] • 
Skonstruowano w nich rozwiązanie niesamopo4obnego problemu 

propa~cji fal w półprzestrzeni eprężysto-1epkoplastycznej. 

przy zadanym monótoni:~nie rosnącym w czasie a następnie 

malejącym ciśnieniu normalnym i stycznym na powierzchni 

półprzestrzeni. W pracy [6] o~aniczono się do problemu 

obcią~enia. W pracy [ 7J rozważono ró'WT!ież zagadnienie odcią­

żenia. Niestet;y przyjęte tutaj równania konstytutywne ośrodka 

sprężysto-lepkoplastyczne$0 nie całkują się w obszarech 

http://rcin.org.pl



- 3 -

odkształceń lepko-plastycznych. Aby rozwiązać efektywnit 

poetawione zagadnienie trzeba odwołać się do obliczeń nume­

rycznych i tą drogą przeanalizować wpływ poszczeg6lnych 

parametr6w na rozwiązania. w [s] zestawiono wzniki obliczeń 

numerycznych dla powyższych zagadnień i ich analizę dla 

r6żnych wariant6w zmiany w czasie i r6żnego charakteru 

przyłożenia do powterzchni p6łprzestrzeni napięć normalnych 

i etycznych oraz przeprowadzono analizę wpływu wartości 

wsp6łczynnika lepkości na pole naprężeń. W pracach [6,7,8] 

przyjęto w celu uproezczenia obliczeń numerycznych model 

ciała bez wzmocnienia - model K.Hohenemsera i W.Pragera. 

W ( 9] uwzględniono wpływ wzmocnienia materiału na związki 

między polem naprężeń i odkształceń •. Nie wprowadziło to 

zmian jakościoeych w obrazie rozwiązań,natomiast wykazano tu · 

znaczny wpływ ilościowy w.zmocnienia ,kt6ry jest istotny przy 

małych prędkościach odkształceń i dużych wsp6łczynnikach 

wzmocnienia materiału • . 

Celem niniejszej pracy jeet rozwiązanie zagadnienia 

propagacji fal w p6łprzestrzeni obciążonej na powierzchni 

d·owolnie zmiennym w czasie ciśnieniem normalnym i stycznym. 

Za punkt wyjścia przJ.jęto r6wnania konstytutywne [1] • Są 

one uog6lnieniem związk6w J .s .. Koehlera i F. Sei t za ( 1 O] na 

przypadek złożonego etanu napięcia,uwzględniają one ściśliwość 

plastyczną materiału. R6wnania te w jednoosiowym stanie 

odkształcenia,przechodzą w klaeyczne związki teorii deforma­

cyjnej. Zaetoeowanie teorii biliniowej w problemach złożonego 
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s tanu napięc~a me tę z~ l~t ,~ stosunku do innych ~eorii 

plas~yczności, że r6wnania proble-mu całkują się · zarówno w 

zak~~3ie ~prężystym jak i plaetycznym. Jest to olbrzymią zale­

tą !ej teorii,gdy~ pozwala na efekt~e skonetruowanie 

rozwiązanie wielu zagadnień brzegowych,chocia~ teoria ta 

poeiada pewne uproezczenia natury fizycznej. 

W pracy, w punkcie 2,przedetawiono r6wnania wyjściowe 

problemu,omawiając w skr6cie istotę tej teorii; w p. J podano 

rozwiązanie po~tawioneg~ problemu brzegowego,dyskusję obszar6w 

na płaszczyźnie fazowej - przedstawiono przypadki propaeacji 

fal słabych i silnych nieciągłości; w p.4 podano kilka· uwag 

dotyczących fali odciążen~a. 

2. R6wnania wyjściowe problemu 

·Rozważymy ruch ośrodka,opieenego · modelem biliniowym, 

wypełniającego p6łprzeetrzeń,na powierzchni kt6rej- przyłożono 

napięcia normalne i ·styczne /rye.1/ 

12. 1 1 5:1 i c! t) = - l ~ (t) J , ~z (o. -t)= -l "o l t) L 
dowolnie zmienne w czasie. 

Przyjęto w rozważaniach uog6lnione w pracy [1] związki 

J.S.~oehlera i F.Seitza [10] na przypadek złożonego st.snu 

napięcia, uwz.ględniając ściśliwość plastyczną materiału w 

taki sposób,aby związki między naprężeniami i odkształceniami 

dla ciała idealnie plastycznego były biliniowe. Zwiazki te 

w etr~~ie plas·tycznej, dla procesu Clktywnego obciążenia dane 

są w poetaci 
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A A (i . 1 )r . . ;., . 
e~i = ~fił .i+ 2fz-2;, ;( ~~i - /L~,·) · 

/2.2/ C · ~ c- ( Ą .i . '\ ( bo. " ) 
c~~ ~ 3k' .. Q~;_ -;- \.3K2-3Ę r Gi,· - c..i 

w zakreeie eprężystym 
- ~ 

e~ i z 2iił ~~i 
/2.3/ u l Ą " 

E ~- :::. 3~/ 6';~ 
"'" . l\.oj 

e~i i -6:J oraz E;..;, i El~ oznaczają odpowiednio dewia-

tory .i pierweze niezmienniki teneora odkształcenia i napręż.e­

nia; 6i..J jeet tensorem naprężeń początkowych,odpowiadających 

. warunkowi płynięcia; f'., i ł<~ są odpowiednio modułami 

·od~eztałceń poetaciowych ·i objętośeiowych; fz i Kz eą 
stałymi materiałowymi w zakresie plastycznym 

. E · . . E~ 

12 41 u t 3 K - --=- .. 
• l 2 = 2(~-+-~) l 2 -1.-2 Y2 . 

R6wnanie /2.2/2 jest przedetawiane ~ficznie na rye.J, 

przJ czym stał~ J<l · jest modułem ściśliwości w etrefie plae­

tJc~nej. Wap6łcz,nn1k Yz określono~ [1] dla rrzypadku proe-

gd?,iie ~ . jest odkeztałceniem podłużnym pręta a E::2. - odkształ-
. . . (4) (1) . ' 

· ceniem poprzecznym oraz Et i e, są odkeztałceniami odpo-
. . 

wiadającJmi punktowi płynięcia /rye .2/ otrzymamy z /2.2/ 

_(2) J ( . .· Q)· (Z) . ~-'! r· ,..;,J 
/2.5/ Ei = Ez. 6'-S , Ez =--G:. ·6"-o · 

Wep6łczynnik Yz określono jako stosunek odkształcenia poprze­

cznego w etrefie plastycznej do odksżtałcenia pod~użnego 

w !trefie plast7cznej 
..(:) . 

/2.6/ Yc:. ~- ty~., 
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Tak więc Vt. w związkach /2.4/ jak r6wnież }A1. odgrywa rolę 

współczynnika Poissona· i . modułu ścinania w strefie plastycz­

nej. W próbach jednoosiowego rozciągania Ez. może być otrzy­

mane z wykreeu o-e. /rys.2/, k?. z wykresu 6;_~-1:.:·~ /rys.)/ 

a Yz określimy na podstawie /2.4/. 

W p~cy [1] podano również inną postać równań /2.2/ 

/2.7/ 

wprowadzając współczynnik poprzecznego zwężenia plastycznego 

f zdefiniowany jako stosunek 

/2.s/ P'=- tfc/ ' 
gdzie f/ i c'f są określone na podstawie /2.2/ dla jedno­

osiowego stanu naprężenia f-;" .:{~:.-k)(s~6'0) i e{::.·(:~-~Xo-~) 
W pracy przyjęto warunek plastyczności Misesa 

l 4 l 2 
/2. 9/ ~ : 2 ~ ~j ~Cj : Ko 

gdzie J; jest drugim niezmiennikiem dewiatora naprężeń. 
Proces aktywnego obciążenia będzie miał miejsce wtedy 

gdy d l:.'~ O • Podobnie jak to ma mi.ejsee w innych teoriach 

plast1czności,przyjęto tutaj odciążenie sprężyste. W odciąże­

niu,związki /2.2/ przyjmują postać : 

~ l)_ j_ ) ( {"'W&) eJ ) 

12.101 ei,i=2fL .. ~1·+~z. -2f'i -1~· -Ą:l ' 
c j_ C': ( j_ j_ )( i~~) (ł) 
c~;, = 3Kl Oii. +' 3k'z- .3 t<, ~i. - ~~ , 
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gdzi~ ałfil"', jest teneorem naprę~eń na fali odcią~enia. 
Powy~eze związki fizyczne nale~y uzupełnić równaniami 

równowagi dynamicznej 

/2 ·• 11/ 6'.· · - o ·u,. "" :o l. . I..C;k j .,, 

oraz związkami · dla małych deformacji 

12.121 E;·= ! ( u~,i i-'Ui,d. 
Przy przyjętych warunkach brzegowych typu /2.1/ w pół-

przeetrzeni propaguje się układ fal napr.ężenia, zależnych 

jedynie od dwóch zmiennych x,t: 

ILL-t('-,t) =U1 , U.z.(X,-l):::'U~, ·u~(:x,~) :: 0. 
W związku z tym stan naprężeń i·odke~tałceń spełnia następu-

jące relacje 

/2.13/ E.,f ='U~. t ; E 1.2 = Ezi• f U2,1.; Ez3, e•~ ~ t'".;l:z.-~t;l =O; 
GZ2. ~ 63~ . ; 61 ~ -=-· t.?-z. ~ .. o. 

ponadto 

/2 •. 14/ ~.i= f_.t,-t ) Vz,t-= ~ eu,-t 

gdzie oznaczono V~=1i.,,t: 

Mając na uwadze /2.13/ i /2.14/ równania rozważanego problemu 

przyjmą naetępującą p~tać: 

/2.15/ 

W procesie 
aktywnego 
obciążenia 

w strefie 
plastycinej 
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0 11,1 -g V.,!= O J v,.-t-:. Eu,t: ,. 

041, t- gv2,-ł: a 0 ; VŻ,ł =2 e12.,i::' • 

Warunek płynięcia /2.9/ będzie miał postać 

12 • 111 ::1; = ł [ ( 5;1 - G;Sl. + o 6'f~ 1 = k! . 
Ponadto rozwiązujemy problem przy zerowych warunkach począt­

kowych 

/2.18/ u,
1

(x,O) s U1 (X,D)= O> 'U,.lt(1-,0);1A1,t(>C,O)::O. 

3. Rozwiazanie problemu i analiza frontów fal 

obciątenia na płaezczyźnie x,t 

Wyprowadzony układ r6wnań /2.15/ i /2.16/ jeet układem 

r6Wnań - hiperbolicznych,mający naetępujące rodziny rzeczywie-
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tych charakteryetyk: 

wetrefie odkeztałceń . eprężystych oraz w strefie odciążenia 

/J .1/ X :;: O..t'l t= U,'\~t, X:; a..i2i:-= Gu•"'~~, 

w strefie odkeztałceń plastycznych 

/3.2/ 

gdzie prędkości fal eprężyetych i plastyczny~h są określone 

naetępująco: 
: _ 3Kt+-4p, · 2_ffi 2. 3~+4P2 t 

IJ•JI · a~,- 3f i a,:!.- f ; a.z,= ~f' j a~z =7· 
Przyjmując w -biliniowej teorii plastyczności E1 > E2. oraz 

l<,~ K2 , będą e pełnione nier6wnośc·i a,,> a"L , a2,> a22- , 
a

11 
>aJ., , a1.z ::> a21 • Mogą natomiast zachodzić trzy przy-

padki: Q2J >afl , afJ. /'0,2.1 i a12.•C/J:1 ftóre będz-iemy 

ezczeg6łowo rozważali. 

Układ równań /2.15/ i /2.16/ można zastąpić ekwiwalentnym 

ukła'dem równań wzdłuż charak~eryetyk: 

0 11 + )' a~ 1 v1 :~ C ODe t dla x + a 11 t const, 

e--,.2+ fa12v2= c one t dla X + a 12t = conet, 

s,ri Ya21v1= eon et dla X + a21t = const, 

5 ,2+ f 8 22v2= const dla X + a22t = const. 

Zaletą modelu biliniowego . jest fakt · całkowalności związ-

k6w na charakteryetykach w obszarze plaetycznym,co pozwala na 

rozwiązanie ezeregu problemów granicznych w złożonym etanie 

napięcia w postaci zamkniętej,bez uciekania eię do niezmiernie 

uciążliwych obliczeń numerycznych. 

W zależności od charakteru zmiany w czasie naprężeń ~~~) 

i te l t) , przyłożonych do powierzchni p6?przeetrzeni ;mogą 
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propagować się w głąb półprzestrzeni fale słabej i ~ilnej 

nieciągłości. Fale !ilnej niecią~łości mogą się propagować 

tylko w przypadku nieciągłych funkcji f5o(t:.} i ·?:o{t) • Model 

biliniowy. przy założeniu E-t ~Ez , 1<1 ~k: nie dopu~zcza do 

powstania fal uderzeniowych. W pierwszej kolejności rozweżymy 

przypadki powstawania fal pla~tycznych obciążenia,słabej 

nieciągłości. 

3.1 Fale ~łabej nieciągłości 

Założymy,że funkcje 6'o/f) i te/t) są funkcjami ciągłymi, . 

przy czym ~{O)= O i ic(O)= O • Obraz falowy na płaszczyźnie 

fazowej x, t jest następujący. Wra~ ze wzrostem naprężeń 6'c{t) 

i Lo{t) na brzegu,w głąb półprze~trzeni propagują się dwa 

nieoddziaływujące ze sobą układy fal Riemanna z prędkościami 

a 11 i a 12 /rys.4/. Rozwiązania analityczne w poszczególnych 

obszarach płaszczyzny fazowej ~ą następujące: 

Obszar I ------ -
/).S/ b,, = _ r;; {l- f..} />ze • -~, S:,(i --k,}, 61~· Vz • O, v, • f~< 0.( t- /;,}. 

Obszar II ------ --
/3.6/ 6;1 :- ~~f - j;

1 
) 7 <1Zz. s Yc 51ł, 61-z.,.- ~ (t- łtt), '11 =-f~N r;;1J V,-=--ja,/łt . 

Następnie począwszy od pewnej chwili t = ts,w które to 

obciążenia brzegu półprzestrzeni spełniają warunek /2.17/ tzn 

-/J. 7 l 

przy czym ze związkó~ fizychnych /2.15/ w zakresie sprężystym 
3~-2 wynika,że (;:;2..V.0 Ci,1 gdzie Y.~ 1 }'lf ,zacznie rozprze-

-~ , " 3k., + 4rf 
niać się front fali plastycznej obciążenia. 'i'l zależności od 
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stosunku prędko~ci a 12 i a 21 będziemy mieli r6iny obraz 

rozwiązania na płaszczyźnie x,t. Rozważymy kolejno trzy 

przypadki • 

. ~!~lE~~!!~ I · 8 21 /' a 1 2 

W tym przypadku /rys.4/,począw~zy od chwili t=t
9 

zaczyna 

rozprżeetrzeniać się front feli plastycznej x··= i.f(ł) , ze 

zmienną prękością. Na fali plastycznej ;c= i.f(t ; powinien 

być spełniony warunek /2.17 l. Problem określenia fali będzie 

.poetawiony jednoznacznie wówczas, gdy prędkość fali plastycz-

.nej C= tf'(ł) będzie ograniczona w przedziale 

/J ~8/ a1t ~ e~· a~., 

~a ks3tałt fali plastycznej ):i(ft) będą miały 

wpływ jedynie gradienty naprężeń normalnych ~f dla 

t > te oraz etycznych ~t'o dla t < ts /rys. 5/. 

Natomiast nie będą . miały wpływu na jej kształt gradienty 

. naprężeń normalnych dla t ( . ts i stycznych dla t> ts. 

Prędkość początkow~ feli obciążenia można określić 

id~ntyczriie jak to miało ~i~jsce przy fali _ obciążenia w 

analogicz~ym problemie ~rzegowym dla modelu ciała sprężysto­

lepkoplastycznego [6,7] • Można też okre~lić początkową 

prędkość fali plastycznej w p6dobny ~pos6b jak w pracy W.L. 

Bidermans [2] ,odpowiednio go modyfikując. W niniejszej pracy 

określimy prędkość początkową fali o ·::>ciąż. enia w znacznie 

prostszy spos6b. Założyrny,że dany jest front fali plastycznej 

• Z dowolnego pun~tu obszaru V poprowadzimy 

charakterystykę dodatnia i ujemną do przeciecie się z falą 
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~ Związki /3.4/ na tych charakterystykach mają 

postać 

/3.9/ 6f."{x,t)r:o G;:(~1111 )-pa11 Vł(x,f)+ fQ~~v/(1",), 
~1 { 1, t) ,., s;,/ ( t11 ) + f4u v., (t., l) -pa~, v/ ( ~lf) ~ 

tut_aj oraz w dalszym · ciąBU gwiazdką będziemy oznaczali 

wartości na fali X= f(i) • Z powyżezych związkcSw otrzymamy 

/).10/ 2 6;t(t,ł) ~ 6;/(i11 ) +G': (~N)+ fa~.~[ v,*/1:"'}-v/*(jN)], 

a naetępnie r6żnic~~ując /3.10/ względem czasu będziemy mieli 

d "r'::Jt · d6*'21: [dv.*~t"' dv.*tp~J 'JrJ . . G;, .". f+ -~~+fa" 7 iJ - _, ~ . 
/3.11/ 2y f: dl;. '~ł f iJi; 'Jt . d,., .f: . di/'1 (,t. 

'O ·~ 'Oi:N 
Pochodne U i t()t obl i.cz~y odpowiednio z charakterye-

tyki X= XM - a21 /t-tM/ i X = XN+ a 21 /t-t~/,prży czym X11•tf(l,.,) 

i jN: 'f/i!Y) 
'di", o:, li'tN a(J., 

13 
•
121 

ret : a2.J +lf'lt"J ' lit • tJ~.~-'f'(~NJ 
Wstawiając /3.12/ do /3.11/ i dokonując . prze.jścia granicznego 

tM __. tN ---.. ts otrzynamy 

i'Jt;' •'IL.,_f C/21 ~ ·J '*'!tt~ . 4~1- _ · l 
13.1312 c:Z. ~~~ c~to:JJ+'/'+a:b-y;' +f0:JJv f~,+r -4b-r"Y= 

,~
31

" • =-&es:rt.tJ. 
Wykor:::;rstując ponadto. związek na uj~unnej charakteryetyce 

sprężystej odpowiadającej fali podłużnej,kt6ry po zróżniczko­

waniu da,je 

Y*' f l:-)~ ·- .d... 81:' (ts-) l 3 • 1 4 l . .s . fał~ 

oraz warunek plaetyczności /3.5/,z kt6rego wyznaczymy 51: 
a naetępnie s;:'/ls): 
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_"_ ,..'i -Jij- 7(Yi:;J 
13 151 ~~{"·)· = .j "o/6) te f~/0 . ćla 

• 
011 

.) [3kt -3 z;/(I"J]~ 

przy czym wykorzyetano fakt, że f(ls) =0 

Ze związk6w /3.14/ i /3.15/ mo2.emy już wyznaczyć poszukiwaną 

prędkość początkową fali plastycznej ·( .. -s y;'(ts) • Po licz• 

nyah przekształceniach otrzymamy wz6r na prędkość początkową 

gdzie oznaczono 

/3.17 l 

_.),,-) 
i 't .. ~ Lt:s eą ódpowiednio napięciami brze3owymi 

odpowiednio dla· czaeu t ? t
8 

i t ( te • 

Mając określoną prędkość początkową fali plastycznej .(~, 

oraz żądając epełnienia na fali X= y;ft-) warunku /2.17/, 

znajdziemy rozwiązanie w tym obszarze [1~· ,łącznie z okre- · 

śleniem całego frontu fali i<= y;/i) 

Z analizy wzoru /3.16/ możemy zauws oż.yć, że gdy: T;/ (t;)) #C, 

·roU>).:!: O to jeżeli G'/ (t/)_. O · lub O'r{t-s.) -+O to 

!=\')('-~-) _,, / .... . .. u· 
Co= .,2; jeżeli .... CI ~s ._..;.o to Cer= e.2 i i edy Oc ("C:>.) -ł-

5;;(-.ćs) :1= O to jeżeli ·"t; (ifł) ·-+ O lub "CcftsJ-o to 

c 
0 
= a 

21 
, jeż e l i 'l'/ {ts-) -+ OQ t o c 

0 
= a 

1 2 
• 

Widać stąd, że fa la plastyczna leży mi : : · : charaktery­

stykami x = a 12/t-t
9

/ i x = a 21 /t-t~/. W pew~ej chwili 
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t = tk fala pla~tyc zna przecina charakterystykę x = a 12 t 

- punkt · o2 na ry~.4. Może się też zdarzyć taki przypadek, 

przy szczególnie dobranych obciążenia ch zewnętrznych ~~(l) 

i: ~(t.) , że fala X-= ylć) nie przetnie się z charaktery-

~tyką x = a12 t _ lecz będzie dążyła asymptotycznie do jekiej~ 

charakterystyki x = a 12/t- t .. /, l O (t,.( t~/. Oczywiście 

fakt ten wyniknie dopiero z rozwiązania konkretnego ~roble­

mu. W przypadkach granicznych,znikania jednej ze składowych 

napięć brze 3owych ·6'ctt·) lub t'c{t) , fala p las tyczna przecho­

dzi w linię proetą,pokrywającą · eię odpowi~dnio z charaktery­

etyką x = a 11 /t - t
9

/ gdy l;;(-t):O ,co odpowiada problemom 

jednowymiarowym. 

Ob~zar III ------ ---
Zakład!jąc,że znamy już front fali pla~tycznej .X-=<f(t-J 

możemy n8 nim określić pa~ametry rozwtązania,mianowicie: -' 

tdl) l . . / [; ' , 3 -211 f!/!.JJltlt 
B;~[~'(tJ, t/: 6;tN ·'~- 'l·;,.(ł- "t; 1) erH[ttl'~ t}= ~/'ftl~-i-:){,l3kp--· ~~t l- '(),~ IJ-

Fala p la~ tyczna .X= f (t) w punkcie (xk, tk) przechodzi w 

charakte~.;r stykę x = xk + a 11 /t- tk/. Na jej froncie mamy 

. i .- ITr f'"'l n c prę ze:1 e o"1 = --1--1" l( f) .::- ot' • 
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Obszar VI ------
Obszar ten jeet obezarem etałych naprężeń 

13 1 5/ __, rJ t::' () d. -.. 
• ;o-41 =-"f 

1 
~~ = '1{, 6;1 1 .._..,12::: \f~; , Yt = - f.ti-tt :-n, 

W pozostałych obszarach płaszczyzny fazowej x, t /rys .4/ 

~atwo można określić rozwiązanie· w oparciu o związki wzdłuż 

charakterystyk /3.4/. 'il ob!zarach IX i XI jest 6.ł.!~vz ;;O 

Można wykezeć,że przy monotonicznym wzroście n8prę 7 ~ ri ~(f) 

i ·re {t) nad krzywoliniową falą plastyczną x: 'f(ł} . r-. i e 

może powstać obezar etałych naprężeń. 

W przypadku tymobraz rozwiązania ulegnie znacznemu 

uproszczeniu w stoeunku do przypadku poprzedniego. Rozwiąza­

nia w obszarach I i II /rye .6/ są identycz~ jak poprze ·.:.. : i c 

i określone są wzorami /).6/ i /3.7/. Vlzdłuż charakterystyki 

x= a 11 /t- ts/ jest ~1-=-tfc.(l;} ,ponieważ zaburzen::.~ '.•r~:wołane 
\]st4$V 

naprężeniam1Tr~zchodzą się wolniej,z prędkością a~ 2 ,zat~m 

wzdłuż charakterystyki x = a 12/t - ts/ będzie osiągni <:' tY · 

stan plastyczny materiału, tzn będzie spełniony warune ~­

/).5/. Stąd wynD:a,że charakterystyka x = a 12/t- t ~ / 

będzie falą plastyczną. 

Q!>.ę~!!: III 

j /1 X ) / - , ,. .,!. ) 0.,, =- Oo /ts.) ~ 622= Y" 5H) Vt fCitt ~(-!s), 61:z. ~- ~ ( "t:- :?t_:!/ , V;:~,;..--~ ""'f:.1 (t -tła • 

i_~ .. ~ - ~ r:-, Dl · r .. ~ __ ., __ , ____ _ 
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Prz,.,- ,, : ek III ___ .,_ __ _,_ ___ ---

Przypadek ten różni się od poprzedniego tylko tym,że 

znika obezar stałych .naprężeń, ograniczony charakterystykami 

x = a 12/t - ts/ i x = a21 /t - t
8
/,obie te charakteryetyki 

pokrawają się,tworząc falę plas-tyczną · obciążenia,wzdłuż 

ktćrej są stałe naprężenia 6:fł=-6'aU~) 

spełniające warunek /3.5/ /rys.7/. Przypadek ten również 

otrzymamy prosto z 1-go wariantu /przedstawionego na rye.4/ 

w przejściu granicznym a21 -.-. a 12 • Tutaj krzywoliniowa fala 

. plastyczna X :a f(l:.) pokryje się z charakterystyką x=a 12/t-t~ 

).2 Fele silnej nieciągłości 

Przejdziemy obecnie do przypadków fal z silnymi niecią­

głoścism;L Będziemy zakładali,-że obydwa napręż. enia 6'o(i) 

i tcH) są przyłożone w sposób nagły,następnie rosną w 

·czasie. ii·ożna tu t ej wyróżnić dwa zasadnicze przypadki: 

pierwszy przypadek, kiedy · naprę 7.enie fi;; (Oj samo nie powo-

duje uplastycznienia materiał~, tzn /6C(O) l< 6'r ; drugi 

przypadek,gdy naprężenie 6;,(0) powoduje uplastycznier:ie, 
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• Zoetały tutaj wybrane przypadki charakte-

ryetyczne,pominięto natomiaet warianty nie wnoezące nowych 

cech jakościowych. 

Również i tutaj w zależności od stoeunku prędkości a 12 
i a 21 będzie inny obraz rozwiązania na płaezczyźnie .fazowej~ 

a/ Założ.ymy, że na prężenie __ :r:ormalne . na brze·gu półprze­

strzeni w ch~ili początlfowej jeet lt?o(o)l < G"f' tzn eamo nie 

-p-oWoduje uplaetycznienia materiału. Obraz rozwiązania jest 

naet~pujący /rys.8/ ;w niezaburzoną półpr.zeetrzeń propaguje 

- ei.ę front falł ei.lne.j nieciągłości x = a 11 t na którego 

froncie · eą ·nieciągłe naprężenia normalne 6'-ri =-- ba{O) • 

Następnie za tym frontem zaczyna propagować eię front fali 

plaetycznej,kt6ry dla ·czaeu t< tk pokrywa eię z ~haraktery~ 

etyką o równaniu x = a 12 t ,która jest zarazem falą silnej 

nieciągł_ości dla naprężeń ścinających,natomiaet · dla nap-rę żeń 

normalnych 0,.1 jeet· falą słabej nieciągłości. Na jej f~oncie 

powinien być spełniony ·wa_runek płynięcia /2.17/,z którego . 

wyliczymy wartość ńaprężeń etycznych 6'11.. • Na ·froncie feli 

· pląstycznej dla 0( t< tk naprężenie normalne jest 

6H (}(,i) Jx-a.2.i :=- Óo (i- t,J · , zatem z /2. 17 l mamy 

/).16/ s.~~,.~)l xsa,~i. ~-{ k!" -1-W-."ol s. fi.:. ti11-t 
W miarę wzroetu czaeu,naprężenie 61z. na fali plaetycznej 

x ::: a12t maleje,osiągając dla czasu t = tk wartość zerową. 

W tym punkcie (x = xk, t = tk) fala plaetyczna silnej nie-

http://rcin.org.pl



- 18 -

ciągłości kończy eię,przechodząc w falę ełab~j nieciągłości, 

pokrywającą eię z charakteryetyką x = xk + a 11'/t - tk/ na 

której jest 6".,<4=- 6f • W .. obszarze I mamy G11=-~(i-tł; .. ), 
A v",=-- ~4 , Q. ... :y

1
: 0 • Obszar II jest obezarem 

f4-łt Ho 

stałych naprężeń 611 :a -S:r , 'V.,= ..2P , 6"12.= V1. ~o 
.fa"" 

W obezarze III,IV 1 V propagują eię 'fale Riemanna naprężeń 

• W obszarze III 5.;1..: O • W obszarach . IV i V 

propagują eię fale Riemanna naprężeń·stycznych. Na charakte­

rystyce x = a22 t jest przenoszone początkowe naprę7enie 

styczne 6Ą2.. =-'to (o) 

Przypadek ten można bardzo łatwo otrzymać· , dokonując . 

przejścia gran:i.cznego dla fali słabej niec-iągłości /rys.4/. 

Dokonując przejścia graniczn·ego np. dla t*--. O /ttt ~ t
8

/ 

fala plęletyczna .x-=-f{t) przejdzie w charakterystyk~ 

X = a12t. 

b/ Założymy z kolei,że naprężenie normalne na brzegu 

półprzestrzeni w chwili początkowej samo powoduje uplaety- · 

cznienie materiału,tzn że /G;;(O)f >bp • W przypadku 

tym /rye.9/ fala ·plaetyczna silnej pieci~głości pokryje się 

z charakteryetyką x = a11 t na kt6rej będzie 6'"1 =- ~r 

·Za nią będzie propagować · się fala silnej nieciągłości 

o równaniu x = a 21 t z naprężeniem na jej froncie r6wnym 

G:,.,:- bo(O) • Obszar I będzie obszarem stałych naprę.żeń, 

równych -E>p • Naprężenie sttczne w obszarze I i II będzie 

równe zeru. Za tymi dwoma frontami·fal silnych nieciągłości 

będzie propagował się trzeci front fali silnej nieciągło ,cj ci 
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z prędkością a22 - nieciągłość naprężeń stycznych «S;;2. 

natomia~t nie będzie nieciągłości C:.1 • Skok naprężeń 

na fa li x= a22 t będzie ró•.my ~2. =-t; (o) • W o b~ za rze III 

będą propagowały się fale Riemanna zarówno naprężeń Tlt')rmal-

nych jak i ~tycznych. 

~!:~lE~~ !! a 1 2 > a21 

e./ Założymy tutaj w pierw~ ~ym rzędzie,i:ientycznie j-ak 

poprzednio,że naprężenie normalne na br~egu półprzestrzeni 

w chwili początkowej jest JsCI(o) ~ < G"r • W przypadkU -t.:rm 

w niezaburzoną półprzestrzeń propaguje eię front fali silnej 

nieciągłości z . prędkością 

naprężenie Gi1 =- S'ul O} 

a11/rys.10/ niosąc na ~wym franci · 

• Ob~zar I i II jest obszarem 

stałych naprężeń normalnych 6.:;1 =- t>--;,{o) • Z prędkośc·ią 

a12 propaguje się f .ront fali pla~tycznej ,na którym napręże-
- . -)to f. z. L( )2 "...2 ,\1~ nia są na e tę pujące: ~1 -= . - 6;;(0)

1 
b.iz.= 6:;:!. : .- · ko- .3 ~-va Clo (o.l' • 

Front ten je~t frontem fali eilnej nieciągłości naprężeń 

ścinających, natomiast frontem. fali słabej nieciągłości · 

naprężeń normalnych. W obszarach II i III je!t 611 (.:t1-l:): 61:. 
W obszarze III i IV mamy fl+1l,K,ł:)==--So{i-,t) ,natomiast naprę­

żenie etyczne w obszarze IV jest postaci Ę,_(~1t}=-1:"(t-j-1l'j ~ 

b/ Przyjęcie warunku l b'-u(O) l >bp ,przy którym 

uplastyczn~enie materiału powoduje samo naprężenie nor!lla:.ne, 

bez udziału nap r: 2 żeń ~tycznych,prow~dzi do obrazu !"Odobn~~o 

jak w przypadku Ib. Fala plastyczna silnej nieciągłości 

pokrywa się z charakteryetyką x = a11 t /rye.11/,na jej 

froncie jeet 61-1 =-Gp • Obszar I jest obszarem ~tałych 
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naprężeń O-t1::r :::- 6f • Następnie w półprzestrzeń propa-

guje eię front fali eilnej nieciągłości x = a21 t z napręże­

niem równym 6;1 =- ~(o) • Naetępnie z prędkością a22 

propaguje eię fala silnej nieciągłości. naprężeń !!!tycznych. 

Skok naprężeń · 612 ·na jej froncie . wyńoei ~z.=-~(o) 

W o bezarze II i III mamy 6'(x,ł) = -6ó (t-t). W o bezarze III 

naprężenie etyczne jest 61z.=-'t"o(t-t1..) • 
'J 

Prz~padek ten można bardzo łatwo otrzymać z obu powyżej 

prz.edetawionych,dokonując przejścia granicznego a 12-. a21 , 

nie będzie ąn tutaj dyekutowany szczegółowo. 

We wezyetkich rozpatrywanych przypadkach,-zakładając 

znikanie jednej ze składowych naprężeń powierzchniowych, 

można wykonać przejścia graniczne do znanych jednowymiarowych 

zagadnień propagacji fal w prętach • 

. 4. Uwagi dotyczące fali od~iążenia 

Ze ezczegółowej analizy epoeobów odciążenia brzegu 

p6?przeetrzeni wynika,że mogą zaisnieć dwa różne przypadki 

jednoznacznego określenia fali odciążenia /dla różnych war­

tości etoeunku prędkości a12 i a21 / 

1° fala . plaetyczna leży między charakterystykami 

x = a11 /t - t
0

/ i x = a21 /t ~ t
0
/, 

2° ~ala plaetyczna leży między charakteryetykami 

x = a1a!t - t 0 / i x = a 22/t - t 0/. 

Pierwezy przypadek będzie miał miejsce w6wczas,gdy zmieni 
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znak gradient obciążenia noriMlnego dbo(tl /rye.12a/ przJ 
Clt '-v (L) Clt.o 1:1. 

niezmie~ionym znaku gradientu obciążenia etycznego aJ: , 
. lub też przy jego jednoczesnej zmianie. Fakt ten tłumacfty· 

eię tym,że naprężenia normalne w strefie odciążenia rozcho­

dzą się z prędkością więkezą niż naprężenia ścinaj,ce, 

zatem o powetaniu fali odciążenia będzie decydowała zmiana 

gradientu obciążenia normalnego ~(t) • Jak wykażemy, 

w przypadku tym,prędkość początkowa fali odciążenia będzie 
dG;(t) 

zależna jedynie od gradientów naprężenia normalnego dt 

dla t = t+ i t = t- • Drugi przypadek będzie miał miejsce o o . 

w6wczae,gdy przy monotonicznym wzroście naprężeń normalnych 

6ó(~) ,ulega zmianie znak gradientufnaprężenia ety?znego 

dt~) /rya.12b_/. Również w tym przypadku prędko~ć począt• 
clt 

kowa będzie zależna tylko· od gradientów jednego naprężenia -
~(t} 

- naprężenia etycznego ~t dla t = t+ i t= t-. o o 
Przejdżiemy kolejno do ·omówienia obydwóch przypadków. 

Kształt fali Qdciąże~ia określimy w podobny sposób jak to 

uczyniono przy określeniu fal.i plastycznej. Założymy,że 

dany je et front fali odciążenia )(.:= "r-f {t) /rys .12a/. 

Z dowolnego punktu P1/x,t/ prowadzimy charakteryetykę 

ujemną i dodatnią do przecięcia eię z falą odciążenia 

y..':::~~ f,t (t) • Wykorzystując związki na charakterystykach w 

obszarze odciążenia,różniczkując je względ•m czaeu,oblicza-
'Ct ~~ ją c pochodne ~M i it identycznie jak w /3.12/, dokonu-

jąc przejŚcia granicznego tM-.tN-+t
0 

otrzyma~ 
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~ 0 '?G4ł, --~'~.t. l a1{ C4f ._.,..] , .. h ,r ąf( _ _ _!!_y__J . ..., 
/4 • l l'-- c: t .~,.:= 0

'f1 l, i)·l llwr-r/fl .. ) +"'*' -yiiJ -r fq.; 1 \ł ' ~~/Lii"~~{" J tlf1- y/!!,l .::. 
l ",_i!' +J 

. =-LiOv 'i.,;. 

Przyjmując, że w obszarze pod falą cd~ią7:enia X= '\f-1 (t) . są 

.:>, 'i. e Riemanna ,pochodna naprężenia wzdłuż fali odciążenia 
J) ~ -)(. l '\JJ'(-t.)) 

będzie r6wna ~~ =- ~.(i.c.. t.1- ~ e pochodna pręd-

kości v/'(t,J::f~:us.;;f.t~) · • Z /4.1/ po prz~kształce-
niac;h otrzymamy wyrażenie na prędkość początkową fali· 

l +) gdzie przez ~lic 

normalnego 6;;(i) odpowiednio dla t = t+ i t = t-. o o 
Wz6r /4.2/ jeet ide·ntyczny w · formie jak w przypadku fal·~ 

odciążenia w zagadnieniu jednowymiarowym [2) • Jak wide. ć · · 

prędkość początkowa fali odciążenia będzie zależeć jedynie 

od s:r~:) i ~·{i:) ,nie będzi .e zależeć natomiast od zmian 

naprężeń •tycznych. Z a~alizy /4.2/ wynika,że jeżeli6'/(-li:):FO 
to f,dy"So' /IQ_)-. o w6wczae J;f.t(;);:Ci-1'1 ,gdy 6t!(l:/)-.oo to 

·:t;fi.r;J=ułt oraz jeżeli 6ó'/t,;}* O to gdy s;/(1:;)# O 

• Fala 

odciążenia jeet zatem ograniczona mięozy charakterystykami 

x = a 11 /t - t 0 ( i x = a21 /t - t~/. Znając prędkość począt­

kową fali odciążenia 1/ {t~) możemy już określić cały jej 

front [121 • Naprężenia ścinające 6'n. na fali odciążenia 

określimy już bezpośrednio z obszaru pod falą,w oparciu 
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o związki na charakteryetykach /3.4/. Po określeniu składo­

wych tensora naprężenia na fali odciążenia należy sprawdzić 

czy. jest spełniony warunek 

/4.3/ d j~ <o 
O ile warunek ten. zostanie spełniony, będzie to oznaczać, że· 

rzeczywiście fala X=~(-!) jeet falą odciążenia. 

W przypadku drugim przedetawianym na rye.12b,keztałt fali 

odciążeniawyznaczymy identycznie jak poprzednio,lecz 

korzyetając ze związk6w na charakterystykach poprzecznych. 

Przeprowadzając identyczne rozważania otrzymamy dla prędkości 

początkowej fali odciążenia x= "t.z.(i} wyrażenie. 

/4.4/ . '!t) 2{ a~zJl,~[l'/(1/).;..r;,'(t,;jj l~ 
Y1. "' "l'c/(t./)a~,~-z;'/6~/0a~ f " 

W przypadku tynr prędkość początkowa fali. odciążenia. będzie 

zależeć jedynie od gradient6w naprężenia etycznego .7:0
1 (i;). 

i to' ( ~) • Dokonując przejść granicznych, identycznie ja·k 

we wzorze /4.2/ przekonamy się,że fala odelążenia x~ "f"r.(t) 

leży między charakteryetykami x = a12/t - t
0

/ i x = a22 • 

/t - t
0
/. Określenie całej fali odciążenia t= "f'.z.(ł} nie 

przedetawis również tutaj trudności. Znacznej komplikacji, 

w por6wnaniu z poprzednio rozważanym problemem,ulega sprawa 

wyznaczenia pozoetałych ekładowyeh tensera naprężenia na fali 

odciążenia. Naprężeń 611 nie można określić tutaj bezpo-

średnio z obszaru pod falą odciążenia,ze związk6w na charakte­

rystykach. Należy tutaj rozwiązać w obszarze nad falą 

problem Goursata dla naprężeń normalnych ~~ , 
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mając na fali 1- :r 1'2. (ł) związek 

/4.5/ S..i [ "ttlł),i]+ ~au V.,[ 'ł"z(ł),i]:::const; 

i na brzegu x = O warunek 6:;1 (0,i)s- Sc,(ł) • W przypadku 

prostoliniowej fali odciążenia ~·ll (i) problem ten jest roz­

wiązany w [11] /por.r6wnieź (12] l. W tym przypadku powinien · 

być także spełniony na fali odciążenia warunek /4.3/. 

W niniejsz.ym punkcie podano jedynie pewne uwagi ogólne 

dotyczące fali odciążenia,wyznaczenie jej prędkości począt­

kowej oraz jej kształtu. Przedyskutowano jej położenia · na 

płaszczyźnie fazowej .(x; t) w zależności od zmian napięć 

powierzchniowych 6"0 (ł) i T., {ł.) 

5. Uwagi końcowe 

W pracy przedstawiono rozwiązanie kilku wariantów 

zmian naprężeń normalnych 6"0 (ł:) i stycznych t,(ł) przyłożo­

~ych do brzegu p6łprzestrzeni. Nie wyczerpują one jednak 

.wszystkich możliwych przypadków. Należałoby rozważyć przypadki 

ciśnień 6o(i) i 'tj;(ł) przyłożonych nagle . do br~egu półprzestrze­

ni i następnie malejących w czasie. Przypadki te można 

.rozwiązać po uprzedniej analizie powstania fali odciążenia. 

Interesującym wydaje się być rozszerzenie powyższych zagadnień 

na problemy odbić i dyfrakcji. Celowe jest również por6wnanie 

uzyskanych wyników z istniejącymi jut rozwiązaniami /np. 

rozwiązaniami [5,7-9] l przez odpowiedni dobór parametrów 

fizycznych w modelu biliniowym. Pozwoli to na pewną weryfi­

kację biliniowej teorii plastyczności [1] • Zagadnienia te 
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będą mi~dzy innymi tematem dalszych badań. 

Pragnę podziękować Dr .B.Ranieckiemu za cenne uwagi i dysku-

· aje. 
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