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_ ZASTOSOWANTE BILINIOWEJ TEORII PLASTYCZNOSCI
DO ZAGADNTEN PROPAGACJI FAL PODZUZNO-POPRZECZIYCH
W POZPRZESTRZENI

W.EK.Nowacki

1., Wstep

Aktualnym: -roblemami dynamicznej teorii plastycznosci
sa;problemy przestrzenne, jak réwvniei problemy propazacji fal
w zXozonym stanie napiecia,lecz zalezne od jednej zmienne}j
przestrzennej. Zagadnienia te posiadaja zasadnicze znaczenie
praktyczne, Ich niezsawansowanie w literaturze zwigzane jest
przede wszystkim z trudnodciami natury matematycznej i rachun-
koweJ jak i réwniez z trudnosciami natury fizycznei. VW zagadnie-
niach tych na powazne trudnosci natrafia stosowanie teorii
deformacyjnej - nie mo?~- speXnié postulatu o pokrywarniu sie
kierunkéw géwnych tensora naprefenia z kierunksmi g*déwnymi
tensora odksztaXcenia,

W literaturze istnieje kilke rozwigzard dotyczacych pro-
bleméw propagacji fal w zYozonym stenie nepiecia /dla'jednej
zmiennej_przestrzenﬁej/. I ta? w pracy [13] autorzy rozwigza-

11 zagadnienie samopodobne propazacji fal peprzecznych



i podYuinych w odwracalnym odrodku nieliniowo-sprezystym -

~ péiprzestrzen obcigiona statym w czasie i przestrzeni
wymuszeniem kinematycznym. W pracy [3] rozwigzano zagadnienie
'propagacji fal w pStprzestrzeni,wypeinionej odrodkiem idealnie
plastycznym,przy zatoZeniu na jej powierzchni staego napigcia
normalnego i stycznego. Jest to réwniei zagadnienie samopo-
dobne. W pracach [14 i 15} soplerajgc sie na réwnaniach
konatytutyﬂnych dynamiki gruntéw S.S.Grigoriana,przyjmujge
znaczne uvnroszczenia natury fizycznej,rozwiazano nastepujgce
zagadnienia: problem péiprzestrzeni z zadanym na jej powierz-
chni skokowo stalym cisnieniem normalnym i stycznym oraz
problem pdiprzestrzeni z zadanym na- powierzchni stalym w czasie
ciénienie normalnym,poruszajacym sie ze stata predkoscis.

Oba przedstawione zagadnienia sg samopodobne. Ze wzgledu na
przyjets ftutz] obciazenia nie wystgpowaly w tych pracach
zazadnienia fc-mowania sie frontéw fal plastycznych,ktére
powstaia na skutek wspétdziatania fal poprzecznych i podruz-
nych., Na zapgadnienia te .potoZono nacisk w pracach [6 - 9] .
Skonstruowano w nich rozwigzanie niesamopodobnego problemu
propagacji fal w péiprzestrzeni spresysto-lepkoplastycznej
przy zadanym monotoni-vnie rosngcym w czasie a nastepnie
malejgcym ciénieniu normalnym i stycznym na powierzchni
pélprzestrzeni. W pracy [6] oéraniczono siz do problemu
obcigzenia. W pracy [ 7] rozwazono réwnies zacadnienie odcig-
zenia, Wiestety przyjete tutaj réwnania konstytutywne oSrodka

sprgzysto-lepkoplastycznego nie catkujg sig w obszarach



~ odksztakceri lepko-plastycznych. Aby rozwigzaé efektywnie
postawione zagadnienie trzeba odwolaé sie do obliczeri nume-
rycznyeh 1 ta drogg przeanalizowaé wplyw poszczegdlnych
parametréw na rozwigzania. W [8] zestawiono wyniki obliczen
numerycznych dlﬁ powyzszych zagadnierd i ich analize dla
réinych wariantéw zmiany w czasie i réinego charakteru
przytosenia do powierzchnl p6Xprzestrzeni napieé normalnych
i stycznych oraz przeprowadzono analizg wprywu wartosci
wapStczynnika lepkosci na pole napreseri. W pracach [6,7,8]
przyjeto w celu uproszczenia obliczerdl numerycznych model
ciata bez wzmocnienia - model K.Hohenemsera i W.Pragera.

w [9] uwzgledniono wpiyw wzmocnienia materiaiu na zwigzki
migdzy polem naprezer i odksztaiceri, Nie wprowadzilo to
zmian jakoSciowych w obrazie rozwigzad,natomiast wykazano tu
znaczny wptyw ilosSciowy wzmocnienia,ktéry jest istotny przy
matych predﬁoéciach odksztatcer i duzych wspéXczynnikach
wzmocnienia materiatu.

Celem niniejsze] pracy jest rozwigzanie zagadnienia
propagacji fal w p6iprzestrzeni obcigZone] na powierzchni
dowolnie zmiennym w czasie cisnieniem normalnym i stycznym.
Za punkt wyjsScia przyjeto réwnania konstytutywne [1] . Sg
one uogélnieniem zwigzkéw J.S.Koehlera i F.Seitza [10] na
przypadek ztozonego stanu napiecia,uwzgledniajg one Scisliwosé
plastyczng materiatu. Réwnania te w jednoosiowym stanie
odkuztalcenia,przechodéa w klasyczne zwigzkl teorii deforma-

cyjnej. Zastosowanie teorii biliniowej w problemach zXoZonego



stanu napiecia ma tg zelet; : stosunku do innyeh feorii
plastycznodci,e réwnania problemu catkujg sie zardwno w
zakr=aie sprezystym Jjak i plastycznym. Jest to olbrzymig zale-
ta tej teorii,gdy? pozwala na efektywne skonstruowanie
rozwiazania wielu zagadnieﬁ brzegowych,chociaz teoria ta
posiada pewne uproszczenia natury fizycznej.

W pracy, w punkcie 2,przédstuwiono réwnania wyjsciowe
problemu,omawiajgc w skrécie istotg tej teorii; w p. 3 podano
rozwigzanie postawionego problemu brzegowego,dyskusje obszarﬁw
na ptaszczyZnie fazowej - przedstawiono orzypadki propagacji
fal s¥abych i silnych nieciggtosci; w p.4 podano kilka uwag
dotyczacych fall odeciazenia.

2. Réwnania wyjsciowe problemu
Rozwazymy ruch o$rodka,opisanego modelem biliniowym,
wypeiniajgcego pélprieutrzeﬁ.na powierzchni ktére] ﬁrzy}ozono
napiecia normalne i -styczne /rys.1/
2.1/ G,{0t) =-1%(b)] |, 6.(0t)=-]T()],
dowolnie zmienne w czasie.

Przyjeto w rozwazaniach uogélnione w pracy [1] zwigzki
J.S.Koshlera i F,Seitza [10] na przypadek ztozonego stanu
napigcia,uwzgledniajac Scisliwosé plastycznq materiatu w
" takl sposéb,aby zwiazki miedzy napreseniami i odksztalceniami
dla cia*a idealnie plastycznego byty biliniowe. Zwiazki te
w strefie plastycznej,dla procesu dktywnezo obcigzenia dane

8g w postaci



pay » R i Vg, ¥}
= Z/u:, & +(2/Jz Zu ),
el g 3*\,6" (-’3:2 3&4)(5:' 5:2)

w zakresie sprgzystym

QH Q;u_ é.,

g 3,{1 G.u.

é[_J 3 f.‘n:j’ oraz & 1 6i oznaczaja odpowisdnio dewia-

tory 1 pierwsze niezmienniki tensora odksztalcenia i napreze-

/2.3/

nia; fﬁ; jest tensorem naprezen poczgtkowych,odpowiadajacych

warunkowl p}yniecia; /uq i K: sg odpowiednio modu%ami
odksztalceri postaciowych 1 objetodciowych; T I K, sg
statymi materiatowymi w zakresie plastycznym

- Ez = --—€E—-
2.4/ /J.z -2(14-%) ) 3 Kz 4-2 9
Réwnanie /2.2/2 jest przedstawione graficznie na rys.3,

-

przy czym stala J(; jest.moduZam $ciéliwosci w strefie plas-
tycznej. Wspiczynnik Y, okreslono w [1] dla rrzypadku pros-
tego rozciagania. Oznaczajac Q=EP*E?‘ oraz &= Ca’f £ y
gdzie & Jest odksztalceniem podiuznym preta a ¢, - odksztai=-

1

-ceniem poprzecznym oraz f:” i € =2 odksztt?cenismi odpo-

wiadajgcymi bunktowi plyniecia /rya 2/ otrzymamy z /2.2/
@ _ 4, . o
.51 &= E(5-57) 5 €0=- E(5-5).
Wepbtczynnik \Q okreslono jako stosunek odksztaXcenia poprze-
cznego w strefie plastycznej do odksztaXcenia pod*uznego

w strefie plastycznej

12,61 V== &/
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Tak wiec Y2 w zwiagzkach /2.4/ jak réwniez M2 odgrywa rolg
wspétczynnika Poissona i modulu Scinania w strefie plastycz-
nej. W prébach jednoosiowego rozciggania Ez moze byé otrzy-
mane z wykresu 6-¢ /rys.2/, Kz z wykresu_ﬁl‘;-é‘;; /rys.3/
a Y: okreflimy na podstawie /2.4/.

W pracy [1] podano réwnies inng postaé réwnad /2.2/

iie{(i_E_z By o (4- Byt

/2.1/ e:; E. E: 4+p A; ('i E{)A?} »
Lo A=2 i 4 \( v

Eil T E{ 62;1-(‘?2"51)(4‘2!3)(62:'635),
wprowadzajgc wsp6iczynnik poprzecznego zweZenla plastycznego
P zdefiniowany jako stosunek

. P

== &2/
2.8/ p° Jer
gdzie ﬂ' i Eﬁ sgq okresSlone na podstawie /2.2/ dla jedno-

A %Y
osiowego stanu naprezenia £ = (E;E’J(S' 6°) 1 ¢f .-(_-EI:XQ-G‘)
W pracy Drzy;]eto warunek plastycznofci Misesa
2
2.9 %= gaga ke
gdzie .‘Jz Jest drugim niezmiennikiem dewiatora napregzen.
Proces aktywnego obcigzenia bedzie mia} miejsce wtedy

/
gdy dl:_}o . Podobnie jak to ma miejsce w innych teoriach
plastycznoSci,przyjeto tutaj odcigienie mprezyste. W odcigse-
niu,zwigzkl /2 2/ przyjmu;]q postad :

r2a07 €4* 3/* At (%“ k2 (d
& 3,( 6';;*(31(, 34?*)(5‘““3-6:;),

:‘m-w)

4),



gdzie G’%Mﬁ jest tensorem naprezer na fali odcigzenia.
Powyzesze zwigzki fizyczne nalezy uzupeinié réwnaniami

réwnowagl dynamiczne}

211/ S;&*-?w;,u =0,

oraz zwlgzkami dla maXych deformacji

/2.12/ £ %(‘u.) Upi) -

Przy przyjetych warunkach brzegowych typu /2.1/ w pdi-
przestrzeni propaguje si¢ ukiad fal naprezenia,zaleinych
jedynie od dwéch zmiennych x,t:

a8 =y 5 Ualrt)= b, Us(x8)= C.
W zwiazku z tym stan naprezen i odksz.talcer’l speinia nastepu-
jace relacje
[2.13/ &E=Ugy 5 Ep=Ex" éum,’ £237 €= En=Ey ‘GJ;

62226335 G347 6230,

ponadto
/2.14/ Vir® e 3 Veu® Zsﬂs*
gdzle oznaczono V=1, ¢ v Yo= Uge
Majgc na uwadze /2,13/ i /2,14/ réwnania rozwazanego problemu
przyjma nastepujgcg postal:

1 1 _4 o ¢
€4 -27“:(6;1-6-2"") -(2,—"‘-.2 ZF‘!)(QH 6—.22) Ukirocesio
-9 1 l 4 aktywnego
o ou(ep 7a) S ol
plastycznej

cese bR R ) g a0



Eﬂ 2f41 (E“ 6;") v zakresis sprezystym
£z 75,60 (72 ¢ k2)

(€= 5{?( 6+ 2 622)

(€u" 2,4' (CRIANE 2 R Do

! €= 2,41532*’(2’“‘ 2}.,,)(615”""—6:2 (92, d3i<0)
L £0= 5, (G2 6:)+ (37,3 626 6,-2652)

/2.15/

oraz

611,’. -.? V‘h§= D 2 Vl,‘l‘ EH.& )

/2.16/
6-41"_ "S?Vg,t =0 ; vl.i =2 eﬁ_‘t i

Warunek ptynigcia /2.9/ bedzie mia} postaé

/2.11/ 31- 3[ (60-62) +55'tz] I"

Ponadto rozwigzujemy problem przy zerowych warunkach poczgt-

kowych
/2.18/ U, (x,ﬁ) =U, (x,0)=0, q“lhhf"lo).:’uz,t(xro}: 0.

3. Rozwiazanie problemu i analiza frontéw fal
obcigtenia na plaszczyinie x,t
Wyprowadzony uklad réwnan /2.15/ 1 /2.16/ jest ukXadem
réwnani- hiperbolicznych,majacy nastepujgce rodziny rzeczywis-



tych charakterystyk:

w strefie odksztatcern sprezystych oraz w strefie odcigzenia
/3.1/ XF70ut=cast, xFept=cnst,

w strefie odksztalceri plastycznych

/3.2/ K Fayt=const, xFa,t =const,

gdzie predkosci fal spreiystych 1 plastycznych sg okreslone

nastepujgco: 3K+ 4 —
+
o G B et o Ve G2,

Przyjmujac w biliniowej teorii plastycznosci £, >£, oraz
K,2 K; ,bgdg speinione nieréwnoéci @,>a, ,@2,>Qxn ,
Qw0 v Qg >Qy . Mogg natomiast zachodzié trzy przy-

padki: @y >Qy s Qe2 >0y i @pp=da  Rtére bedziemy

szczegétowo rozwazali.
Uktad réwnan /2,15/ 1 /2.16/ mogna zastgpié ekwiwalentnym
uktadem réwnan wzdiuz charakterystyk:

6"113 Payqvy= const dla x ¥ a,,t = const,
6‘1_2$ @ a,,V,= const dla x ¥ a,,t = const,
611.f Q85,vy= const dla x ¥ a5,t = const,
6"12$ §a,,vy= const dla x ¥ a,,t = const.

Zalets modelu biliniowego jest fakt calkowalnodci zwigz-
kéw na charakterystykach w obszarze plastycznym,co pozwala na
rozwigzanie szeregu probleméw grahicznycﬁ w zXozonym stanie
napiecia w postacil zamknietej,bez uciekania sie do niezmiernie
ucigzliwych obliczen numerycznych.

W zaleznosSci od charakteru zmiany w czasie naprezer 53(:*)

i Ta(t) ,przytozonych do vowierzchni _pd!przestrzeni,'mogq



propagowaé sic w g¥ab péiprzestrzeni fale stabej i =ilnej
nieciasz¥osci. Fale silnej nieciaz¥osci mogg sie propagowad
tylko w przypadku nieciggtych funkeji So(t) 1 Tuf¢) . Model
biliniowy. przy zatozeniu £,2£, , Ky 2K: nie dopuszcza do
povatania fal uderzeniowych., W pierwszej kolejnosci rozwazymy
przypadki powstawania fal plastycznych obcigizenia,sZabe]

nieciggtodei.,

3.1 Fale stabej nieciggtosci

Zatozymy,ze funkcje 6p(¢) i Tcff) sa funkcjami ciggiymi, .
przy czym 6;/0)=C 1 To(6)=0 . Obraz falowy na ptaszczyZnie
fazowej x,t jest naat@pujqc]}. Wra? ze wzrostem napreter 6;[&)
i Tc(‘f) na brzegu,w gigb péiprzestrzeni propaguja sie dwa
nieoddzia*ywujace ze sobg uklady fal Riemanna z predkosSciami
844 i 8,5 /rys.4/f. Hozwiégzania analityczne w poszczegdlnych

obszarach ptaszczyzny fazowe] sa nastepujace:

g -'X- = = J = -4 o ;
/3.5/ 5';f=-.%{{—‘{:)’@3--%5\;({'@”}. 5;2 Vo=0, V, fafo"{£- ‘-?':)

i/

Obszar II

........ / -
13.6/ Gy a=Golt =& ), Giom V.50, Giann Telb-4is) V7= a0 V= g
Nastepnie poczawszy od pewnej chwill ¢ = t_,w ktére to

obcigzenia brzegu pé2przestrzeni speiniajg warunek /2.17/ :tzn

2% ~E .2
/3.7/ (1-%)° 6 (k) + 3 4) - 345,
przy czym ze zwiazkéw fizychnych /2.15/ w zakresie sprezystym

wynika,ze G;,=V, G, , gdzie ){egg ;_2/4: ,zacznie rozprze-

niaé sie front fali plastycznej obciazenia. W zaleznosci od
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stosunku predkosci 855 i 854 bedziemy mieli rézny obraz
rozwigzania na paszczyznie x,t. Rozwazymy kolejino trazy

przypadki.

W tym przypadku /rys.4/,poczawszy od chwili t=t_, zaczyna
rozprzestrzeniaé sie front fali plastycznej x=¢(f)  ze
zmienng prekoscig. Na fali plsstycznej x= f(ff pdwinien
ﬁyé speiniony warunek /2.17/. Problem okreflenia fali bedzie
postawiony jednoznacznie wéwczas,gdy predkosé fali plastycz-
nej (= ?P(f) bedzie ograniczona w przedziale
/3.8/ Ay & €& Qu

Na kszta*t fali plastycznej x=¢lé) bedg miaty

wplyw Jedynie gradienty naprezer normalnych g%E . dla
t > t, oraz stycznych g?zé dla t < tg /rys.5/.

Natomiast nie beds miaty wplywu na jej ksztait gradienty
naprezefd normalnych dla ¢ <vt3 1 stycznych dla t > t_.
_ Predkos$é poczgtkows fali obcigzenia mozna okreslié
identycznie jak to mialo miejsce przy fali obcigzenia w
* analogicznym problemie brzegowym dla modelu ciala sprezysto-
lepkoplastycznego [6,7] . MoZzna tez okreslié poczatkowsg
predkosé fali plastycznej w podobny sposéb jak w pracy ¥.L.
Bidermana [2] ,odpowiednio go modyfikujge. W niniejszej pracy
okreslimy predkos$é poczatkowa fall odbciazenia w znacznie
prostszy sposéb. Zatozymy,%e dany jest front fali plastycznej
x= plf) . Z dowolnego punktu obszaru V poprowadzimy
charakterystyke dodatnis i ujemng do przeciecia sig z falg
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x=¢l(€) . Zwiazki /3.4/ na tych charakterystykach majg

postaé
/3.9/ Gul%t)> 6ot (bn) - oV 8) + PGe, Y (tn)
B t) =Gy (he) + Pau Vi (1i#) = PGy Vi (44)

tutaj oraz w dalszym cigpu gwiazdkg bedzlemy oznaczali
wartodei na fali X=¢9#) . Z powyiszych zwiazkéw otrzymamy
/3.10/ 2 Gy (x¢) = o,,*{£,,) + 6‘*{4,)+Joa‘,[;4*{£,,) v, 7¢.)],

d nastepnie réiniczkujgc /3.10/ wzgledem czasu bedziemy mieli

5. dby 2% 6*2¢, _gf__v, A
13 AT 2’§f ;‘2"2 r’)g-ﬁ i;—; 'Beﬁ*fa“’[ f‘ ‘91’ ﬂ"éw qt]

eéﬂ 1 g_‘_s_ﬂ

Pochodne 52- ¢ obliczymy odpowiednio z charakterys-
tyki x = xy - 85, /t-ty/ 1 x = xpt u21/t-t§/.pr2y czym Mpy=li)
i X”=P{{ﬂ)
Pt [T Din Qi
2 & - eivy .,
Ll Gy t+lm) P Gy-yTl)

Wstawiajge /3.12/ do /3.11/ i dokonujgc przejécia granicznego

tM —t  —» t étrzymmy

N
3, ‘72: k4 I“' "?.ff o
/3. 13/23&/ =& (é[ *}9 qu..’p +Fa‘" /é’ +}" dz, Y’ -
. )
=-26 (4").
Wykorzystujgc ponadto. zwigzek na ujemnej charakterystyce
sprezystej odpowiadajgcej fali podtuinej,ktéry po zrézniczko-

waniu daje

7 A
/3.14/ V',ﬂ‘-)“ﬁ; &l (&)

oraz warunek plastycznosci /3.5/,z ktérego wyznaczymy A

’
a nastepnie 6y [4s):



- 5 -

3%(6) B /{’/- }"Q{:'aj
[34-3054)]%

przy czym wykorzystano fakt,ze yé'[t‘s);’ﬁ'

/3.5 & 14)=

Ze zwiazkéw /3.14/ 1 /3.15/ mosemy ju? wyznaczyé poszukiwang
: 2/ .
predko$é poczgtkows fali plastycznej £, =¢ /{s_" . Po licz=

nych przeksztaXceniach otrzymamy wzdr na predkosé poczatkowsg

oy 0y czz,ra,z @1 2 aiaya.li-5)]*
/3.16/ Lo= \f 7(0 '.Sﬂ,gdx) 2 a,,-éa;«du @-5-0'2‘!” 3

gdzie oznaczono

g () ElE)a%)

/3.17/ 3% (&) T /)

6:9{&*) i 2’:{{;) sq odpowiednio napieciami brzezowymi
odpowiednio dla- czasu t > 1: 3 & t .

Majgc okreslong predkosé poczgtkows fali plestycznej 4,
oraz %gdajac spelnienia na fali J(=?Jﬂ') warunku /2.17/,
znajdziemy rozwigzanie w tym obszarze [12]. .¥3cznie z okre-
$leniem catego frontu fali x=¢/(¥) .

7 analizy wzoru /3.16/ moiemy zauwazyé,ze zdy: 2.(4)#¢,

Tolts) #0 to jezelli O [45)—>0 1ub Gelfs) =0  to

Co= 8455 Jjetell 6 [E)=>>= 1o c_= 25,3 334y & [t £

Be(€s) # © to jezeli e (éa)“'a lub Glés)=C to
Co= 8pq, Jezell L (E5) Hoe to c= 8,,.
Widaé stad,ze fala plastyczna le?y mic .. charakiery-

stykami x = 312/'i:-tq/ i x = ay/t-t/. ¥ pewnej chwili



t =t fala plastyczna przecina charakterystyke =x = 312t

- punkt - 02 na rys.4. loze sig tez zdarzyE taki przypadek,
przy szczegdlnie dobranych obcigzeniach zewnetrznych & (£)

i celt) ,2e fala )(:)P(f} nie przetnie sie z charaktery-
styky x = a12t lecz bedzie dazyta asymptotycznie do jekiejs
charakterystyki x = a,,/t - t"/, / 0 < t°< t, /. Ocaywiseie
fakt ten wyniknie dopiero z rozwigzania konkretnego proble-
mu. W przypadkach granicznych,znikania jednej ze skladowych
rapigé brzezowych 6olt) 1ub  Tilt) ,fala plastyczna przecho-
dzi w linie prostg,pokrywajgcg sig odpowiednio z charaktery-
stykg x = t11/t - ta/ gdy Zzz(4)=0 ,co odpowiada problemom
jednowymiarowym.

Obszar III

Zakiadajac,2e znamy juz front fali plastyczne] X=w(¢)

mozemy na nim okreslié parametry rozwiazania,mianowicie:

2

T
X _{. : ~Eff )
BTyl £+ 6,710 =2 (b~ 22), o1 [plot -6 (0 5 36351 .-

Rozwigzanie w obszarze III przyjmie postad:
—~ s X ~ * X H t) ~ _...".r—
b.ff;eﬁ(é-‘z’)) I'.’zz=))0£:f/£"‘ﬁ;f}-‘ @ﬂ.—"‘/g 22l )

Y= tfé; 6;*/2"é£,); E”fﬁz?l/g-éa).

/3.13/

Obszar IV

; 4 ~# X
1310/ G5 4= ), Ba=0o6h, Br=Ve=0s Ve==gg,, v (£-Z,) -

Fala plastyczna x=’0/f) w punkcie (xk,tk) przechodzi w

charakterrystyke x = X, + 311/t - tk/. Ka jej froncie mamy

naprezenie &= -}:-1_ ko == 5; .
=¥e



Obszar VI

Obszar ten Jest obszarem stalych naprezen
/3.15/ '\5-;1 =-6-;|} G‘zﬁ:%&f,&zzvz_;a’ Yf“"fiﬂ-‘?“ﬂ'

W pozostatych obszarach praszczyzny fazowej =x,t /rys.4/
*atwo moZna okreslié rozwigzanie w oparciu o zwigzki wzdlu:z
charakterystyk /3.4/. W obszarach IX i XI jest &=y, 50 .
Mozna wykazaé,%e przy monotonicznym wzrodcie napr:raed F/é)
i % (f)' nad krzywoliniowg falg plastyczng x='f'/f) rie
moze poﬁstaé obszar staXych naprezen.

Przypadek II a4, £ 25,

W przypadku tym obraz rozwigzania ulegnis znacznemu
uproszczleniu w stosunku do przypadku poprzedniego. Rozwigza-
nia w obszarach I i II /rys.6/ sg identyczm jak poprzs- ic
i okreslone sg wzorami /3.6/ i /3.7/. Wzdtuz charakterystyki
X =a,/t -t/ jest @y =-5:(¢s) ,poniewas zaburzenia wywolane
naprezeniam\ﬁ?ﬁo)‘échodzq sie wolniej,z predkoscia ais,zatem
wzdlus charakterystyki x = a,,/t - t / bedzie osiggnicty
stan plastyczny materiaXu,tzn bedzie speiniony warune-
/3.5/. Stad wyniza,ze charakterystyka x = a,,/t - %,/
bedzie falg plastyczng.

Obszar III

5-; =‘6::/£:'.) ‘ G222 Yo 5y

Vi X
> Y -f‘Tﬁ

.6";,/1.‘;), é?a!"z-;!/'é__ ) Vz"'-_.i,';;“!/t{_ér.'.}.

s i

o~ '/ = =
5.,4:-'6;{{;), 3202 Vo 0415 Vo =f:;;f6:=/£‘)* Brz=Yp Il
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Obezar V

H‘S;*"_-’u!’é{)) S}z" "z‘a{é-‘); .'l’{:féaﬂ"_:‘/é_;)’ Vz f"" rc./é‘)

g a8y (4—‘{2:), G n-Tolks), v, 62 6. l¢-& ), rgspfuzz/és).

Gym-S (-4 ) Ou=-Blt-F) hn 5, 6565, ) il

Przyialek 111 ay5 = a5,

- —

x&“t\-

Przypadek ten rézni sie od poprzedniego tylko tym,zZe
znika obszar statych naprezed,ograniczony charakterystykami
x = 8,5/t - ts/ i oxo= azi/t - t,/,obie te charakterystyki
pokrawejg sie,tworzgc fale plastyczna obciazenia,wzdXuz
ktérej sg state naprgzenia 64=-6; 63l) 1 Gua=-Tilés)
speiniajgce warunek /3.5/ /rys.7/. Przypadek ten rdéwnie:
otrzymamy prosto z 1-go wariantu /przedstawionego na rys.4/

w przejsciu granicznym 8y —> 845 Tutaj krzywoliniowa fala
plastyczna Xsff&’ pokryje sie z charakterystykas x=a12/t—t#

3.2 Fele silnej nieciggosel

Przejdziemy obecnie do przypadkéw fal z silnymi niecig-
groféciami, Bedziemy zakadali,?e obydwa naprezenia &, (¥¢/
i Ccft) sa przyXozone w sposéb nagly,nastepnie rosng w
czasie. Noina tutej wyrdéinié dwa zasadnicze przypadki:
pierwszy przypadek,kiedy napreienie &(0) samo nie powo-
duje uplastycznienia materia&ﬁ.tzn {53(9)|<'5} ; drugi
przypadek,gdy naprezenie 6;(0) powoduje uplastycznierie,
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tzn ’6';(0)!?5.9 . Zostaty tutaj wybrane przypadki charakte-
rystyczne ,pominigto natomiast warianty nie wnoszgace nowych
cech jakosciowych.

Réwniez 1 tutaj w zaleinosSci od stosunku predkosci 2,

i a,, bedzie inny obraz rozwigzania na p2aszczyznie fazowej.

a/ leoz_m,m naprezenie normalne na brzegu pdXprze-
strzeni w chwili poczgtkowej Jest I%(C)l <Gp tzn samo nie
powoduje uplastycznienia materiatu. Obraz rozwigzania jest
nastepujgcy /rys.8/ ;w niezaburzong péiprzestrzen propaguje
sig front fal} silne] nieciaglodei =x = a,,t na ktéregq
froncie sy nieciagle naprezenia normalns &y=- 65(0) .
Nagtepnie za tym frontem zaczyna propagowaé sie front fali
plastycznej,ktéry dla czasu t < tk pokrywa sie z charaktery-
stykg o réwnaniu x = 312t,kt6r'a jest zarazem falg silnej
nieciag¥osci dla naprezerd $cinajacych,natomiast- dla naprosen
normalnych 6, jest fals stabej nieciggtosci. Fa jej froncie
powinien byé spe¥niony -warunek piyniecia /2.17/,z ktérego
wyliczymy wartoéé napreseri stycznych S . ¥a froncie fali
'plastycznej dla 0g t{tk naprefenie normalne jest

&.(x,é)’x_aﬂ," =-6p(t- g;,) ,zatem z /2.,17/ mamy

2,4
B G| gt --fil- LU-we-£ )1

W miare wzrostu czasu,naprgzenis Giz na fali plastyczne]
x= a.lzf maleje,osiggajac dla ezasu t = %, wartosé zerowa.

W tym punkcie (x =X, ¥ = tk) fala plastyczna silne] nie-
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ciggtosel koriczy sig,przechodzac w fale sabej niecigglosei,
pokrywajacg sig z charakterystykg x = x + a.”-/t - %,/ na
ktére] jest 6,=-6p . W.obszarze I mamy Giy=-6u(t wh Y,

1

Va=-9-a-”€'" v 6p=V, =0 . O:zar II jest obszarem
stalych naprezen 6a=-6p , v,=f—a'=“ y 62=Vy, O,
W obszarze III,IV 1 V propacujs mig fale Riemanna naprezefi

64 . W obszarze III §,,30 . W obszarach IV1 V
propagujs sig fale Riemanna naprezen-stycznych. Na charakte-
rystyce x = 322t jest przenoszone poczatkowe napreg’enie
styczne Gy =>-T0(0) .

Przypadek ten mozna .bardzo Yaiwo otrzymacd,dokonujgc.
przejscia granicznego dla fali s¥abej nieciggosei /rys.4/.
Dokonujac przejscia granicznego np. dla t*—=o0 /t*?; taf
fala plastyczna X=@(t) przejdzie w charakterystyke
X = szt.

b/ Zatoiymy z kolei,ze napregienie normalne na brzegu
pétprzestrzeni w chwili poczgtkowej samo powoduje uplasty- -
cznienie materiatu,tzn ze '5;.-(0)' >6p | W przypadku
tym /rys.9/ fale plastyczna silnej nieciag¥osci pokryje sie
z charskterystykg x = 8,4t na ktérej bedzie Bm==-6p
-Za nig bedzie propagowaé sig fala silpe;j nieciggtodci
o réwnaniu x = '21“' z naprezeniem na jeJ froncie réwnym
By =~60(9) . Obszar I bedzie obszarem stalych naprezen,
réwnych "'S-P . Naprezenie styczne w obszarze I i II bedzie
réwne zeru. Za tymi dwoma frontami:fal silnych nieciaglosci
bedzie propagowal sig trzeci front fali silnej nieciggiofci



- 19 =

z predkodcia 85y = niecigg*oéé naprezerd stycznych &
natomiast nie bedzie niecigglosci &y . Skok naprezen

na fali x= &,,t bedzie réwny S32==T5(0) + W obszarze III
bedg propagowaty sie fale Riemanna zaréwno naprgzed rarmzl-
nych jak i1 stycznych.

Przypadek II a,,> ay,

a/ Zatozymy tutaj w pierwszym rzﬁdzie,i_ﬂentycznie Jjak
pop;rzednio,ﬁe naprefzenie normalne na br-ezu pdiprzestrzeni
w chwili poczatkowej jest ’6‘9[0)[ < GF « W przypadku tym
v niezaburzong pétprzestrzen propaguje sig front fali silnej
nieciggtosci z predkodeia a”/ry.s.to/ niosac na swym fronci
naprezenie &jy=-64(0) . Obszar T i II jest obszarem
staXych naprezer normalnych 63 =- 65(0) . 2 predkoscig
a5 propaguje sig front fali plastycznej,na ktérym napreze-
nia s nastgpujace: 6,=-5.(0), 51,° a:=-{kf-§—(4-s{,)26;2(0)}h ;
Front ten jest frontem fali silnej niecigg}osci naprezen
$cinajgcych,natomiast frontem fali stabej nieciggosci
naprezeri normalnych. W obszarach II i III jest & (xt)= 6;:.
W obszarze III i IV mamjr 6‘_"0&,£J=-6}(t"£j:-i) ynatomiast napre-
zenie styczne w obszarze IV jest postaci 6:,,_(1.&)=-To(4:-;'-:‘u} >

b/ Przyjecie warunku |5;(D) !)-G_p ,przy ktdérym
uplastycznienie materiatu powodu.je samo naprezenie normaline,
bez udziaZu napr:zen stycznych,prowadzi do obrazu nodohnazo
jak w przypadku Ib., Fala plastyczna silnej niecizzlodcdl
pokrywa sieg z charﬁkterystykq X = a“t /rys.11/,na jej

froncie jest &ad =-9n . Obszar I Jest obszarem statych
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naprezen &1=:§; . Nastepriie w péprzestrzen propa-
guje si¢ front fali =ilnej niecigglodei =x = 321t Z napreze-
niem réwnym 6u==-6(0) Nastepnie z predkoscig 855
propaguje si¢ fala silnej niecizgtosci napreierd stycznych.
Skok nepregzer- 63, na jej fronmcie wynosi 612=—7(0) 4

W obszarze II i III mamy 5'(;,&)=-&{'E"£L). W obszarze III
naprezenie styczne jest 5};,-‘=-’Eo(4:-g,'£,_) .

Przypadek III a,5=a,,

i~
- —

‘Przypadek ten moZna bardzo Yatwo otrzymaé z obu powyiej
przedstiwionych,dokonujqe przejsScia granicznego 85785,
nie bedzie on tutaj dyskutowany szczegdtowo.

We wszystkich rozpatrywanych przypadkach,zaktadajgc
znikenie jednej ze skXadowych naprezer powierzchniowych,
mozna wykonaé przejsScia graniczne do znanych jednowymiarowych

zagadnierd propagacji fal w pretach.

4, Uwagi dotyczgce fali odciazenia
Ze szczegétowej analizy sposobdéw odcigzenia brzegu
pé2przestrzeni wynika,ze moga zaisnieé dwa réine przypadki
Jednoznacznego okreslenia fali odcigzenia /dla réinych war-
tosScil stosunku predkosci 2, i a21/
1° fela plastyczna lezy mi¢dzy charakterystykami
X = 311/t = tO/ i x=a,/t- to/.
3 fala plastyczna lezy migdzy charakterystykami
x=a,/t-t/ 1 x=a,/t-t/.
Pierwszy przypadek bedzie miat miejsce wéwczas,gdy zmieni
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znak gradient obcigienia normalnego %%[‘9

/rys.12a/ przy

niezmienionym znaku gradientu obcigzenia stycznego 5-?—[*) ;

lub te? przy jego jednoczesne] zmianie. Fakt ten tXumachy
sie tym,ze naprezenia normalne w strefie odcig?enia rozcho-
dzg sie z predkos$cig wigkszg niz naprezenia Scinajace,
zatem o powstaniu fali odcigzenia bedzie decydowala zmiana
gradientu obcig?enia normalnego 63('{') . Jak wykazemy,

w przypadku tym,predkosé poczgtkowa fali odcigzenia bedzie
dé6z(€)
dt

dla t = t; 1 t= 1:; . Drugi przypadek bedzie miaz miejsce

zaleina Jedynie od gradientéw naprezenia normalnego

wéwczas,gdy przy monotonicznym wzroScie napreier normalnych

6o(® ,ulega zmianie znak gradientu’naprezenia stycznego

%%—lk) /rys.12b/. Réwnies w tym przypadku pre;dkoéé poczat=-
kowa bedzle zalezna tylko od gradientéw jednego naprezenia -

dT.(t)
&

Przejdziemy kolejno do oméwienia obydwéch przypadkdw.

- napregzenia stycznego dla t = t; i +t= t;.
Ksztatt fall odcigzenia okreslimy w podobny-sposéb jak to
uczyniono przy okresleniu fali plastycznej. ZaXozymy,ze

dany jest front fali odcigZenia X-"“ﬁ(*] /rys.12a/.

Z dowolnego punktu P.I/i:,t/ prowadzimy charakterystyke
ujemng i dodatnig do przecigcia sig z falg odcigZenia

X=4,(t) . Wykorzystujac zwigzki na charakterystykach w

' obszarze odciazenia,rézniczkujac je wzgledém czasu,oblicza-
jac pochodne gz" i ’;g—g identycznie jak w /3.12/,dokonu-
jac przejScia granicznego ty—>ty—>t, otrzymanmy
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el Gy 7 K7 £
/4.1/2(;\5 ';-:= B ({"g‘ +y(ty) h,, ‘r'ﬂ;l] [‘-’;,1‘");,{-.! A= }“«’"Jj
. =-28't7).

Przyjmujac,ze w obszarze pod falg cdciarenia X=y(*) sg

~-.e Riemanna,pochodna naprezenia wzdluz fall odcigienia

) Yyt g :

bedzie réwna Gm =- 6. U‘«,)(a{' %—‘L}) a pochodna pred-
: .

koéci v/ [t)= f_{ﬂ-t By [£d) . 2 /4.1/ po przeksztaice-

niach otrzymamy wyrazenie na predko$é poczgtkowsg fali

odcigzenia

o ratal/w) - el 1"
/827 (k)= [ S-/Zf)ga Gl )y j

gdzie przez 6;'(1:) i 5:;(*;} o.znalczono grad'ienty obcigzenia
normalnego G.(t) odpowiednio dla t = t; it = t;.

Wzér /4.2/ jest identyczny w formie jak w przypadku fali
odcigzenia w zagadnieniu jednowymiarowym f?] . Jak wida¢
predkosé poczgtkowa fali odcigzenia bedzie zalezeld jedynie
od 6/(#) 1 6/(f) ,nie bedzie zalezeé natomiast od zmian
narrezen stycznych, Z aﬁalizy /4.2/ wynika,ze jezeli 6:,'({:)#0
to gdy_e-,’/g;)—-o wéwczas y’/@:aﬁ ,edy &’(ﬁ*}—-m to
'}’;/én)ﬂ-m oraz jezeli 6,/ )#0 to gy &,'(45)# 0
lub 6;'[{;}—-90 wéwezas -‘\f:,'({a)w Qg . Fala
odcigzenia jest zatem ograniczona miedzy charakterystykami
x=8a,,/t -t/ 1 x=a8a,/t-t./. Inajgc predkosé poczat-
kowg fali odcigzenia 'h’[éo) mozemy juz okreélié caly jej
front [121 . Naprezenia $cinajgce 6, na fali odeciazenia

okreslimy jui bezposSrednio z obszaru pod falg,w oparciu
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o zwlgzkl na charakterystykach /3.4/. Po okresleniu skado-
wych tensora napregienia na fall odcigZenia naleiy sprawdzié
czy. jest spetniony warunek

/4.3 d3,<0

0 ile warunek ten zostanie speiniony,bedzie to oznaczad,ze
rzeczywiscie fala X"ﬁ{{) jest fals odcigzenia.

W przypadku drugim przedstawionym na rys.12b,ksztatt fali
odcigzenia wyznaczymy identycznie jak poprzednio,lecz
korzystajgc ze zwlazkdéw na charakterystykach poprzecznych,
Przeprowadzajgc identyczne rozwazania otrzymamy dla predkosel

poczgtkowe] fali odcigzenia x='1gfﬂ wyrazenie .

)= | Qau )T )%
/14l gte)=f ) .

W przypadku tym predkos$é poczatkowa fali odecigzenia bedzie
zaleze¢ jedynie od zradientéw naprezenia stycznego.?ﬁ(f:),

i t:(ﬁ:) . Dokonujge przejs$é granicznych,identycznie jak
we wzorze /4.2/ przekonamy sie,ze fala odcigzenia x=y, (¥
lezy migdzy charskterystykami x = a,,/t -t/ 1 x = 855"
/t - to/. OkreSlenie catej fali odcigzenia x=(t) nie
przedstawla réwniez tutaj trudnosci. Znacznej komplikaeji,
w_poréwnaniu z poprzednio rozwaZanym problemem,ulega sprawa
wyznaczenia pozostaltych sk*adowych tensora naprgfenia na fali
odcigzenia, Napresed 6y nie mozna okreslié tuta] bezpo-
S§rednio z obszaru pod falg odcigzenia,ze zwigzkéw na charakte-
rystykach., Nalezy tutaj rozwigzaé w obszarze nad falg
X“'ﬁ&(*) problem Goursata dla naprezen normalnych 644 ,
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majac na fali x>+ (¥ zwigzek
/4.5 6y [y:0),t] + gouv[ (@) t]=const,

{ na brzegu x = 0 warunek &,(Ct)=-6,(¢) . W przypadku
prostoliniowej fali odcigzenia x=y,(*) prodblem ten jest roz-
wigzany w [11] /por.réwniez [12] /. W tym przypadku powinien
byé takze spelniony na fali odciazenia warunek /4.3/.

W niniejszym punkcie podano jedynie pewne uwagi ogélne
dotyczgece fali odcigzenia,wyznaczenie jej predkoéci poczgt-
kowej oraz jej ksztaltu. Przedyskutowano jej poloienia na
plaszczyinie fazowej-(x,t) w zaleznosci od zmian napieé

powierzchniowych 6,(¢) 1 T,(¢)

5. Uwagi koricowe

W pracy przedstawiono rozwigzanie kilku wariantéw
zmian naprezen normalnych 6,(t) 1 stycznych T(t) przyXozo-
nych do brzegu péXprzestrzeni, Nie wyczerpujg one jednak
wszystkich mozliwych przypadkéw. Naleialoby rozwaiyé przypadki
cisnienn 6,(t) 1 T,(4) przylosonych nagle do brzegu péiprzestrze-
ni i1 nastepnie malejgcych w czasie. Przypadki te mozna
rozwigzaé po uprzedniej esnalizie powstania fali odcigzenia.
Interesujgcym wydaje sie byé rozszerzenie powyZzszych zagadnien
na problemy odbié i dyfrakcji. Celowe jest réwniez poréwnanie
uzyskanych wynikéw z istniejacymi juZ rozwigzaniami /np.
rozwigzaniami [5,7-9] / przez odpowiedni dobér parametréw
fizycznych w modelu biliniowym. Pozwoli to na pewng weryfi-
kacje biliniowej teorii plastycznosei [1] . Zagadnienia te
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bedg miedzy innymi tematem dalszych dadad,
Pragne podzigkowaé Dr B.Ranieckiemu za cenne uwagi i dysku-

sje.
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