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Rozdziat 1
Wstep

W pracy przedstawiono w sposob zwarty zaréwno podstawy fizyczne zjawiska pojawiania sie
mikrostruktury domen magnetycznych jak i prébe teorii wyjasniajacej powstawanie
mikrostruktury w cialach magnetycznych.

Modelowanie materialéw magnetycznych wymaga okre$lenia poziomu, na ktdrym
odbywa si¢ opis zachowania danego materialu. Podzial na pigé takich poziomdéw jest
pokazany w tabeli 1.1. Zagadnienia zwigzane z magnetyzmem mozna w pelni opisa¢ tylko na
gruncie mechaniki kwantowej (tak nazywany ,poziom atomowy”). Dla praktycznych
zastosowan materialdw magnetycznych w technice czgsto wykorzystana jest klasyczna teoria
magnetyzmu z wielkosciami ,,makroskopowymi” takimi jak namagnesowanie, indukcja,
przylozone pole magnetyczne (,,poziom makroskopowy™). W obecnej pracy zostaty wybrane
poziomy 2 i 3 (por. tab.l.1), gdy badamy ,makroskopowe” wlasnosci materiatéw
magnetycznych w zaleznosci od ich ,mikrostruktury”. Bedziemy poshigiwaé sig teorig
mikromagnetyzmu, ktéra opisuje procesy namagnesowania w pewnej skali: wystarczajaco
duzej dla mozliwosci wykorzystania cigglego wektora magnetyzacji, a nie indywidualnych
spinéw atoméw, i wystarczajaco malej, Zeby analizowa¢ elementy struktur przejsciowych
pomigdzy domenami magnetycznymi [14].

Teoria mikromagnetyzmu bazuje na zasadzie wariacyjnej: poszukiwany jest rozktad

wektora magnetyzacji m wewnatrz ferromagnetycznego ciala QcRY,(d=2,3),
minimalizujacy energi¢ catkowita.
Woéwezas stosujac  teorie mikromagnetyzmu mamy nastgpujace zagadnienie
minimalizacji jego energii catkowite;j:
Znalez¢é minimum funkcjonahu

E(m)= Ld(ed+ex +e,+e,)dV+E;+E,; (1.1)

okreslonego w odpowiedniej przestrzeni funkcji dopuszczalnych.



nazwa skala obiekt opis
5. Poziom W Usredniony Magnetyzm klasyczny,
makroskopowy zaleznosci wektor histereza magnetyczna,
od namagnesowan | krzywa namagnesowania
zastosowan | ;, probki jako
Jfunkcja od
zewn. pola
magnetycznego
4, Poziom Grupa domen z | Teoria przejs¢ fazowych
mezo/makro- Jednakowymi Funkcja rozktadu faz
namagnesowan namagnesowania
ia jako "faza”
3. Poziom Domena Teoria domenowa,
mezoskopowy magnetyczna, bazujaca na teorii
1-1000 pum Scianka mikromagnetyzmu i
domenowa opisujaca mikrostrukture
magnetyczng probki czy
ciata
2. Poziom Struktura Teoria mikromagnetyzmu,
mikroskopowy scianki kontynualna teoria
1-1000 nm | domenowej i klasycznego wektorowego
domen pola magnetycznego
magnetycznych
1. Poziom Spiny atomowe, | Mechanika kwantowa.
atomowy elementarny Pojawienie si¢
<1 nm moment elementarnych momentéw
magnetyczny magnetycznych, ich

konfiguracja oraz

wzajemne oddziatywanie

Tabela 1.1. Rézne podejscia do opisu materiatéw magnetycznych.

Przy rozpatrywaniu energii calkowitej (1.1) bierze sig pod uwage nastgpujace czlony:

energic wymiany e, nazywana tak przez jej pochodzenie od elementarnych oddziatywan

wzajemnych, odpowiadajacych za ferromagnetyzm; energic magnetyczng anizotropii e,

opisujaca oddzialywanie magnetyzacji z siecig krystaliczng materialu; energie zewnetrzng

e, powstajaca pod wplywem przylozonego pola magnetycznego; energi¢ magnetostatyczng

albo energie rozproszenia E;, wynikajaca z faktu, ze sam ,magnes” wytwarza pole

magnetyczne; energi¢ naprezen magnetostrykcyjnychE,;, ktéra powstaje wtedy, gdy

pomigdzy struktura magnetyczng a deformacjami sieci krystalicznej ciala wystgpuje

oddzialywanie ,,magnetosprezyste”, ktore przejawia sie¢ w zjawisku magnetostrykcji; energie

e, wzajemnego oddzialywania magnetyzacji z napr¢zeniami pochodzenia niemagnetycznego.

Postaé energii catkowitej zalezy od typu materialu. W rozdziatach 4,5 rozwazamy

energi¢ catkowita dla materiatu ferromagnetycznego nieodksztalcalnego, w rozdziale 6 - dla



odksztatcalnych mikromagnetykéw, w rozdziale 7 - dla nieéciliwych i prawie niesci§liwych
cial magnetosprezystych.

Jezeli istnieje rozwigzanie m zagadnienia (1.1), wtedy méwimy, Ze minimum energii
jest osiagalne, a rozwiazania m nazywamy minimizerem. Dowdd istnienia minimizeréw dla
materiatéw ferromagnetycznych mozna znalezé w pracach [24,52], dla poszczegdlnych
przypadkéw materialow magnetosprezystych w [25,55,63]. W rozdziale 7 pokazujemy
istnienie minimizeréw dla ciata magnetosprezystego niescisliwego i prawie niescisliwego.

W teorii mikromagnetyzmu, jak i w rachunku wariacyjnym oraz w mechanice osrodkow
ciagtych, fundamentalna role odgrywaja funkcjonatly catkowe typu

J(u,m)= [£(x,u,Vu,m), (1.2)
okreslone w pewnej przestrzeni funkcyjnej‘.} Jezeli rozwazany funkcjonal jest funkcjonatem
energii, to méwimy wtedy o problemie minimum energetycznego.

Jedna z podstawowych metod badania zagadnien istnienia oraz znajdowania
minimizeréw jest metoda bezpos$rednia rachunku wariacyjnego. Metoda ta polega na badaniu
minimum funkcjonatu bez potrzeby analizowania réwnan Eulera-Lagrange’a i wywodzi sie z
przypadku skonczenie wymiarowego. Stosowanie tej metody wymaga, aby funkcjonat
J(u,m) okre$lony na odpowiedniej przestrzeni funkcyjnej, np. przestrzeni Sobolewa
ueW'?(Q),p21l,meW**(Q) byl dolnie poiciagly wzgledem zmiennych um w
odpowiedniej topologii. Topologia ta musi dopuszcza¢ istnienie zbioréw relatywnie
zwartych. Tak okre$lony funkcjonal przy dodatkowych zatozeniach koercywnosdci funkcji
podcatkowej f posiada minimum.

Okazuje sig, ze wypuktos¢ funkcji podcatkowej (a nawet pewne jej uogdlnienia, takie
jak poliwypuktosé, kwaziwypukios¢, wypuklosc rzedu 1, (definicje podane w rozdziale 2))
gra tutaj kluczows rolg. Jesli funkcja nie speinia odpowiedniego warunku wypuktosci, moga
nie istnie¢ minimizery w sensie klasycznym, tj. nalezace do odpowiednich przestrzeni
Sobolewa.

Problem braku minimum dla pewnych zagadnien teorii sterowania byt zauwazony przez
Younga. Metoda pochodzaca od niego polegala na rozszerzeniu klasy rozwiazan. Young
wprowadzil pojecie krzywej uogélnionej, tj. takiej, ktora jest uogdlnionym rozwigzaniem

przy braku rozwiazania klasycznego. Jest to para (u,v), gdzie u=u(x) jest trajektoria, a

v = (v, ) ,X € ), jest miarg probabilistyczna (rodzing miar parametryzowana zmienna x € Q).



Przyjecie 1 rozwdj idei rozwiazan uogdlnionych w sensie Younga doprowadzity do
rozwoju miar probabilistycznych zwanych tez miarami Younga. W rozdziale 2 podano
definicj¢ i niektoére wlasnosci miar Younga.

Inne alternatywne podejscie do zagadnien minimalizacji funkcjonaléw, ktére nie
posiadaja klasycznego minimum, polega na zastosowaniu tzw. relaksacji funkcjonatu. Taka
metoda jest np. relaksacja kwaziwypukla, polegajaca na tym, Ze problem znalezienia
inf J(u,m) nie majacy rozwiazania zast¢puje si¢ problemem wyznaczania inf QJ(u,m),
czyli ,,zadaniem kwaziwypuklym®, a nastgpnie udowadnia sig, ze

inf J (u,m) =inf QJ (u,m) = min QJ (u,m) (1.3)

Tutaj OJ oznacza kwaziwypukla relaksacje funkcjonalu J. Okazuje sie, ze dwa
ostatnie zagadnienia s3 réwnowazne zagadnieniu wyznaczania minimum odpowiedniego
funkcjonatu zrelaksowanego przez miary Younga.

Pierwotnie miary Younga, znane wczesniej jako miary probabilistyczne, stuzyly jako
aparat do znajdowania uogdélnionych rozwiazan w przypadku, gdy problem minimizacyjny
nie spetniat odpowiedniego warunku zwartosci, tzw. inf-compactness. Rozwiazania klasyczne
nie istnialy, natomiast graniczne zachowanie minimizeréw stawalo si¢ coraz bardziej
oscylujace. Rozwdj teorii miar Younga nastapil w latach siedemdziesiatych i byt zwigzany z
rownaniami rézniczkowymi czastkowym [4,9,13,28]. PéZniejszy rozwdj teorii tych miar
zwiazany jest z optymalizacja i sterowaniem, z zagadnieniami ewolucyjnymi z przej$ciami
fazowymi [13,26,33,36,41,44,48,55]. Miary Younga znalazly zastosowania w zagadnieniach
aproksymacyjnych i obliczeniach numerycznych [17-19,26,38,39,51,54,57,58,59].

W zastosowaniach, w szczegdlno$ci do mechaniki nieliniowej, w bardzo szerokiej
klasie tzw. materialéw inteligentnych, jak np. stopéw metali z pamigcig ksztaltu, gestosé
energii wewngtrznej jest funkcja niewypukla; nie jest nawet funkcja kwaziwypukla. Jest to
matematyczna przyczyna nieistnienia klasycznych rozwiazan. Oznacza to, Zze niewypukle
zagadnienie minimalizacji nie posiada minimum w klasie funkcji mierzalnych w sensie
Lebesgue’a. Minimizery maja wowczas charakter oscylacyjny. Takie zjawisko, nazywane
wmikrostrukturg”, objawia si¢ w postaci szybkich przestrzennych oscylacji gradientu Vm.
Fizycznie dla zagadnienia mikromagnetyzmu oznacza to istnienie domen magnetycznych, w
kazdej z ktérych zmienia si¢ kierunek magnetyzacji. Z matematycznego punktu widzenia te
szybkie oscylacje gradientow moga by¢ opisane przez miary probabilistyczne, w

szczegolnodci przez miary Younga. W pracy korzystamy z zagadnienia mikromagnetyzmu



zrelaksowanego przez miary Younga, tzn. poszukujemy rozwigzania zagadnienia
minimalizacji funkcjonatu energii wewnetrznej w sensie miar Younga.

Stosujac analiz¢ numeryczna do zagadniei mikromagnetyzmu okazuj¢ sig, ze lepiej
korzystaé z relaksacji zagadnienia przez miary Younga, a nie z uwypuklenia zadania
minimum (zob. rozdziat 4). Wynika to z dwdéch powodéw: po pierwsze, uwypuklajac funkcjg
gestosci energii  gubimy mikrostrukturg, ktéra mozna ,odzyska¢” dopiero w post-
procesorowym kroku, a nie wyznaczyé wprost z zagadnienia zrelaksowanego z
wykorzystaniem miar Younga; po drugie, zagadnienie zrelaksowane przez uwypuklenie jest
ograniczone do przypadkéw, kiedy funkcja, opisujaca energi¢ anizotropii magnetycznej jest
znana explicite, co nie zawsze jest praktycznie mozliwe [59].

W pracy sa rozpatrywane rozne metody numeryczne rozwiazania tak zrelaksowanego
zagadnienia mikromagnetyzmu. W rozdziale 5 podano przyklad obliczeniowy dla
zagadnienia minimalizacji sztywnego ferromagnetyka.

1.1. Cel i zakres rozprawy

Celem rozprawy jest analiza funkcjonalébw niewypuklych charakteryzujacych
mikromagnetyki  oraz  podanie podstawowych faktéw dotyczacych fizycznych i
matematycznych zagadnien teorii mikromagnetyzmu.

Podstawy fizyczne zjawiska magnetyzmu oméwiono na 24 stronach na podstawienie 4
monografii, w tym jednej z 2000 roku, zawierajacych aktualna wiedz¢ o mikrostrukturze
magnetycznej (rozdzial 2). Najnowsze rezultaty teoretyczne dotyczace opisu magnetykéw i
mikromagnetykdw odksztalcalnych zabrano w rozdziale 2.

Rozdzial 3 zawiera wprowadzenie do teorii miar Younga. W nim réwniez podano
aproksymacj¢ numeryczng zagadnienia niewypuklego z wykorzystaniem tych miar.

W rozdziale 4 zebrano najwazniejsze twierdzenia i rezultaty dotyczace modelowania
mikromagnetykéw nieodksztatcalnych poprzez relaksacj¢ funkcjonatéw energetycznych
miarami Younga.

W rozdziale 5 wykorzystano twierdzenia podane w rozdziale 4 do wykonania
numerycznej realizacji przy zalozeniu konkretnej postaci energii wewnetrznej. Opracowano
wilasny algorytm numeryczny i wykonano obliczenia ilustrujace pojawienie si¢
mikrostruktury pod wplywem przylozonego pola zewngtrznego.

W rozdziale 6 sformutowano i udowodniono  twierdzenia o istnieniu minimizera
energii modelu ciala niescisliwego magnetosprezystego.

Wiasnym wktadem autorki jest:



)
2)

3)

zdefiniowanie nowego modelu ciata magnetospr¢zystego prawie niescisliwego;
pokazanie istnienia rozwiazan zagadnienia minimalizacji energii wewngtrznej dla ciat
magnetosprezystych prawie niescisliwych;

sformulowanie i udowodnienie twierdzen o istnieniu granicznego modelu

niescisliwego dla ciagu zagadnien prawie niescisliwych.



Rozdziat 2

Mikromagnetyzm: podstawy fizyczne i modelowanie

2.1. Wstep

Mikromagnetyzm jest klasyczna fenomenologiczng makroskopowsg (pomimo nazwy)
teoria, w ktorej nie wyjasnia si¢ pojawienia namagnesowania, anizotropii magnetycznej,
magnetostrykcji ani innych efektow wiasciwych magneto-uporzadkowanym materialom. W
teorii mikromagnetyzmu wzajemne oddziatywania, ktére powoduja te efekty sg postulowane.
Zagadnieniem mikromagnetyzmu jest znalezé zaleznosci wektora magnetyzacji od
wspolrzednych i czasu, korzystajac ze wzoréw dla energii swobodnej i ogdélnych réwnan
rownowagi i1 ruchu magnetyzacji. Cz¢sto w literaturze materiaty magnetyczne, do opisu
ktérych stosuje sig teorig mikromagnetyzmu, nazywane sa mikromagnetykami.

Historia takiego podejécia zaczyna sig¢ od artykutu Landau i Lifshitza z 1935 roku
[47], dotyczacego obliczenia $cianek domen magnetycznych. W tej pracy po raz pierwszy
sformutowano zasade minimalizacji energii calkowitej jako metod¢ poszukiwania rozkladu
magnetyzacji oraz podano réwnanie opisujace namagnesowanie. Praca zawiera wyniki, ktére
nie stracity na znaczeniu do dzi$: na przyklad, rozmiary domen magnetycznych i charakter
zmiany magnetyzacji w domenie. Wazny wklad do teorii, ktéra potem otrzymata nazwe teorii
mikromagnetyzmu, wniost Kittel (1947), ktéry uwzglednit wplyw formy prébki i anizotropii
magnetycznej na rezonans ferromagnetyczny. A takze Kondorskij (1950,1952) pracujac nad
teoria czasteczek jednodomenowych. Herring i Kittel (1951) opracowali makroskopowa
teorig fal spinowych, a Walker (1957) podat teori¢ drgan niejednorodnych namagnesowania.
W pracach [14,15] Brown sformulowal zasady ogélne i podstawowe réwnania teorii dla
przypadku  statycznego, rozwijajac réwnania  teorii  tréjwymiarowej.  Teoria
mikromagnetyzmu znalazta zastosowanie do modelowania bardzo szerokiej klasy tzw.
materialéw inteligentnych (ang. smart materials). Do takich materialéw nalezg materialy
ferromagnetyczne wykazujace pamieé ksztaltu. Istnieja inne podejscia do opisu takich
materialéw. Na przyklad, w pracy [26] teoria, ktérg autorzy nazwali ,,Constrained theory of
magnetoelasticity”, wykorzystuje réwniez zasady mikromagnetyzmu, a magnetyzacja i
deformacja sg sprz¢zone.

Interesujaca nas teoria mikromagnetyzmu bazuje na zasadzie wariacyjnej:

poszukiwany jest rozklad magnetyzacji  minimalizujacy energi¢ catkowita. Zasada



wariacyjna  prowadzi do réwnan  rézniczkowych, nazywanych réwnaniami
mikromagnetyzmu. W pracy [47] sa one rozpatrywane w przypadku jednowymiarowym.
Réwnania mikromagnetyzmu sg réwnaniami skomplikowanymi, sa to réwnania nieliniowe i
nielokalne. Dlatego trudno jest znaleZ¢ rozwigzanie analityczne takich réwnan (oprécz
przypadkéw, kiedy mozliwa jest linearyzacja). Pomimo tego, liczba zagadniefi, dla ktérych
konieczne jest zastosowanie teorii mikromagnetyzmu rosnie, na przyklad przy badaniu
zachowania si¢ matych czastek magnetycznych, wigkszych od domeny, ale matych dla opisu
przez jednorodna magnetyzacja, dla opisywania i obliczenia struktury $cianek domenowych
oraz dla modelowania materialéw magnetosprezystych, ferromagnetykéw wykazujacych
pamigé ksztattu [2,26,29,32,33]

Z powodu trudnosci obliczeniowych istotne jest poszukiwanie rozwiazan
numerycznych. JednakZe zastosowanie mikromagnetyzmu struktur domenowych o duzej
skali wydaje si¢ nierealne: réznica pomiedzy rozmiarem prébki (okolo mikrona
szeSciennego), dla ktdérej jest mozliwe 3-wymiarowe obliczenie metoda elementéw
skoriczonych a rozmiarem struktury domenowej, znajdujacej sie w przedziale od milimetréw
do centymetrow jest bardzo duza [59].

Z szybkim wzrostem mozliwosci obliczeniowych wzrosto zainteresowanie
mikromagnetyzmem jako istotnym instrumentem dla charakterystyki materiatléw
magnetycznych, mozliwosci poréwnania wynikéw teorii z eksperymentem, projektowania
nowych materialdbw magnetycznych, ktére sa wykorzystywane w nowoczesnych
urzadzeniach zapisu magnetycznego, magneto-elektronowych przyrzadow, nosnikéw
informacji z ultra wysoka gestoscia zapisu itd.

W dalszej czesci tego rozdziatu rozpatrzono fizyczne podstawy teorii mikromagnetyzmu,

materialy magnetyczne, ich strukturg¢ oraz metody opisu.

2.2. Materialy magnetyczne

»Materialem magnetycznym” — nazywa si¢ wszystkie substancje wykazujace
jakiekolwiek wiasciwosci magnetyczne. Niektére z nich, takie jak diamagnetyki czy
paramagnetyki, wykazuja te wlasnosci w niezwykle stabym stopniu i sa wtedy traktowane
jako ,,niemagnetyczne”. W pracy bedziemy rozpatrywaé materiaty, wykazujace wlasciwosci
magnetyczne w stopniu znaczacym, do nich naleza ferromagnetyki, antyferromagnetyki i
ferrimagnetyki.

Wiasciwosci magnetyczne materialow sa wynikiem istnienia momentéw

magnetycznych atoméw. Pod nieobecno$é zewngtrznego pola magnetycznego w wigkszosci



pierwiastkow wypadkowe momentéw magnetycznych elektronéw atomu sa zerowe gdyz
rézne kierunki kompensuja si¢ nawzajem. Jednak istnieje szereg pierwiastkéw (zelazo,
kobalt, nikiel), ktérych atomy maja niecatkowicie wypetlnione wewngtrzne powloki
elektronowe. Moment magnetyczny takich atoméw, nazywanych magnetycznymi, nie jest
zerem. W temperaturze wyzszej temperatury Krytycznej (tzw. ,temperatury Curie’) momenty
magnetyczne sa skierowane chaotycznie, jednak w niZszej temperaturze otrzymuja pewny
przewazajacy kierunek i podczas ruchu cieplnego wahaja si¢ okolo tego kierunku. Materiaty,
w ktorych istnieja taki kierunki, nazywano materialami magnetouporzadkowanymi.

2.2.1. Magnesowanie

Materialy, w ktérych powstaje moment magnetyczny pod wplywem zewnetrznego pola
magnetycznego nazywaja si¢ magnetykami, a proces nabycia momentu magnetycznego —
namagnesowaniem materialu. Do opisywania materialtéw magnetycznych wprowadzono

wektor namagnesowania J, rowny momentowi magnetycznemu M jednostki objetosci V:

J=2 @.1)

W magnetykach, w ktérych momenty magnetyczne zlokalizowane tylko na atomach,
moment magnetyczny catej probki M sklada si¢ z momentéw magnetycznych atoméw p; (
i- numer atomu):

M= i [TH (2.2)
il
a sumowanie odbywa si¢ po wszystkim atomach magnetycznych, gdzie N jest iloscig
atomow.

Namagnesowanie nazywa si¢ jednorodnym, jezeli wektor namagnesowania J ma ta
samg dhugo$¢ niezaleznie od jego kierunku. Indukcja pola magnetycznego w magnetyku w
ukladzie MKS jest suma:

B=yuH+IJ, (2.3)
w jednostkach CGS:
B=H+4xJ, (2.4)
gdzie :
H - jest nat¢zeniem doprowadzonego pola magnetycznego, wyrazonym w amperach na metr

(A/m), w ukladzie CGS w erstedach (10e=(lf4r:)<103A}m);



B- jest wytworzong przez pole indukcja magnetyczng lub gestoscia strumienia
magnetycznego, wyrazong w  weberach na metr kwadratowy (Wb/m?)
(IWb/m*=1TI=10*/ 47Gs=7,93-10°Gs );

J - jest natgzeniem magnetyzacji, wyrazonym w tych samych jednostkach;

M, - jest pierwotng stala magnetyczng lub przenikalnoscia magnetyczng prozni; warto$¢
1, =47107 H/m (henréw na metr).

W pracach z zakresu magnetyzmu czgsto stosowano zaréwno uklad jednostek MKS
(metr-kilogram-sekunda), jak i CGS (centymetr-gram-sekunda), co bywa dogodniejszym.
Przejscie z jednego uktadu do drugiego mozna wykona¢ z pomoca nastgpujacych zaleznosci:
1 Wb/m?=10000 Gs (gaus6w),

100 A/m= 1 A/cm=1,257 Oe (ersteda),
1 Oe =1,8 A/cm (w przyblizeniu).

Zauwazmy, ze do formuly (2.3) wchodza nie mikroskopowe warto$ci B, M, H, ktére

bardzo zmieniaja si¢ na odleglosciach rzedu odlegtosci migdzyatomowych, a tylko ich

usérednione wartosci makroskopowe.

2.2.2. Struktura krystaliczna

Pierwiastki i stopy ferromagnetyczne, podobnie jak i metale, majg budowe
krystaliczna. Ich wlasnosci sa wywolane zlozonym dzialaniem wszystkich krysztatow
skladowych. Dlatego tez wazne jest poznanie indywidualnych wiasnosci pojedynczych
krysztatow.

Idealny krysztat jest zbudowany z powtarzajacych si¢ w przestrzeni identycznych
jednostek strukturalnych. Strukture wszystkich krysztatéw mozna opisa¢ za pomocg sieci, w
ktorej z kazdym punktem jest zwiazana grupa atoméw. Te grupe atoméw nazywamy baza;
dzieki powtarzaniu si¢ jej w przestrzeni powstaje struktura krystaliczna.

Sie¢ jest zdefiniowana przez trzy podstawowe wektory translacji sieci a,a,,a,
takich, ze ulozenie atoméw wyglada tak samo z punktu r jak i z punktu

r'=r+ua, +u,a, +u,a,, (2.5)
gdzie u,,u,,u, sa dowolnymi liczbami catkowitymi. Zbiér punktow r', okreslonych przez
wzor (2.5) dla wszystkich wartosci u,,u,,u, definiuje sie¢. Sie¢ jest periodycznym uktadem
punktéw w przestrzeni. (Analogiczny zbiér w dwoch wymiarach jest nazywany siatka). Sie¢



jest abstrakcja matematyczna; strukturg krystaliczng otrzymujemy wtedy, gdy baza atoméw
jest jednoznacznie przyporzadkowana kazdemu weztowi. Mamy wigc logiczny zwiazek:
Sie¢ + baza= struktura krystaliczna.

Sie¢ nazywamy prostq, a wektory translacji a,,a,,a, podstawowymi, jesli dowolne
dwa wektory r i r' opisujace polozenie punktéw, z ktérych uklad atoméw wyglada tak samo,
spetniaja zalezno$¢ (2.5) dla odpowiednie dobranych liczb catkowitych u,u,,u,. Komérka
zbudowana na tak zdefiniowanych podstawowych wektorach translacji jest elementem
skfadowym struktury krystalicznej o najmniejszej objetosci.

Podstawowe wektory translacji stuza czgsto do definiowania osi krystalicznych.
Stosowane sa rowniez inne osie krystaliczne, ktére mozna latwo powigzaé z symetrig
struktury. Osie krystaliczne a,,a,,a, tworza trzy sasiednie krawedzie réwnolegloscianu.
Jesli wezly sa tylko w wierzcholkach réwnolegloscianu, méwimy o réwnolegloscianie

elementarnym.
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Rys. 2.1. Typy sieci trojwymiarowych (sieci Bravais'go) (14 réznych typéw), [45].

W temperaturze pokojowej zelazo krystalizuje w sieci przestrzennie centrycznej
uktadu regularnego, nikiel w plasko centrycznej uktadu regularnego, a kobalt w ukladzie
heksagonalnym. Struktura tych krysztatéw pokazana na rysunku 2.2.

11



a)

=
£

Rys.2.2. Budowa sieci krystalicznej a) zelaza, sc ang. simple cubic- prosta, b) niklu, bee- body

centered cubic- przestrzennie centrowana, c) kobaltu, fec- face centered cubic- powierzchniowo

centrowana, [11].
W podrozdziale 2.4.2 bedzie pokazano, jak budowa sieci krystalicznej wptywa na
wiasnosci magnetyczne materiatu, gdy omoéwimy istnienie tzw. kierunkéw latwego i

trudnego namagnesowania materialdw oraz energii anizotropii magnetycznej.

2.2.3. Diamagnetyki i paramagnetyki.

Rozpatrzmy materialy, w ktérych nie wystepuje uporzadkowanie momentéw
magnetycznych atoméw, to znaczy, ze atomy nie maja momentéw magnetycznych albo
momenty te sg nieuporzadkowane.

Zagadnienia zwiazane z magnetyzmem mozna w pelni opisa¢ tylko na gruncie
mechaniki kwantowej. Czysto ,klasyczny” uklad w stanie rownowagi termodynamicznej
moze nie wykazywa¢ momentu magnetycznego nawet w obecno$ci pola magnetycznego.
Zrédtami momentu magnetycznego swobodnego atomu sa: spin elektronéw, orbitalny
moment pgdu elektronéw zwiazany z ich ruchem wokét jadra oraz zmiana momentu
orbitalnego spowodowana zewngtrznym polem magnetycznym. Pierwsze dwa czynniki
zwigzane s z paramagnetycznym wkiladem do namagnesowania, trzeci - z wkiadem
diamagnetycznym. W stanie podstawowym 1s atomu wodoru moment orbitalny jest réwny
zeru i na moment magnetyczny sklada si¢ tylko moment zwiazany ze spinem oraz niewielki
indukowany moment diamagnetyczny. W stanie 1s? atomu helu zaréwno moment spinowy,
jak 1 orbitalny sg réwne zeru i wklad do momentu magnetycznego daje tylko moment
indukowany. Atomy o zapetnionych powlokach elektronowych maja zerowe momenty
spinowe i orbitalne; tylko w przypadku nie zapelnionych powlok momenty te mogg byé
rozne od zera.

Jezeli namagnesowanie J definiujemy jako moment magnetyczny jednostki
objetosci, H oznacza natgzenie pola magnetycznego, wtedy podatnos¢ magnetyczng

jednostki objetosci definiujemy w nastepujacy sposob:
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gdzie y jest wielkoscia bezwymiarowa.

Substancje o ujemnej podatno$ci magnetycznej nazywamy diamagnetykami, a o
dodatniej - paramagnetykami. Jadrowe momenty magnetyczne sa Zrodlem paramagnetyzmu
jadrowego. Sa one okoto 1000 razy mniejsze od momentu magnetycznego elektronu.

W diamagnetykach wektor magnetyzacji skierowany jest przeciwnie do
magnesujacego pola i nie wystgpuje wiasny moment magnetyczny, ktéry pojawia sig tylko w
rezultacie dziatania pola zewngtrznego. W paramagnetykach wektor magnetyzacji
skierowany jest wzdtuz pola przytozonego, momenty magnetyczne atoméw i molekut nie sa
rowne zero, ale skierowane sg chaotycznie. Przy dzialaniu pola zewngtrznego odbywa si¢
zmiana tych kierunkéw. Ilo§¢ momentéw magnetycznych z kierunkami bliskimi do kierunku
pola magnetycznego staje si¢ przewazajaca, co prowadzi do pojawienia si¢ niezerowego

namagnesowania, skierowanego wzdtuz wektora indukcji pola.

2.3. Materialy magnetouporzadkowane

Rozpatrzmy teraz materialy magnetouporzadkowane. Uporzadkowanie to moze by¢
ferromagnetyczne, ferrimagnetyczne, antyferromagnetyczne, moze by¢ réwniez spiralne lub
jeszcze bardziej ztozone [45].

Uporzadkowanie magnetyczne czuli uporzadkowane przestrzenne rozmieszczenie
momentéw magnetycznych wystepuje w pewnych materiatach, np. w ciele stalym majacym
daleki rzad polozenia atoméw oraz siatkg krystaliczna, w ktorej weztach sg rozmieszczone
periodycznie atomy z momentami magnetycznymi. Wystepuje réwniez w materiatach
amorficznych, dla ktérych istnieje tylko bliski rzad rozmieszczenia atoméw. Mechanizmy
odpowiedzialne za uporzadkowane rozmieszczenie atomowych momentéw magnetycznych
s3 nastgpujace:

e posiadanie przez atomy wlasnych momentdw magnetycznych, dzigki czemu
mozliwe jest pojawienie si¢ spontanicznego momentu magnetycznego nawet pod
nieobecnos$é zewnetrznego pola magnetycznego;

e istnienie w cialach stalych wzajemnego oddzialywania wymiany. Jest ono czgscia
oddzialywania elektrostatycznego i zalezy od orientacji spinéw oddziatujacych
elektronéw. Takie oddzialywanie pojawia si¢ w wyniku efektéw kwantowo-
mechanicznych i zalezy od odleglosci pomigedzy jonami magnetycznymi i ich

polozeniem geometrycznym.
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Ferromagnetyk ma spontaniczny moment magnetyczny, tzn. taki, ktéry wystepuje
nawet w nieobecnoéci zewnetrznego pola magnetycznego. Istnienie spontanicznego momentu
wskazuje na to, ze spiny elektronéw i momenty magnetyczne ustawione sg w jaki$ regulamy
sposob. Takie uporzadkowanie nie musi by¢ proste: wszystkie ustawienia spinéw
przedstawione na rys. 2.3 cechuje spontaniczny moment magnetyczny nazywany momentem
magnetycznym nasycenia.

Wezesniej termin ,ferromagnetyki” oznaczal wszystkie materialy wykazujace
wlasno$ci magnetyczne w duzym stopniu. Momenty magnetyczne atoméw takich materiatow
rozmieszczaja si¢ rownolegle do siebie, co powoduje ,duze” namagnesowanie, a
spontaniczne namagnesowanie wystepujace nawet pod nieobecno$¢ zewnetrznego pola
magnetycznego. Jest to mozliwe nie tylko przy réwnoleglym ustawieniu momentéw
magnetycznych (patrz rys. 2.3a), ale takze przy antyrownoleglym (rys.2.3b) i
antyrownoleglym z niejednakowymi momentami magnetycznymi dwoéch typéw atoméw
(rys.2.3c). Takie uporzadkowania momentéw magnetycznych nazywaja si¢ odpowiednio
ferromagnetyzmem, antyferromagnetyzmem i ferrimagnetyzmem.

Z punktu widzenia teorii mikromagnetyzmu nie ma zadnej réznicy pomiedzy
ferromagnetyzmem 1 ferrimagnetyzmem. Kluczowym jest istnienie magnetyzacji
spontanicznej, tzn. wektora, ktory opisuje stan makroskopowy materiatu. Oprocz tego, nie ma
znaczenia przy zagadnieniu mikromagnetyzmu czy magnetyzacja na poziomie atomowym
jest zadana réwnolegtymi czy antyréwnolegtymi spinami. Dlatego teoria mikromagnetyzmu
moze by¢ zastosowana do materiatléw ferromagnetycznych, réowniez do innych materialow

~magnetycznych”, por.[15,70].

Rys. 2.3. Roézne typy uporzadkowania spindéw elektronowych: a) struktura magnetyczna atomowa
ferromagnetyka, b) struktura magnetyczna atomowa antyferromagnetyka, ¢) struktura magnetyczna

atomowa ferrimagnetyka, [70].
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Temperatura Curie T, jest to taka temperatura, powyzej ktorej zanika spontaniczne

namagnesowanie. Oddziela ona obszar wystgpowania nieuporzadkowanej fazy

paramagnetycznej, w temperaturach T > T., od obszaru wystgpowania uporzadkowanej fazy

ferromagnetycznej w temperaturach T < T..

z[y x| | x| |
xu z=_
T | Ly 15 rve
| |y |
\
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T O, T -6 €Ty T
Rys.2.4. Temperaturowa zalezno$¢ podatnoéci magnetycznej paramagnetyku, ferromagnetyka,
antyferromagnetyka.

Temperaturowa zalezno$¢ podatno$ci magnetycznej paramagnetyka, ferromagnetyka
oraz antyferromagnetyka pokazano na rys.2.4. Tutaj C oznacza stala Curie.

Na rysunku 2.5 pokazano pgtlg histerezy z zaznaczonymi parametrami waznymi z
punktu widzenia zastosowan praktycznych.

indubiys magacyreens iCGS)
B=H+dnJ

B+l

-H. jpobe magnetycene

Rys. 2.5. Krzywa magnesowania [45].

Pole koercji H,. jest to pole magnetyczne, ktore nalezy przylozy¢ do prébki pewnego
materialu magnetycznego, aby zmniejszyé namagnesowanie J lub indukcje B do zera. Jest
ono skierowane przeciwnie do kierunku pola, w ktérym uprzednio osiagnigto
namagnesowania nasycenia. Dla materialow o duzej koercji definiuje si¢ pole koercji H
jako pole, ktére redukuje namagnesowanie do zera. Warto$¢ pola koercji moze zmienia¢ sig¢

o siedem rzedéw wielkosci; jest to najczulszy parametr charakteryzujacy wiasno$ci materiatu
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ferromagnetycznego, ktory mozemy kontrolowaé. Materialy o malym polu koercji nazywamy
materialami magnetycznie miekkimi, o duzej — twardymi (na przyklad, magnesy stale).

W rdzeniu transformatora chcemy mie¢ matla koercje, a takze duza przenikalno$é
magnetyczng materiatu. Uzycie materialu czystego, jednorodnego, o dobrze zorientowanych
ziarnach ulatwia przemieszczanie si¢ domen, a tym samym zapewnia duza przenikalno$é
magnetyczna. Z drugiej strony, magnesy stale powinna cechowaé duza koercja, ktéra
uzyskujemy utrudniajac przemieszczanie si¢ granic domen (o ktérych mowa bgdzie w
nastgpnym podrozdziale), najlepiej przez usunigcie w ogdle granic domen z materiatu.
Mozna to zrealizowaé wykorzystujac bardzo mate jednodomenowe krystality.

Kontrolujac w procesie technologicznym wytracanie si¢ jednej z faz metalicznych,
mozna otrzymacé probke wielofazowa o bardzo matych obszarach jednej fazy. Istnieje pewien
krytyczny rozmiar, poniZej ktérego wytracenia staja sie jednodomenowe.

2.4. Domeny ferromagnetyczne i $cianki domenowe

2.4.1. Domeny ferromagnetyczne

W temperaturach znacznie niZzszych od temperatury Curie momenty magnetyczne
elektronéw w ferromagnetyku, w skali mikroskopowej, sa réwnolegle do siebie. Jednakze,
jezeli rozpatrujemy probke jako catosé, to stwierdzamy, ze jej wypadkowe namagnesowanie
moze by¢é duzo mniejsze od namagnesowania nasycenia. W celu otrzymania
namagnesowania nasycenia moZze by¢ konieczne przylozenie zewngtrznego pola
magnetycznego. Pod tym wzgledem podobnie zachowuja si¢ zardwno monokrysztaty, jak i
probki polikrystaliczne.

Doktadniej rzecz biorac, probki skladaja si¢ z malych obszaréw nazywanych
domenami. W kazdej domenie lokalne namagnesowanie odpowiada stanowi nasycenia.
Jednak kierunki namagnesowania réznych domen nie musza by¢ réwnolegle do siebie.
Domeny tworzg si¢ takze w antyferromagnetykach, ferroelektrykach, antyferroelektrykach,
krysztatach ferrosprezystych, nadprzewodnikach.

Istnienie domen ferromagnetycznych po raz pierwszy bylo postulowane przez
P.Weissa w 1907 roku. Wprowadzit on to pojecie, aby wythumaczy¢ stan rozmagnesowania
realnych prébek ferromagnetycznych. Zgodnie z hipoteza Weissa, jezeli probka nie jest pod
wplywem pola zewngtrznego, to ona jest podzielona na domeny, z ktérych kazda jest
namagnesowana do nasycenia. Sasiadujace dwie  domeny maja rdzne kierunki

namagnesowania oraz oddzielone jedna od drugiej granica, nazywana sScianka domenowa
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(Scianka Blocha). W sasiadujacych domenach wektory namagnesowania sa w réznych
kierunkach, dlatego namagnesowanie calej prébki moze byé mniejsze od namagnesowania
nasycenia, a nawet rowne zero. W przejsciu granicznym pomigdzy domenami wektor
namagnesowania z pierwszej domeny odwraca si¢ do kierunku wektora namagnesowania w
drugiej domenie.

Hipoteza istnienia domen magnetycznych w ferromagnetykach otrzymata
potwierdzenie w eksperymentach G.Barkhauzena w 1919 roku. Przy pomocy wynalezionego
wtedy elektronowego wzmacniacza sygnalow zauwazono, Ze namagnesowanie przy
namagnesowaniu ferromagnetyka zmienia si¢ (przy wzmocnieniu stychaé bylto dZzwigki). Te
sygnaly dzwigkowe odpowiadaja za namagnesowanie jednego albo niektérej grupy domen;
nazwano je skokami Barckhauzena.

e
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Rys.2.6. Idealna struktura domenowa ferromagnetyka. O$ z jest osig tatwego namagnesowania, [70].

Landau i Lifszyc [47] wykazali, ze wystgpowanie struktury domenowej jest
konsekwencjg istnienia réznych wkiadéw do energii catkowitej ferromagnetyka: energii
wymiany, energii anizotropii i energii magnetycznej. Bezposrednim dowodem istnienia
struktury domenowej sa fotografie granic domen otrzymane metoda obrazéw proszkowych
lub technika badan optycznych wykorzystujacych zjawisko Faradaya. Metoda obrazéw
proszkowych zastata rozwinigta przez F.Bittera [29]. Polega ona na umieszczeniu kropli
koloidalnej zawiesiny bardzo drobno sproszkowanego materialu ferromagnetycznego na
powierzchni krysztalu ferromagnetycznego. Czasteczki koloidalne w zawiesinie gromadza
si¢ w poblizu granic migdzy domenami, gdzie istnieje silny gradient pola magnetycznego, a
wigc na czastki dziala duza sila przyciggajaca. Odkrycie przezroczystych zwiazkéw
ferromagnetycznych byto zacheta do badafn domen metoda optyczna [45].

Po raz pierwszy bezposrednio przez mikroskop domeny obserwowali w 1932 roku
F.Bitter, L.V.Hamos i P.A.Tissen [11].

Obecnie dla obserwacji struktur domenowych wykorzystuje sig¢ metode

magnetooptyczng, metod¢ mikroskopii elektronowej, rentgenowska oraz neutronograficzna.
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Przy ich pomocy sa otrzymywane obrazy domen magnetycznych zaréwno na powierzchni

probki, jak i w objetosci. Domeny w ferromagnetykach mozna teraz bezposrednio

I

A

(R X ¥ W

Rys. 2.7. Domeny magnetyczne, zaobserwowane przy pomocy metody magneto-optycznej oraz

obserwowac i fotografowac¢ (rys.2.7).

symulacji komputerowej: a) probka zelaza, b) cienka warstwa NiFe (gruboéé¢ 130nm, c¢) monokrysztat
granatu z schematycznie pokazana magnetyzacija [29].
Wzrost wypadkowego namagnesowania ferromagnetyka pod wplywem pola
magnetycznego (rys.2.8) jest zwigzany z dwoma niezaleznymi procesami:
1. w slabych zewngtrznych polach magnetycznych objetoé¢é domen, ktérych
namagnesowanie jest skierowane wzdluz kierunku przylozonego pola, zwigksza sig
kosztem objetosci domen zorientowanych w innym kierunku;

2. wsilnych polach namagnesowanie domen obraca si¢ w kierunku zewngtrznego pola.

odwracalne przemieszczenia granic

przylozone pole —=
Rys.2.8. Typowa krzywa namagnesowania. W réznych czeéciach krzywej zaznaczono dominujacy
proces namagnesowania.
Struktura domenowa ferromagnetyka zalezy od trzech nastepujacych czynnikéw:
1. geometrii prébki, to znaczy przez jej ksztalt i skierowanie osi krystalograficznych

wobec powierzchni prébki;
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2. energii anizotropii, to znaczy od istnienia energetycznie ekwiwalentnych kierunkow
namagnesowania, patr.2.4.2;
3. w realnych probkach od réznych defektoéw sieci krystalicznej.

Czgsto struktury domenowe sg bardziej skomplikowane niz przedstawione proste
przykiady, lecz zawsze przyczyna pojawienia sie struktury domenowej jest mozliwosé
obnizenia energii uktadu w wyniku przejscia od konfiguracji o wyZszej energii magnetycznej
odpowiadajacej nasyceniu do konfiguracji domenowej o nizszej energii. Wspélczesna teoria
ciala stalego przewiduje, Ze nie tylko metale ferromagnetyczne (Zelazo, kobalt, nikiel), ale
takze pie¢ metali z grupy lantanowcow i liczne stopy i zwiazki chemiczne, w tym niektére
ztozone z samych pierwiastkéw nieferromagnetycznych, skladaja si¢ z makroskopowych
domen (o rozmiarach rzedu paru tysigcznych czesci centymetra), w ktorych spiny sa
ustawione zgodnie. W nienamagnesowanej probce domeny sa zorientowane chaotycznie
wzgledem siebie. W procesie namagnesowywania domeny ustawiaja si¢ zgodnie przez ruch
granic domen. Domeny zorientowane korzystnie wzgledem pola rosna kosztem pozostatych
domen.

Domeny ferromagnetyczne sa oddzielone jedna od drugiej warstwa przejSciowa
nazywang granica domenowa albo $cianka Blocha. Jej grubos$¢ jest znacznie wigksza od
odlegloéci miedzyatomowej. W nastgpnych podrozdziatach rozpatrzymy bardziej

szczegolowo energi¢ anizotropii ferromagnetykow i granicy pomigdzy domenami.

2.4.2. Energia anizotropii magnetycznej

W krysztale ferromagnetycznym mozemy wyrézni¢ energig, ktéra powoduje, ze
magnesuje si¢ on tatwiej wzdhuz pewnych wyroznionych kierunkéw krystalograficznych,
nazywanych kierunkami }atwego magnesowania. Energi¢ t¢ nazywamy energia
magnetokrystaliczna lub energia anizotropii. Jezeli przy tym kierunki J i H sa jednakowe, to
materialy nazywaja si¢ magnetykami izotropowymi. Jesli kierunek wektora magnetyzacji J
zalezy ot kierunku pola wzglgdem osi krystalograficznych, to takie materialy nazywaja si¢
magnetykami anizotropowymi.

W krysztatach moga by¢ kierunki tatwego i trudnego magnesowania. Na rys.2.9 na
podstawie krzywej dla zelaza widzimy, ze krysztal zelaza ma o$ tatwego magnesowania
[100], a trudnego [111] .
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Rys.2.9. Anizotropia namagnesowania zelaza, niklu i kobaltu [45].

Jednym ze Zrédet anizotropii magnetokrystalicznej jest asymetria w przekrywaniu sig
rozkltadéw elektrondéw sasiednich jonéw (rys.2.10). W rezultacie spin-orbitalnego
oddziatywania rozktad tadunku ma ksztalt elipsoidalny, a nie kulisty. Asymetria jest
zwigzana z kierunkiem spinu, tak wiec obrét spinu wzgledem osi krysztahun zmienia energie
wymiany, a takze zmienia energi¢ oddzialywania elektrostatycznego pomigdzy rozkiadami
fadunku par atomoéw. Energia w konfiguracji (a) jest inna niz w konfiguracji (b) (patrz
rys.2.10).

Rys.2.10. Asymetria przekrycia rozktadow elektronéw [45].
Wektor namagnesowania J krysztalu oddzialuje z siecig krysztaln w wyniku
przekrywania si¢ orbitali elektronowych, a ruch orbitalny elektronu wplywa na jego spin za
posrednictwem sprzezenia spin- orbita.

Energia anizotropii w jednoosiowym krysztale moze by¢ zapisana jako szereg:
e =2 K" (2:6)
gdzie a=cos@ jest kosinusem kierunkowym mementu magnetycznego M wzgledem
pewnej osi, a K, - sa statymi anizotropii krystalograficznej wyznaczanymi eksperymentalnie.
Czesto bierze sig tylko trzy pierwsze sktadowe:
e, =K, +K, cos’8+K,cos" 6. 2.7)
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Przy K, <0, K, =0 otrzymujemy ferromagnetyk z fatwa osig (minimum energii anizotropii
odpowiada 8 =0).

Najczesciej wykorzystuje si¢ nastepujace formy zapisu ggstosci energii anizotropii:
dla krysztatu regularnego (kubicznego):

e =K, (mlzmi +mim; +m§m§)+ K m{mim;, (2.8)
dla krysztalu heksagonalnego:
em=K,l,(mf+m§)+K“(mf+m§)z+... (2.9)
dla krysztalu jednoosiowego:
e, =K, sin8+K,,sin"é, (2.10)
gdzie @ jest katem pomigdzy osig anizotropii a wektorem magnetyzacji. Stale materialowe
w zaleznodci od materiatu sa rzedu 1(10z ——2-107].! /m®. Na przykiad, stale anizotropii
magnetosprezystej (w jednostkach erg/cm®) stanowia: dla zelaza K, ,=4.6-10°,K, =1.5-10°,
dla niklu K, =-5-10*,K, =2.3-10%, oraz kobaltu K, =4.1-10°,K, =1.0-10°.

Kierunki, ktére mozna wyznaczy¢ z réwnan ( 2.8- 2.10) nazywaja sie kierunkami
fatwego magnesowania. Wzdhuz takich kierunkéw krysztat moze by¢ namagnesowany przy
mniejszych przylozonych pofach zewnetrznych . JeZeli wektor magnetyzacji zostaje
obréocony do innego polozenia, jak to moze zaistnie¢ przy doprowadzeniu pola
magnetycznego pod odpowiednim katem, to wykonana zostanie praca przeciw silom
krysztatu, ktore usitujg utrzymac osie spinéw elektronowych réwnolegle do kierunku fatwego
magnesowania, a w zwiazku z tym zostaje zmagazynowana w domenie dodatkowa energia.

Energia anizotropii magnetycznej w teorii mikromagnetyzmu odgrywa wazna rolg.
Mianowicie, wchodzac jako sktadowa do réwnania energii catkowitej (zob.(2.17)), moze
skomplikowaé poszukiwanie rozwiazania zagadnienia minimalizacji funkcjonatu (2.17) czy

(2.18), powodujac jego niewypuktos¢ (patrz rozdziat 4).

2.4.3. Obszar przej$ciowy miedzy domenami
Scianka Blocha w krysztale nazywamy warstwe przejéciowa, ktéra rozdziela

sasiadujace ze sobg domeny namagnesowane w réznych kierunkach. Catkowita zmiana
kierunku spinu migdzy domenami nie ma charakteru skoku w obszarze jednej plaszczyzny

atomowej, lecz nastgpuje w sposob stopniowy na przestrzeni wielu plaszczyzn atomowych.

21



Scianka moglaby sie rozszerzaé bez ograniczen, gdyby nie energia anizotropii, ktéra
ogranicza jej szeroko$¢. Kierunki spindw znajdujacych si¢ wewnatrz $cianki sg istotnie
odchylone od kierunku latwego namagnesowania. Z istnieniem $cianki jest wigc zwigzana
pewna energia anizotropii, w przybliZzeniu proporcjonalna do grubosci $cianki.

Grubo$¢ $cianki Blocha wynosi okoto (Jf’Ka’)m statych sieci, a energia na jednostke

powierzchni- okolo (KJ/ a)”z, gdzie J oznacza catke wymiany, K - gesto$é energii

anizotropii, a - stalg sieci. [45]. W zelazie grubo$¢ obszaru przejsciowego wynosi okoto 300
statych sieci

Easy axis

1///——\\\1“11
7N\ M

b)

Rys.2.12. Dwa réznych sposoby rotacji wektora magnetyzacji w 180 ? 4ciance domenowej:
a) $cianka Blocha, b) $cianka Neela [29].

Teoria mikromagnetyzmu pozwala na obliczenia ksztaltu i rozmiaréw zaréwno
samych domen magnetycznych, jak i $cianek migdzydomenowych ($cianek Blocha). Tym
samym mozna méwié o obliczeniu mikrostruktury pewnej probki materialu magnetycznego.
W rozdziale 5 mamy przykiad obliczenia numerycznego dwuwymiarowego zagadnienia
zwigzanego 2z mikromagnetykami nieodksztalcalnymi, mianowicie jednoosiowego

ferromagnetyka.
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2.4.4. Czasteczki jednodomenowe

Materialy ferromagnetyczne znajdujq bardzo szerokie zastosowanie przede wszystkim
jako magnetyczne no$niki informacji. Do wytwarzania pamigci magnetycznych uzywa sig
materiatu, ktéry zawiera czasteczki jednodomenowe lub wigksze jednodomenowe obszary.
Do magnetycznych urzadzen wykorzystywanych do zapisu informacji naleza m.in. twarde
dyski w komputerach, taSmy magnetofonowe i video.

Idealna czasteczka jednodomenowa jest mata czasteczka, zazwyczaj o wydtuzonym
ksztalcie, ktéra ma moment magnetyczny zwrécony w kierunku jednego z korfcéw
czasteczki. Dwie mozliwe orientacje momentu magnetycznego w takiej czasteczce- moment
skierowany ,,w gorg” lub ,,w dol”, mozemy oznaczyé przez + i -, lub zapisie cyfrowym jako
0 i 1. By wykorzystaé czasteczke ferromagnetyczna do zapisu informacji, musi ona byé
wystarczajaco mata, rzedu 10-100 nm, tak by zawierala tylko jedng domeng. Jesli czasteczka
ma ksztalt wydhuzony lub ma jednoosiowa symetrig krystaliczna, to sa mozliwe tylko dwie
warto$ci momentu magnetycznego takiej jednodomenowej czasteczki, co odpowiada
wymaganiom, ktére muszg by¢ spelnione przy zapisie cyfrowym w systemie dwoéjkowym.

Pierwszym materialem, ktéry 2z powodzeniem wykorzystano do =zapisu
magnetycznego, byly czasteczki 7 —Fe,03, o dlugosci mniejszej od 1nm i stosunku dhugosci
do szeroko$ci w przyblizeniu réwnym 5:1, ich koercja wynosi ok. 200 Oe.

Jeszeze lepszymi materiatami okazaly si¢ materialy na bazie dwutlenku chromu CrO,,
bardzo wydhuzone (20:1), z koercja bliska 5000e.

Jednodomenowe czasteczki ferromagnetyczne odgrywaja duza role¢ w badaniu
wlasnosci skat osadowych. Namagnesowanie szczatkowe tych skat zawiera informacje na
temat kierunku ziemskiego pola magnetycznego w momencie ich powstawania; jest to
jednoczesnie informacja na temat geograficznego potozenia tych skal w danej epoce.

Rowniez w biologii duze znaczenie maja male jednodomenowe czasteczki
magnetyczne, np. czasteczki Fe;O4. Pozwalaja one zwierzgtom orientowaé si¢ wzglgdem
pola magnetycznego Ziemi. Odgrywa to istotna rolg¢ w migracji ptakéw, locie golebi
pocztowych i pszczél, a nawet w ruchach bakterii. Efekt polega na oddzialywaniu
jednodomenowych czasteczek (lub aglomeracji takich czasteczek) w organizmie z polem

magnetycznym Ziemi [45].
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2.5. Materiaty magnetosprezyste

2.5.1. Magnetostrykcja

Podczas magnesowania materialu ferromagnetycznego zachodza zmiany jego wymiardw.
Zaobserwowano szereg zjawisk tego rodzaju i nazwano je nazwiskami ich odkrywcow.
Wszystkie te zjawiska objeto wspdlna nazwa magnetostrykcji. Zjawisko Joule’a, czyli
zmiang dhugosci — tak wydhuzeniem, jak i kurczeniem- wystgpujaca w kierunku zgodnym z
indukowana magnetyzacja. Zwigkszeniu dlugosci towarzyszy zmniejszenie przekroju
poprzecznego i przeciwnie, podczas gdy zwiazana z tym zmiana objgtosci ma znaczenie
zupetnie drugorz¢dne. Zaobserwowano réwniez zjawisko odwrotne — efekt Villariego, w
ktorym odksztalcenie na dlugosci prowadzi do zmian przenikalnosci magnetycznej w
kierunku zaistniatlego odksztatcenia. Na ogol mozna stwierdzi¢, ze material, ktéry w czasie
magnesowania wydhuza si¢, wykaze zwigkszong przenikalno$¢ magnetyczna, jezeli poddany
zostanie rozciaganiu. Jezeli natomiast jego wspoélczynnik magnetostrykeji jest ujemny,

przylozona do niego zewngtrzna sila rozciagajaca zmniejszy jego przenikalno$é

magnetyczng.
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Rys.2.13. Magnetostrykcja monokrysztatéw zelaza, niklu i kobaltu [11].

Wyniki pomiar6w magnetostrykeji zelaza, niklu i kobaltu dla giéwnych kierunkéw
krystalograficznych podano na rys.2.13. Widoczne jest, Ze nikiel i kobalt kurcza sig¢
niezaleznie od kierunku magnesowania, magnetostrykcja zelaza jest zjawiskiem bardziej
ztozonym: zelazo wydluza si¢ w czasie magnesowania w kierunku [100], czyli w kierunku
najlatwiejszego magnesowania, kurczy si¢ w kierunku [111], czyli najtrudniejszym, podczas
gdy w kierunku [110] poczatkowo wydluza si¢, a nastepnie przy wigkszych warto$ciach
indukcji- kurczy.
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Magnetosprezystym (albo magnetostrykcyjnym) cialem nazywa sie takie, w ktérym

odbywa si¢ odwracalna deformacja pod dzialaniem pola magnetycznego.

2.5.2. Zjawisko pamieci ksztattu

Zjawisko powracania ciala do poczatkowego ksztaltu w wyniku odwracalnej przemiany
martenzytycznej przy nagrzaniu nazywa si¢ zjawiskiem pamigei ksztattu.

Mozliwos$¢ kierowania ksztaltem i rozmiarami pewnych materialéw przy pomocy
naprezenia mechanicznego, pola elektrycznego czy magnetycznego pozwala wszystkie takie
materialy odnies¢ do klasy materialéw funkcyjnych. Do takiej klasy naleza materialy
magnetostrykcyjne, piezoelektryczne oraz materiaty wykazujace pamie¢ ksztattu. Deformacje
odwracalne w krysztatach za rachunek magnetostrykcji (MS), piezoefektu (PE) oraz pamigci
ksztattu (SM) nastepujaca:

ALy 19, ~107, ~10",
L

ALy ALy,
L L
Kazdy z zaznaczonych sposob6éw dzialania na rozmiary geometryczne ciala ma swoje zalety i
wady, oraz swéj obszar zastosowania w praktyce. Zaletami materialéw magnetostrykcyjnych
jest maty czas odpowiedzi, a materialtéw z pamigcia ksztaltu —duza warto$¢ odksztatcenia
odwracalnego [67]. Materialy magnetostrykcyjne stosowane sg jako nadajniki oraz odbiorniki
dzwigku, stabilizatory czgstotliwosci, silowniki. Materiaty z pamigcia ksztaltu umozliwiaja
budoweg urzadzen, przyrzadéw i aparatury w oparciu o nowe zasady konstrukcyjne.
Pozwalaja na znaczne uproszczenia konstrukcji, miniaturyzacjg wyrobow oraz obniZenie
kosztéow produkcji. Obok techniki materialy wykazujace pamigé ksztaltu majg szerokie
zastosowanie w medycynie jako réznego rodzaju implanty stosowane w chirurgii i ortopedii
oraz w technice medycznej [73]. Materialy z pamigcig ksztattu wykorzystuje si¢ réwniez do
budowy silnikéw, termoregulatoréw, jako réznego rodzaju ztacza rur, zlacza elektryczne i
optyczne [73]. Pierwszym i najpopularniejszym ze stopéw metali wykazujacych pamigé
ksztattu jest Ni-Ti, jego wiasnosci do praktycznego zastosowania stwierdzono w latach 1960-
65 w USA w Naval Ordnance Laboratory. Efekt pamieci ksztaltu stwierdzono w wielu
stopow, wsérdd ktoérych mozna wymienié nastgpujace: Fe-Ni, Cu-Zn, In-Tl, Au-Cd, Cu-Al,

Cu-Zn-Al., Cu-AlL-Ni.

Zjawisko pamigci ksztaltu w metalach zwiazane jest z odwracalng przemiang
martenzytyczng. Przemiana martenzytyczna nie wymaga dyfuzji atoméw na duze odlegtosci.
Martenzyt posiada ten sam skiad chemiczny, stopiefi uporzadkowania atomowego oraz

zdefektowania sieci krystalicznej jak faza austenitu. Przemiana martenzytyczna przejawia si¢
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przesunigciem atoméw droga odksztalcenia sieci krystalicznej i niewielkich przesunigé w
obrebie komoérki elementarnej. Jednocze$nie zachodzi $cinanie poprzez poslizg lub
blizniakowanie w poflaczeniu z niewielkg sztywna rotacja. Po raz pierwszy przemiang
martenzytyczng zaobserwowano w stopach na bazie zelaza. Na poczatku uwazano ja za
przejscie strukturalne od wysoko temperaturowej powierzchniowo centrowanej fazy
(austenit) do nisko temperaturowej  regulamej przestrzennie centrowanej fazy (martenzyt).
Teraz wiadomo, ze przemiana podobna do przemiany martenzytycznej moze zachodzi¢ nie
tylko w metalach, réwniez w dielektrykach, potprzewodnikach, zwigzkach organicznych oraz

Jest jedna z podstawowych przemian posrod przejs¢ fazowych w ciele statym.
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Rys.2.14. Schematyczny przebieg odksztalceti podczas przemiany martenzytycznej: od

wysokotemperaturowej fazy macierzystej (austenitu) do niskotemperaturowej fazy martenzytu.

Na rys.2.14 schematycznie pokazano przejscie fazowe od wysokotemperaturowej
fazy regulamej powierzchniowo centrowanej do fazy przestrzennie centrowanej
tetragonalnej. Takie przejécia zachodza w réznych materiatach z pamigcia ksztattu: Fe-Ni-C,
Fe-Pd, In-Tl, Ni-Al., Ni-Mn oraz Ni;MnGa.

Termodynamiczng sila napgdowa przemiany martenzytycznej jest zmiana energii
swobodnej ukladu. Warunkiem odwracalnosci przemiany martenzytycznej jest
termosprgzysty charakter tej przemiany. Przebieg odwracalnej przemiany martenzytycznej
przedstawia krzywa  histerezy zmian ilosci fazy martenzytycznej od temperatury
(rys.2.15)[73).

Termosprezysty charakter tej przemiany oznacza, Ze martenzyt tworzy si¢ i wzrasta w
sposéb ciagly w miarg obnizenia temperatury i zanika z jej wzrostem. Przemiana odwracalna
zachodzi wiec zasadniczo w warunkach réwnowagi pomigdzy energia swobodng jako silg

napedowa przemiany a energig sprezysta zwiazang z naprezeniami przemiany [73].
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Rys.2.15. Zmiany natgzenia linii dyfrakcyjnej fazy martenzytycznej w funkcji temperatury dla
odwracalnej przemiany martenzytycznej. M, - temperatura poczatku przemiany martenzytycznej,
M; - temperatura kofica przemiany martenzytycznej, A; - temperatura poczatku tworzenia fazy
macierzystej, Ar- temperatura konica przemiany w faz¢ macierzystej.

Opis jednokierunkowego efektu pamigci ksztattu jako funkcji zmian odksztalcenia od
temperatury jest pokazany na rys.2.16. Mamy odzysk ksztaltu podczas nagrzewania probki
odksztalconej w stanie martenzytycznym. Podczas chlodzenia nie wystepuja zadne zmiany
ksztattu. Prébka w stanie martenzytycznym odksztalcona w temperaturze otoczenia wraca
podczas nagrzewania w zakresie temperatur As-Ar do swego pierwotnego ksztattu. Odzysk
ten nie jest w pelni idealny, niewielka czgéé odksztalcenia nie jest odzyskiwana. Wielko$é
odzyskiwanego odksztalcenia uzalezniona jest od wielkosci zadawanego odksztalcenia.
Wynika stad, ze istnieje ograniczona wielko$¢ odksztatcenia, ktorej przekroczenie powoduje
znaczny spadek odzyskiwanego ksztaltu. Ta wielko$é granicznego odksztalcenia w
zaleznosci od stopu waha si¢ w granicach 5-10%. Istnienie granicznej wielkosci odksztalcen
wynika z faktu ze odksztalcenie nie moze przekroczy¢ odksztalcenia odpowiadajacego
granicy sprezystosci. W jednokierunkowym efekcie pamigci ksztaltu odzysk pierwotnej
geometrii przedmiotu nastgpuje podczas nagrzewania, a w czasie chlodzenia nie wystepuje
zmiana ksztattu. Stop ,,pamigta” jedynie ksztalt wysokotemperaturowej fazy macierzystej. W
dwukierunkowym efekcie pamigci ksztaltu stop zachowuje sig¢ jakby pamiegtal zaréwno
ksztalt wysokotemperaturowej fazy macierzystej jak 1 niskotemperaturowej fazy
martenzytycznej [73].

W niektérych przypadkach praktycznego wykorzystania efektu pamigci ksztaltu
istnieje potrzeba odzysku naprezenia a nie odksztalcenia.

27



: ﬁe;lmkmnkmy afekl pamigei kszlalﬁu : Aa

dwukierunkory efekl pamiec ksztahu .

6 5 I
4

40 20 0 20 40 60 80 100 120 140 160
Temperatura,°C

Rys.2.16. Schematyczne przedstawienie jedno- i dwukierunkowego efektu pamigcei ksztattu [73).

Poéréd materialéw z pamigcia ksztaltu sa materialy ferromagnetyczne. Bedziemy w
dalszej czesci pracy uzywaé do nazwy materialow ferromagnetycznych wykazujacych efekt
pamieci ksztattu nazwy skréconej FMSMA (z ang. ferromagnetic shape memory alloys).

2.5.3. Ferromagnetyki wykazujace pamieé ksztattu

Rozpatrzmy wlasnoéci ferromagnetykéw, ktdre wykazuja pamigc ksztattu oraz pozwalajg na
sterowanie tymi efektami za pomocg pola magnetycznego. Wiasnosci FMSMA sa badane w
nasz czas na calym $wiecie w laboratoriach [2,32,67,69], oraz teoretykami, szukajacymi
najodpowiedniejszy model zachowania tych materiatéw [2,25,26,33,63,69]. Szczegdlng
cecha oddzialywania magnetosprezystego w FMSMA jest to, Zze obiektem oddzialywania sg
duze ansamble domen strukturalnych oraz ferromagnetycznych. Pamie¢ ksztaltu w takich
materiatach jest zwiazana z przejéciem martenzytycznym fazowym, a wplyw pola
magnetycznego na parametry fazy martenzytycznej uwarunkowane jest oddzialywaniem
magnetosprezystym.

Oprécz  temperatury przejScia austenit -martenzyt (por.rys.2.15) waznymi
parametrami sa temperatury Curie 7. (patrz rozdziat 2.3) dla austenitu i martenzytu.

Stopy FMSMA moga podlega¢é duzym deformacjom odwracalnym w skutek
przebudowy martenzytycznej struktury domenowej w pole magnetycznym. Namagnesowanie
systemu wskutek przemieszczenia si¢ $cianek domen strukturalnych jest mozliwe w
materiatach z wysoka anizotropia magnetokrystalicznej, gdy przebudowa struktury
martenzytycznej jest energetycznie wygodniejsza niz preorientacja momentow
magnetycznych. Anizotropia magnetokrystaliczna jest gléwnym parametrem, od ktérego
zalezy mozliwos¢ otrzymania duzych deformacji odwracalnych w ferromagnetycznych

materiatach z pamigcig ksztattu.
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Rys.2.17. Pod wptywem pola magnetycznego H wzrasta iloé¢ strukturalnych domen

martenzvtvcznvch, maiacvch ten sam kierunek namagnesowania.

Wplyw pola magnetycznego otwiera nowe mozliwosci sterowania ksztaltem oraz
rozmiarami ferromagnetyka. Poshigujac si¢ polem magnetycznym mozna zmieniaé
temperatury strukturalnych przej$¢ fazowych, dzialaé¢ na topologi¢ fazy martenzytycznej.
Wazna role odgrywaja przy tym parametry podsystemu magnetycznego. Rdznica w
namagnesowaniu austenitu i martenzytu ma wplyw na wielko$¢ zmiany temperatury przejscia
fazowego pod wplywem pola magnetycznego. Stale magnetosprezyste oraz anizotropii
magnetokrystalicznej  wplywaja na przebudowe¢ wariantdw martenzytycznych w polu

magnetycznym.

Rys.2.18. Mikrostruktura stopu Co;NiggsGay s przy temperaturze pokojowej [67].

Posrdéd materialtow FMSMA mozna wymieni¢ nastgpujace: Co-Ni, Fe-Pd, Fe-Pt, Fe-
Ni-Co-Ti. Najszerzej wiadome i stosowane sa stopy typu Heuslera Niz.,Mn;.xGa, w ktérych
osiagnigto wielkos¢ zadawanych dla odzysku odksztatcen do 6%, co odpowiada teoretycznej
granice deformacji przemiany martenzytycznej dla tego materiatu [69]. Stopy Heuslera sg
potréjnymi intermetalowymi zwigzkami (nikiel, mangan, gal), jak pokazano na rys. 2.19. w
temperaturze pokojowej maja uktad regularny przestrzennie centrowany.

W ferromagnetycznych stopach Heuslera Niz«xMn;.«Ga temperatura Curie przewyzsza
temperaturg przejécia martenzytycznego. Temperatury przej$¢ fazowych w takich stopach sa
bliski do temperatury pokojowej, co daje mozliwo$¢ praktycznego wykorzystania
kierowania ksztaltem i rozmiarami magnetykéw w fazie martenzytycznej przy uzyciu pola
magnetycznego. Na monokrysztatlach  NixMn;..Ga w polach ~1 Tl byla osiagnigta

deformacja odwracalna ~6%.
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SN QM BGa
Rys.2.19. Struktura krystaliczna L2, fazy austenitycznej Ni;MnGa [69].

Na podstawie danych do$wiadczalnych wiadomo, ze osig fatwego magnesowania w
fazie regularnej jest o§ wzdluz kierunku krystalograficznego [100] i stala anizotropii
magnetokrystalicznej K, jest nie duza. Z przejéciem do fazy martenzytycznej anizotropia
magnetokrystaliczna znacznie zmienia sig.

Na rysunku 2.20 sa pokazane krzywe namagnesowania dla Nis; 3Mnyq0Gagg 7 w fazie

martenzytycznej. W fazie macierzystej strukturalne domeny stopy Heuslera tworza si¢ 180°-

domenami magnetycznymi z wektorami namagnesowania m|| [100].
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Rys.2.20. a) Zaleznosci magnetyzacji monokrysztatu 1-H|| [100], 2-H|| [110], 3-H|| [111], b)
Zalezno$ci magnetyzacji dla monowariantnego martenzytycznego stanu, l-0§ latwego
namagnesowania, 2-o§ trudnego namagnesowania [67].

Podczas przej$¢ martenzytycznych zmienia si¢ struktura domen magnetycznych.
Niskotemperaturowa faza martenzytyczna skiada si¢ z kilku 180°-domen magnetycznych.
Szeroko$é domen magnetycznych znajduje si¢ w przedziale 5-40 um . Podczas przytozenia
zewngtrznego pola magnetycznego odbywa si¢ przebudowa zaréwno domen magnetycznych
jak 1 strukturalnych. W niewielkich polach magnetycznych zmienia si¢ topologia domen
ferromagnetycznych, ktére nabywaja ksztatt ,,choinek” ze wspélng $cianka domenowa (patrz
rys.2.21). Przy zwigkszaniu pola magnetycznego procesy zmiany kierunkéw wektoréw
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namagnesowania w domenach ferromagnetycznych 1 przemieszczenia granic domen

martenzytycznych konkuruja pomigdzy soba [69].
. .

H=2.0 koe
L’[l{m] T T=-12° C

Rys.2.21 (a) Eksperymentalna obserwacja domen magnetycznych i strukturalnych w stopie Ni;MnGa

10 pm

metoda sitowej mikroskopii magnetycznej (b), schematycznie pokazano strukture domen [69].

Bardzo szerokie zastosowanie w technice otrzymal ferromagnetyczny material z
pamigcia ksztaltu pod nazwa handlowa Terfenol-D. Jest to stop Tbg3DyosFe o5 (terb,
dysproz, zelazo) [24,26,32,33].

Do modelowania materialtdow magnetycznych nieodksztalcalnych oraz materiatéw
magnetosprgzystych stosuje sig¢ teorig mikromagnetyzmu
[2,14,15,25,26,29,31,32,33,37,38,39,46,47,52,53,55,60,61,63,72].

2.6. Elementy teorii mikromagnetyzmu

Wyjsciowym punktem teorii mikromagnetyzmu jest istnienie w ferromagnetyku
spontanicznej magnetyzacji, ktéra jest opisana przez klasyczne pole wektorowe:
3
J=Jy(r)-m(r), Y m =1 (2.11)
i=l
Zwykle ponizej punktu Curie i przy oddziatywaniu niezbyt wielkich zewnetrznych pél
mozna przyjaé zaloZenie, ze wielkos¢ wektora Jg, nazywang magnetyzacjq nasycenia, nie
zalezy od wspoétrzednych przestrzennych i przy pewnej temperaturze jest wielkoscig stata.
Wowczas rozklad magnetyzacji mozna  opisywa¢ wektorem  jednostkowym
m = (m,,m,,m;), m|=1. Réwnomiemny rozklad wektora m wyznaczamy z teorii
mikromagnetyzmu, stosujac przy tym zasada wariacyjna: catkowita energia ukladu,
sktadajaca sie z rdznych sktadowych powinna by¢ minimalna.
Przy rozpatrywaniu energii catkowitej bierze si¢ pod uwagg nastgpujace czlony
[14,15,29]:
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1. energi¢ wymiany e,, nazywana tak przez jej pochodzenie od elementarnych
wzajemnych oddzialywan, odpowiadajacych za ferromagnetyzm. Moze byé ona
przedstawiona jako dodatnio okreslona forma kwadratowa pochodnych czastkowych
skltadowych namagnesowania wzgledem zmiennych przestrzennych. Wielkos$é ta definiuje
~Sztywnos¢” wektora magnetyzacji w stosunku do gwaltownych zmian przestrzennych.

W wypadku krysztatow kubicznych lub materialdw izotropowych energia wymiany jest
izotropowa i ggstosé energii ma nastepujaca postac:

e,= Ai [@J , (2.12)

e\ Ox,
gdzie stata A jest rzedu 1072 —2.107"J/m. Jezeli symetria krysztati jest heksagonalna lub
nizsza, to nalezaloby wziaé pod uwage ogélniejsza postaé [29]:

3 Om;, Om,
e, = A, —L—L4dV, (2.13
! il‘.’:z»f-l " Ox, ox, )

2. energie magnetycznq anizotropii e, opisujacq oddziatywanie magnetyzacji z siecig
krystaliczng. Rézne osi krystalograficzne nie sa réwnowazne pod wzgledem magnetyzacji.
Energie anizotropii zwykle opisuje si¢ przy pomocy wspoirzednych sferycznych, (por.2.6-
2.10);

3. energie zewnetrznq e, . Magnetyzacja przy dzialaniu pola zewngtrznego H ma
energi¢ magnetostatyczng, ggsto$¢ ktorej mozna zapisac jako:

ey =-H-J; (2.14)

4. energie magnetostatycznq albo energie rozproszenia Eg. Jest to energia
rozproszenia uwzgledniajaca fakt, ze sam ,magnes” stwarza pole magnetyczne.
Namagnesowanie i pole magnetyczne zadaja razem indukcj¢ magnetyczna: B=H +4xzJ,
dla ktorej jest prawdziwe réwnanie Maxwella divB = 0. Stad wynika, ze

divH = —4zdivl]. (2.15)

Jezeli dywergencja namagnesowania J nie jest rébwna zero, to jest ono Zrédlem pola

magnetycznego, tzw. pola rozproszenia, ktérego energie mozna zapisaé w dwoch réznych

formach albo catkujac po calej przestrzeni R", albo po objgtosci prébki P:

1 " 1
E.=— |HdV =—— |H.-JdV. 2.16
s anj: $ 2;,[ 2 ( )

W niektérych przypadkach nalezy uwzgledni¢ energi¢ powigzania magnetyzacji z

mechanicznymi odksztalceniami sieci krystalicznej. Taka energig rozktadamy na dwie czesci:
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5. energie naprezeri magnetostrykcyjnych E,,. Pomiedzy struktura magnetyczng a
deformacjami sieci krystalicznej ciata wystepuje oddzialywanie ,,magnetosprezyste”, ktére
przejawia si¢ w zjawisku magnetostrykcji i jest rzgdu (1 0°¢-107 )J Im’;

6. energie wzajemnego oddzialywania magnetyzacji z naprezeniami pochodzenia
niemagnetycznego e, . Czgsto wykorzystuje sie¢ przy tym liniowa sprezystos¢ (prawo
Hooke’a ).

W teorii mikromagnetyzmu stosuje si¢ zasad¢ wariacyjna, méwiaca, ze rozkiad

wektora magnetyzacji m wewnatrz ferromagnetycznego ciala QcRY,(d=2.3)

minimalizuje energi¢ catkowita. Zasada wariacyjna mikromagnetyzmu moze by¢ zapisana

nastepujaco [14]:
6,,,{L,(e‘+ex+eﬁ+ea)dV+E$+Em}=0, @2.17)

gdzie symbol &, oznacza wariacj¢ po wektorze magnetyzacji m , przy ograniczeniu:

W pracy bedziemy korzysta¢ z zagadnienia minimalizacji energii catkowitej dla ciat
magnetosprezystych w postaci (1.1). Szczegélowo rozpatrzymy to sformulowania w
nastgpnych  rozdzialach  stosownie  mikromagnetykéw  nieodksztalcalnych oraz

magnetosprezystych.

2.7. Zasada minimum dla mikromagnetykéw nieodksztatcalnych

Rozpatrzmy sformulowanie zagadnienia mikromagnetyzmu dla statycznego i
sztywnego o$rodka. Takie zagadnienie wykorzystywane jest dla modelowania materiatow
ferromagnetycznych [18,24,30,52,59], majacych bardzo szerokie zastosowanie w
wspolczesnych urzadzeniach jak magnesy trwale, sensory magnetyczne czy magnetyczne
nosniki zapisu informacji. Posrod nich znajduja si¢ materiaty z kubiczna (regulamna) struktura
jak w przypadku Zelaza, i jednoosiowe materialy magnetyczne podobne do kobaltu, majace
tylko jeden kierunek latwego namagnesowania i wykazujace efekt histerezy, ktory tez
wykorzystuje si¢ w zastosowaniach.

Stosujac teori¢ mikromagnetyzmu zapiszemy funkcjonal energii catkowitej
(sztywnego) ferromagnetyka dla rozpatrywanego przypadku, ktéry bedzie mie¢ wtedy cztery
skladowe: energi¢ wymiany, energi¢ anizotropii, energi¢ =zewnegtrzna i energi¢

magnetostatycznag:
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2 2
E(m)=a [ |Vm['dx+ [ ¢(m)ax- [ H-maxe>- [ [vafax. 218)
Parametr o >0 jest parametrem wymiany. Niewypukia, dodatnia funkcja ¢ jest
gestodcia  energii  anizotropii i jest réwna zero przy m|e,dlaiel,
#(+e)<g(m),Vm=e,. Woéwczas wektory e,cR? definiuja osie latwego

namagnesowania. Funkcja H:Q —R? opisuje przylozone zewnetrzne pole magnetyczne.
Skalarny potencjal magnetyczny u:RY — R jest zwiazany z wektorem magnetyzacji m
przez réwnanie Maxwella:
div(-Vu+y,m)=0 w RY, (2.19)
gdzie y,, jest funkcja charakterystyczng zbioru Q:
zn(x)={§,§fy:§§’

Zakfadamy, ze material jest nasycony magnetycznie, to znaczy nat¢Zenie
magnetyzacji m osiaga warto$¢ nasycenia (saturacji) i jm| =1 prawie wszedzie w Q< R,

Definiujemy zbior funkcji dopuszczalnych

A= {m el (QRY):jm|=1pw. w Q}‘

Wtedy mamy nastepujace zagadnienie minimalizacji:

Znalezé

inf {E(m) |m e A}. (2.20)

Jezeli istnieje rozwigzanie m takiego zagadnienia, to moéwimy, Zze minimum energii
jest osiagane. PoniZej rozpatrujemy problem istnienia rozwiazania zagadnienia (2.20).
Parametr wymiany @ w réwnaniu funkcjonatu energii catkowitej £(m) (patrz (2.18))
odgrywa tu wazna rolg. Jezeli a >0 problem (2.20) ma rozwiazanie, zob. [13,14], ale gdy
a=0 zagadnienie (2.20) nie ma rozwiazania w klasycznym sensie, jak to zachodzi dla
przypadku jednoosiowego ferromagnetyka. Przy numerycznym modelowaniu zagadnienia
energi¢ wymiany pomija si¢, bowiem warto$¢ energii wymiany waha si¢ zazwyczaj
pomiedzy 1072J/m’i2-10""J/m'. Wéwczas energia anizotropii i energia
magnetostatyczna maja warto$ci odpowiednio 10°J/m’ -2-10"J/m’ i 0-3-10"J/m’,
por. [29]. Ponadto obliczenia dla przypadku kiedy a=0 w (2.18) sa bardziej
skomplikowane. Wlaénie ten przypadek jest rozpatrywany w pracy w rozdziale 4. Wowczas
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gesto$¢ energii wewnetrznej materiatu (2.18) jest funkcja niewypukia, co jest przyczyna
nieistnienia klasycznych rozwiazan. Minimizery majg wéowczas charakter oscylacyjny. Mamy
tutaj do czynienia ze zjawiskiem zwanym ,mikrostrukturg”, ktére objawia si¢ w postaci
szybkich przestrzennych oscylacji gradientu Vm. Fizycznie oznacza to istnienie domen
magnetycznych, w ktérych zmienia si¢ kierunek magnetyzacji.

Dla rozwigzania takiego niewypukiego zagadnienia minimalizacji (2.20) stosuje si¢
rozne metody relaksacji: glownie relaksacj¢ wypukla oraz relaksacja przy pomocy miar

Younga, definicje i wlasnosci ktérej podano w nastgpnym rozdziale.

2.8. Modelowanie materiatébw magnetosprezystych

Rozpatrzmy teorie magnetosprezystosci przedstawionej w [26,33], ktorej podstawag shizy
teoria mikromagnetyzmu. Ta teoria opisuje zachowanie magnetosprezystych materialow
takich jak Terfenol-D.

Niech niezdeformowane cialo krystaliczne w konfiguracji odniesienia zajmuje gladki,

regularny obszar Q c R*. Zakladamy, ze istnieje wektor namagnesowania m(x), xeQ
oraz przy pewnej temperaturze ponizej temperatury Curie:

|m((x))| =m;, xeQ,
gdzie m, jest saturacja magnetyczna. Zakladamy, ze m e L’ (Q,m,S"), gdzie m,S? jest 3-
wymiarowa sferg o promieniu m . Oraz, zakladajac m =0 poza obszarem (), rozszerzamy

na cala przestrzen R’. Niech M bedzie przestrzei dopuszczalnych wektorow

namagnesowania. Deformacja jest opisana przez funkcje y : Q — R* taka, ze przemieszczenie

jest u(x)=y(x)-x, wtedy infinityzymalne odksztatcenie:

1 1
E[y](x)=5(vy(x)+(Vy(0))")-1=3(Vu(x)+ (Vu(x))").
gdzie I jest macierza jednostkowa. Zakladamy, ze y e H' (Q,R’). Dla powiazania

wektoréw namagnesowania z odksztalceniem korzystamy si¢ z faktu, ze w kazdym punkcie
istnieja preferowane kierunki siatki krystalicznej. Powigzanie jest funkcja parzysta:

m—E;(m)e M,

gdzie M. jest macierza symetrycznag 3x3. Uwazamy, ze E,(m) jest

odksztalceniem w nieobciazonym stanie, ktéremu odpowiada wektor namagnesowania m .
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Gesto$¢  energii  anizotropii magnetycznej jest funkcjg parzysta, nieujemng

q):msSz—»[O,m) (zob. rozdzial 2.4.2). Jezeli wektor m lezy na osi latwego

namagnesowania oraz E=E, (E) jest odpowiadajacym mu  odksztalceniem
bezobciazeniowym, wtedy para (E,r;] minimalizuje (calkowita) gestos¢ energii anizotropii

O M;f, xmgS* —[0,+) , ktére jest zdefiniowana jako:
1
dJ(E,m)=(o(m)+5(E—Ea(m))-C(E—Ea(m)),

gdzie C jest dodatnio- okreslonym tensorem 4 walencji statych sprezystych. Gestosé

energii anizotropii jest inwariantem wzgledem transformacji symetrycznej materiatu:
®(E,m)=®(QEQ",0m), vQeP,
gdzie Pc 0(3) jest grupa punktowg skonczona niedeformowanej sieci krystalicznej

zwigzanej z obszarem Q. Wowczas, jezeli (E,E) zeruje funkcje @, to réwniez i

(QE:Q, Qr"ri) dla VQe P. Zakladamy, ze wszystkie minimizery funkcji @ skiadaja sie z

pojedynczych symetrycznych transformacji. Wtedy zbioér zerowych poziomow gestosci

energii @ ma strukture:

K= :Ul(E,.,im,.),
oraz dla kazdego j=1,..n istnieje symetryczna transformacja Qe P taka, ze
(E j»m j) = (QE J.Q:", Om, ) Kazda para (E, m) € K nazywa si¢ studniq energetyczng, liczba

wszystkich studni energetycznych N =2n.
Rozwiazujac réwnania Maxweell’a (2.15) zapiszemy energie magnetostatyczng (por.
(2.16)) w postaci:

1 2 1 2
gkﬂnm (x)|'dx = e gJ:[W:"' (x)[ dx
gdzie H, =V, .

Niech cialo bgdzie pod wplywem zewnetrznego pota magnetycznego H, wtedy

energia zewngtrzna (por.(2.14)) dana jest wzorem:

LH-m(x)dx.
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Energi¢ obciaZzen mechanicznych, zwiazanag =z przylozonym naprgzeniem

powierzchniowym Sn(x) zapiszemy jako:

—LS-E[y](x)dx,
gdzie S jest stala ( niezalezng od y ) macierza 3x3.
Sformulujemy zagadnienie minimalizacji energii swobodnej po to, by opisaé
makroskopowe zachowanie ciala magnetosprezystego w obszarze Q pod wplywem

zewnetrznego pola magnetycznego H oraz przylozonego naprezenia S (por.(1.1),(2.17):
E(E[y].m)= [ ®(E[y](x).m(x))dx~ [ $-E[y](x)dx
1 2
-[H -m(x)dx+§ [ VEa (%) ax.
Definiujemy zbidr funkcji dopuszczalnych w sposéb naturalny:
A:={(E;m):E=E[y] dlay e H'(Q,R’) orazm e M}.

Dla rozwiazania tego zagadnienia wykorzystywana jest relaksacja przez miary
Younga, definicje ktdérej podano w rozdziale 3. W prace [26] wykorzystano nastg¢pujace
zalozenia: obszar  ma ksztalt elipsoidalny, wykorzystano energie anizotropii
magnetokrystalicznej dla krysztaléw regularnych.

Energia zrelaksowana wyglada nastgpujaco:

. 1 & ul
£ (9,,..;6”)=|Q|{-£,§9jmj-4frﬂ9;mi—gﬂ(h-m_+S.Ei)],
gdzie 8,,i =1,..N sa udzialami obj¢tosciowymi stanéw w i-tej studni energetyczne;j.
Praca [26] zawiera przykiad stosowania teorii do obliczenia numerycznego magnetostrykcji
na przykfadzie materialu Terfenol-D. Na rys.2.22 pokazano zaleznosci odksztaicenia od
przylozonego pola magnetycznego w stopie Terfenol-D: eksperymentalne wyniki oraz

wyniki obliczeniowe.
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Rys. 2.22. Magnetostrykcja stopu Terfenol-D pod wptywem zewngtrznego pola magnetycznego wzdhuz
réznych osi krystalograficznych wyznaczone eksperymentalnie i obliczone numerycznie [26).
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Rozdziat 3

Elementy teorii miar Younga

W zagadnieniach minimalizacji funkcjonaléw energetycznych, gdy funkcjonal ten nie jest
dolnie pdlciagly, tzn. gdy nie sa speinione odpowiednie warunki wypuklosci, metoda
bezposrednia rachunku wariacyjnego nie daje si¢ zastosowa¢. W takim przypadku zagadnienie
minimalizacji rozwiazuje si¢ przy pomocy miar Younga.

W tym rozdziale oméwimy podstawowe definicje poliwypuklosei, kwaziwypuklosci
oraz wypuklosci rzedu 1 oraz klasyczne rezultaty zwiazane z odpowiednim rodzajem
wypukloéci i dolna poélciagloscia funkcjonaléw. Podamy proste przyklady zagadnien
minimalizacyjnych, ktére nie maja klasycznych minimizeréw. W podrozdziale 3.3
wprowadzimy ogdlne pojecie miar probabilistycznych, zwanych tez miarami Younga, w ujgciu
Balla [9], Tartara [68], Kinderlehrera i Pedregala [40] oraz w podrozdziale 3.4 omawiamy

miary Younga generowane przez ciagi gradientéw.

3.1. Wybrane pojecia podstawowe
Podstawowymi pojeciami w tym rozdziale beda pojecia takie jak: dolna pélciaglosé
funkcjonatu, funkcje kwaziwypukie, funkcje poliwypukte.

Niech Qc R" bedzie otwartym, ograniczonym podzbiorem o mierze Lebesgue’a
skoriczonej. Zalézmy, ze

f:OxR™"xM™ — RU {+o0},

iniech u: 0 — R™ £:Q — M™ beda funkcjami mierzalnymi; symbolem M™ oznaczamy
tu zbiér macierzy o wymiarach m xn.
Definicja 3.1. Funkcja f: Qx R™ x M™ — R jest funkcjq Carathéodory’ego, jesli:
(a) f(,u,£) jest mierzalna dla kazdego u € R™i £ € M™,
(b) f(z,,) jest ciagta dla prawie kazdego z € Q.
Definicja 3.2. Niech (X, 7) bgdzie dowolna przestrzenig topologiczna, gdzie symbol T bedzie
oznaczaé tutaj silna, staba lub staba* topologi¢. Méwimy, ze funkcja f: X — [—oc,+00] jest

7 —dolnie pélciqglq, jezeli dla kazdego t € R zbiér {x € X : f(2) <t} jest domknigty w X.
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Powiemy, ze f jest ciggowo T —dolnie pélciqgta w punkcie u € X, jesli dla dowolnego

ciagu (u,) C X zbieznego do u w topologii 7 mamy

f(u) < lim inf f(u,)

koo

Bedziemy mowic, ze f jest dolnie pélciaglta w X , jesli jest ona dolnie pélciagta dla
wszystkich u € X .

W dowodzie twierdzenia o istnieniu miar probabilistycznych  wykorzystuje sig
twierdzenia Banacha-Alaoglu [64].

Twierdzenie 3.1. Niech V bedzie otoczeniem zera w przestrzeni liniowo topologicznej
X iniech

Ve = {:r‘ € X‘| (z°,2) <1 dla kazdego z € V},

gdzie X oznacza przestrzen sprzezonqdo X, a (z°,z) jest skalarnym iloczynem z° i .

Wéwczas V° jest stabo* zwarty.

Poniewaz miary Younga sg podzbiorami przestrzeni miar, przypomnijmy poj¢cie stabej
zbieznosci miar.

Niech X bedzie przestrzenia metryczng lokalnie zwartg i osrodkowa. Niech

X)={u: X > R|Ve>03K C Xjuwl<edlazeX\K},

gdzie odwzorowanie wu sa ciagle, a zbior K jest zwarty. Wowczas przestrzefi miar
ograniczonych A4, (X) jest przestrzenia sprze¢zona do przestrzeni funkcji ciaglych o zwartym
nosniku, tj. (C, (X)) = A4 (X) w sensie takim, ze dla wszystkich L € (C, (X)) istnieje
p € M, (X) taka, ze

Lw = fud,u

X

dla wszystkich v € C, (X).
Rozwazamy przestrzen miar A4 (X) wyposazong w staba* topologie
o(M,(X),C,(X)). Wprowadimy pojecie stabej* zbieznosci w zbiorze miar.

Definicja 3.3. Niech {v, },-en bedzie ciagiem miar Borela. Mowimy, Ze cigg jest stabo*

zbiezny do v (co zapisujemy jako v, —v), jezeli

lim [ fdv, = f fdv

1_.90
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dla wszystkich f € C, (X).

Z twierdzenia Banacha-Steinhausa i twierdzenia Banacha-Alaoglu wynika nastgpujacy

rezultat:

Twierdzenie 3.2. Cigg {v f},-eu Jest stabo* zbiezny do miary v wtedy i tylko wtedy, gdy
sup, v, (X) <o oraz istnieje gesty podzbior D c Cy(X) taki, ze

lim ua’l.fJf . Iudv YueD.

J-rm ¥
Ponadto, kazdy ciqg {V _,.} taki, ze (V y (x )) Jest ograniczony, zawiera podciqgg stabo™*
zbiezny, a odwzorowanie v — v(X) jest dolnie poiciqgle wzgledem stabej* zbieznosci.

Ostatnie stwierdzenie wynika z réwnosci
v(X)= sup{ Iadv]u e Cy(X),lu| = l}
X

oraz z faktu, ze supremum rodziny funkcji péiciaglych jest funkcja pétciagla.
Definicja 3.4. Funkcja f:M™ — R jest wypukia jezeli dla dowolnych 4, B € M™ oraz
AeR, 0<4 <1 zachodzi

f(24+(1-2)B)<Af(4)+(1-2) f(B).
Jezeli funkcja f:M™ — R jest niewypukia, wtedy istnieja takie 4,8 M™ oraz pewne A,
Ze ma miejsce nier6wno$¢é

Af(A)+(1-4)f(B)< f(A4+(1-2)B).

3.1.1. Kwaziwypuktosé, poliwypuktosé i wypuklos¢ pierwszego rzedu
Zalozenie wypuklosci funkcji podcatkowej f(x,u,Vu) wzgledem trzeciej zmiennej jest
warunkiem zbyt silnym dla zagadnien istnienia minimizeréw w nieliniowej mechanice
osrodkéw ciaglych i ogélnie w rachunku wariacyjnym. Okazuje si¢ w szczegélnosci, ze
warunek wypuklosci jest sprzeczny z jedng z podstawowych zasad mechaniki - zasada
obiektywnos$ci materiatlowej (por.[20]). Zatozenie o wypuklosci gestosci energii wewngtrznej
jest wystarczajace dla probleméw liniowych mechaniki oraz dla niektérych zagadnien
jednowymiarowych. W zwiazku z tym pojawily si¢ w literaturze pojgcia znacznie
rozszerzajace klasg funkcji i funkcjonatéw wypukiych. Wprowadzimy teraz odpowiednie
uogolnienia pojecia wypuklosci funkeji. Pojecia te sq rozwazane w pracach Balla, Dacorogni i
innych [ 5,8,7,20,22,50]
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Definicja 3.5. Funkcja f:M™ — R jest kwaziwypukia, jezeli
[(£(A+V4(y))-f(A))dy=0 (3.1)
o

dla dowolnego ograniczonego zbioru D c R", dla dowolnej macierzy A € M™ i dla kazdej
funkcji ¢ € W, (D;R"),ti. dla ¢ =0 na 8D (brzegu obszaru D).

Jezeli funkcja podcatkowa f bedzie dodatkowo zaleze¢ od x oraz u(x), tj. jesli
f=7(xu(x),Vu(x)), wéwczas méwimy, ze f(x,s,A) jest kwaziwypukla wzgledem A,
jezeli zamiast (3.1) spelniona jest nierownos¢

I(f(xﬂ’“o’A"'Vﬁi’ J’) - f(x,u5,A )a&>0

dla prawie kazdego x,€Q oraz dla kazdego u,=u(x,)e R". W podobny sposéb nalezy
rozumiec obie ponizsze definicje.
Definicja 3.6. Funkcja f:M™ — R jest funkcjg wypukla rzedu 1 (ang. rank-one
convex), jezeli
f(AA+(1-2)B)<Af(A)+(1-2) f(B) 3.2)
V4 €(0,1], dla wszystkich macierzy mxn takich, ze rz{A -B} <1, gdzie rz{A} oznacza
rzad macierzy A .
Definicja 3.7. Funkcja f:M™ — R jest funkcja poliwypukta, jezeli istnieje funkcja
wypukla g taka, ze
f(A)=g(T(a)), (33)
gdzie T(A) jest wektorem zlozonym ze wszystkich minoréw sxs,1<s <inf {n,m} macierzy
AeM™.
Przyklad 3.1. Niech Qc R?, n=m=1, u:Q— R’ Funkcja
f(Vu)= |Vu| (ttVu)’
jest kwaziwypukta (a nawet poliwypukta) i nieograniczona z dotu. Symbol tr oznacza operator

$ladu macierzy.
Przyklad 3.2. Niech m = n = 2; wéwczas ostatnig definicj¢ mozna rozumie¢ jako

T(A)=(A,detA) oraz

f(A)=g(A,detA).
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Tak wigc, na przykiad, funkcja
f(A)=g(A,detA)=|A[" +(detA)’

jest poliwypukia ale nie wypukia. Tutaj |A| oznacza norme macierzy A .

Przyklad 3.3. Niech m =n iniech

7 (x,u,Vu)=g(detVu),

gdzie g: R - R jest funkcja wypukla; wowczas [ jest poliwypukla. W szczegélnosci funkcja
f(Vu)=detVu jest funkcja poliwypukia.

Przyklad 3.4. W zagadnieniach geometrycznie nieliniowej sprezysto$ci mamy do
czynienia z ggstoscia energii wewngtrznej dana wzorem (por. [20])

w(F)=C, ((FF’)2 -3]+ C; (adiF adjF" ~3)+C, ((det F)* -1),

gdzie C, >0 sa pewnymi statymi materialowymi (tzn. materiat jest jednorodny), za§ F = Vu
jest gradientem deformacji. Jezeli dodatkowo przyjaé w powyzszym wzorze, ze detF=1,
wowczas material jest nazywany niescisliwym. Mozna pokazaé, ze W (F) jest funkcja
poliwypukta (por.[5]). Dokladnej, funkcja W (F)=g(F,adjF,detF) jest funkcja wypukia
wzgledem wszystkich trzech argumentéow. Podkreslimy, ze rozklad taki na ogdt nie jest
jednoznaczny.

Przypomnijmy, ze adjF oznacza zbior wszystkich dopelnien algebraicznych macierzy
F (czasami w literaturze oznaczano jako cof F).

Uwaga 3.1. Niech f = f(F), gdzie F = Vu. Woéwczas zachodza implikacje:

f wypukla = f poliwypukla = fkwaziwypukla = f wypukia rzedu 1.

Gdy m=1 lub n=1, wszystkie te pojecia sa rownowazne. W ogdlnym przypadku implikacje
odwrotne nie sa prawdziwe, np. funkcja f(A)=detA jest funkcja poliwypukia (i oczywiscie
kwaziwypukla ), ale nie jest funkcja wypukla. Ponadto, jezeli f € C* (wzglgdem gradientu),

to

2
f(Vu) jest wypukia rzedu 1 < ;_}{u_fiaiﬂg"cfj >0,
a%4p

dla LeR", EecR" oraz ), =
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Ostatnig nierowno$¢ nazywamy warunkiem Legendre’a-Hadamarda. Oznacza ona eliptycznosé
rownan Eulera-Lagrange’a, lub silng eliptycznos¢, gdy nieréwnosc jest ostra.

Uwaga 3.2. Kwaziwypuklo$¢ gestosci energii wewngtrznej ma nastgpujaca
interpretacj¢ w dziedzinie mechaniki: deformacje jednorodne minimalizuja energig
wewngtrzng ciata przy braku sil powierzchniowych i przy zalozeniu, Zze material jest
jednorodny. Z drugiej strony nie znaleziono jak do tej pory interpretacji fizycznej funkcji
poliwypuktej (Ball [5] wprowadzit to pojgcie do nieliniowej teorii sprezystosci w roku 1977),
chociaz wiele gestosei funkcji energii ma t¢ wiasno$¢.

Niech teraz symbole Cf, Pf,Qf oraz Rf oznaczaja kolejno nastgpujace regularyzacje
funkcji  f: wypukla, poliwypukla, kwaziwypukla oraz wypukiy rzedu 1, zdefiniowane
nastgpujaco:

Cf =sup {g:g</f g jest funkcja wypukia},
Pf=sup{g:g=/f g jest funkcja poliwypukia},

Of =sup {g:g<f, g jest funkcja kwaziwypukia},
Rf =sup {g:g<f g jest funkcja wypukia rzgdu 1}.

Wowczas mamy nastgpujacy ciag nierdwnosci charakteryzujacy relacje pomiedzy
odpowiednimi relaksacjami [22]:

Cf<Pf<Qf<Rf<f. (3.4)

Jeli f jest wypukla, to w (3.4) mamy réwno$¢, poniewaz f=Cf =f", gdzie
podwdjna gwiazdka oznacza drugie sprgzenie funkcji f (tzw. bipolara funkcji f),

r =(f‘)', f (u):sup{(u,u')—f(u):ue X}, u'eX.
Ponadto, je$li n=1 lub m =1, to pojecia te pokrywaja sig¢. Woéwczas mamy
Cf=Pf=0f =Rf (= f,jezeli f jest wypukia).

Nastgpujaca nierdéwnosé, zwana nieréwnoscia Jensena, odgrywa duza rolg w teorii miar
Younga. Nieréwno$¢ ta jest rownowazna wypuklosci w sensie, ktéry wynika z ponizszego
twierdzenia.

Twierdzenie 3.3. Niech [ bedzie funkcja wypuklq. Wowczas prawdziwa jest

nastepujgca nieréwnosé dla wszystkich przestrzeni probabilistycznych (Q., ;1) i wszystkich

Sfunkcji mierzalnych g: Q > R":

[7(a(z))nz 1 [ Ig(z)dﬂ]- 3.5)

0 4]
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Dowdéd tego twierdzenia mozna znalezé w ksigdze Braidesa [16], str. 197. Klasyczna

wersja tej nierowno$ci jest nastgpujaca: jezeli f jest wypukla, to spelniona jest nieréwnoéé

Younga:

1 = —l— ulx :
L ij(ﬂ(x))dx-f[@l fu )wc]

Zwréémy uwage, Zze powyzsza nierdwnos¢ jest wykorzystana do okreslenia funkcji
kwaziwypuklej (por.(3.1)).

3.1.2. Dolna péiciagtosé funkcjonatéw a wypuktosé

Nastepujace klasyczne juz rezultaty charakteryzuja zwiazki pomiedzy dolng
pélciagloscia i odpowiednia wypukltoscia funkeji podcatkowych dla funkcjonaléw catkowych.
L. Przypadek przestrzeni L® Niech Q bedzie otwartym podzbiorem przestrzeni R” i

niech ue Q- R".
Twierdzenie 3.4 (Ball [6]). Niech ¢:R"™ — R bedzie funkcjq takq, ze ¢(u(-))e L' (Q)

dlawe L”(Q)". Wowczas
J(u)= E!q#(u (x))dt

Jest funkcjonalem ciggowo stabo* dolnie pélciqglym na przestrzeni L° (Q) wredy i tylko
wiedy, gdy ¢ jest funkcjq wypukiq.

Nastepujaca uwaga charakteryzuje wszystkie funkcje ciagle.

Uwaga 3.3. Niech ¢ bedzie funkcja taka jak w powyzszym twierdzeniu. Niech L°
bedzie wyposazona w topologie staba*, za§ L' w topologi¢ staba. Wéwczas odwzorowanie
¢:L7(Q)" - L'(Q) jest ciagowo ciagle wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest funkcja afiniczna,
tzn. ¢(u) =a+b-u, gdzie a i wektor b sa stale. Zauwazmy, Zze w powyzszym twierdzeniu nie
bylo koniecznie wymaganie ciaglosci funkcji ¢.

Il Przypadek przestrzeni W'®. Rozwazmy teraz funkcje w:M™ — R taka, ze
u/(F(-)]e L'(Q) dla Fe L (Q)™.

Twierdzenie 3.5 (Morrey [50]; Ball [6]). Niech w:QxRxM"™ — R bedzie funkcjq
ciqglq. Rozpatrzmy funkcjonal

J(u)= ﬁ[w(x,u(x),Vu(x])dx.
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Woéwezas funkcjonal J jest ciggowo slabo* dolnie pélciagly w W' (Q) wtedy i tylko
wtedy, gdy v jest kwaziwypukia.

Twierdzenia te ukazuja role wypuktosci lub kwaziwypuklo$ci w zaleznosci od tego,
czy funkcja podcatkowa zalezy od gradientu, czy tez nie.

W zagadnieniach mechaniki i w rachunku wariacyjnym wazne jest formulowanie
probleméw minimalizujacych raczej w przestrzeniach W'” (1< p <) niz W"”,poniewaz
gestodci energii wewnetrznych (funkcje podcatkowe) wielu materiatéw hipersprezystych
zachowuja si¢ jak wielomiany o ustalonej potedze wzgledem gradientéw deformacji lub
kombinacji odpowiednich minoréw gradientu deformacji.

Badanie minimizeréw funkcjonatéw niewypuklych w zastosowaniu do nieliniowej
teorii sprezystosci zostato rozpoczete w pracy Balla [5]. Ball zauwazyl, ze rezultaty Morreya
[50] nie moga by¢ stosowane do nieliniowej sprezystosci, gdyz nie uwzglgdniaja warunku
niepenetracji materiatu (detF > 0); réwniez brak w nich warunkéw typu: energia roénie, gdy
wyznacznik gradientu deformacji maleje do zera. Ball uzupeknit te braki, wprowadzajac m.in.
pojecie funkcji poliwypuklej, uogélniajac w ten sposéb pojgcie wypuklosei. Twierdzenia Balla
0 istnieniu minimizeréw funkcjonalow catkowych dotycza funkcji poliwypukiych
spelniajacych odpowiedni warunek koercywnosci. Ten rodzaj wypuklosdci nie ma interpretacji
fizycznej, cho¢ mozna pokazaé, ze funkcje gestosci energii wewnetrznej dla ciat
hipersprezystych sa czgsto poliwypukle. Waznym rezultatem dotyczacym funkcji
kwaziwypuklych jest nastgpujace twierdzenie.

Niech Q c R"bedzie dowolnym zbiorem mierzalnym i niech
F(u,Q)= If(x, u(x),Vu (x))dx
Q

Twierdzenie 3.6 (Acerbi-Fusco[3]). Niech 1< p<+w; ponadto zalézmy, ze funkcja
F:R"xR"xR"™ spelnia nastepujqce zalozenia:

(a) f jest funkcjq Carathéodory 'ego;

(b) f jest funkcjq kwaziwypukla;

(c) 0<f(x,58)<a(x)+ C(ls[2 +|§|p} dla kazdego xeR",seR",EcM™, gdzie
C >0 jest staltq oraz a = a(x) jest nieujemnq, lokalnie catkowalnq funkcjq na R".

Wowczas dla kazdego zbioru otwartego QcR" funkcjonal ui F(u,Q) jest

(ciggowa) stabo dolnie pélciagly w przestrzeni W'? (Q;R”).
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Dowdd tego twierdzenia przy uzyciu miar Younga podany zostal w pracy [34].

3.2. Metoda bezposrednia rachunku wariacyjnego

Stosujac metod¢ bezposrednia rachunku wariacyjnego, mozna udowodni¢ istnienie
minimizeréw, jesli funkcja podcatkowa speilnia odpowiednie zalozenia. W pierwszym
przykladzie tego punktu pokazemy, stosujac metod¢ bezposrednia, Zze klasyczne minimizery
moga nie istnie¢. Warunek koercywnosci jest tu spelniony, ale brak wypuklosci odpowiada za
brak dolnej pélciaglosci badanego funkcjonatu. Tego typu problemy prowadza do miar
Younga. Znanym przykladem jest tzw. zagadnienie nawigacyjne Zermelo.

Przyklad 3.5. Rozpatrzmy funkcjonat

1(;;):}}[;;,;}}4;(, B
gdzie f(u,;';) =lu2 +[;}2_1ﬂ ‘

oraz nastgpujace zagadnienie minimizacji:
Zadanie (P). ZnaleZ¢ minimum funkcjonatu
inf {7 (u):ue A},
gdzie
A={uew"(0,1):u(0)=u(1)=0}.
Funkcjonaly, ktére sa opisane przez niewypukle funkcje podcatkowe f, ktére w mechanice

przedstawiaja  gesto$¢ energii  wewnetrznych, nazywamy potencjalami dwu- lub

wielostudniowymi. Prosty przykiad potencjatu dwustudniowego, takiego ze
~ 2
f(u,v):f(v):(vz —l) ,

tzn. niezaleznego od zmiennej # pokazano na rys.3.1.

1)

v
-1 0 1
i : F o= 2 2
Rys.3.1. Potencjat dwustudniowy niewypukly typu f (v) = (v - l] :
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Zauwazmy, ze I(u)>0 dla dowolnej funkcji ueW"*(0,1), wobec czego istnieje
infimum funkcjonatu I(u) okrelonego na przestrzeni Sobolewa W'*(0,1)nW"?(0,1).

Zauwazmy, Ze ciag oscylujacy postaci (por.rys.3.2)

k i [k 2k+1]
x——, jesli xe|—,
n n 2n

u,(x)=

k+1 . .. [2k+1 k+1}
—x+——, jesli xe —
n 2n n

dla k=0,1,.,n—1 oraz n=12,. jest ciagiem zbieznym jednostajnie (a wigc takze i

punktowo) do funkcji u,, (x)=0.

u(x)y

0
Rys.3.2. Cigg minimizerow dla zadania (P)
Z kolei
dl
—f:—ing—) =|d, (x)| =1 p.w.naodcinku (0,1), (3.7)
Mamy wigc

0<infPs—.
4n
Stad lirrg I(u,)=0, czyli inf P =0, natomiast
u,(x)=0=limu,(x)
nie jest rozwigzaniem zadania (P), gdyz/(u,)=120=inf(P). Oznacza to, ze ciag
minimalizujacy nie jest zbiezny do minimizera funkcjonatu 7 (u):
I(u,)—0, ale I(u,)=1.

Nie mamy zatem spefnionego warunku dolnej pélciaglosci funkcjonatu 1 :
0= lu:l_glf[(u,,)z I(u,)=1.
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Wobec tego zadanie (P) nie posiada klasycznego minimizera. Zobaczymy poZniej, jak
zrelaksowac ten problem, uzywajac miar probabilistycznych (miar Younga).

Pokazemy teraz, na czym polega metoda relaksacji kwaziwypuklej. Zadanie
zrelaksowane (QP) dla zadania (P) ma nastgpujaca postaé.

Zadanie (QP). Znalez¢

inf{ '[Qf(u(x),ﬁ(x))dx ueW'(Q), u(0)=u(1)= 0}, (38)

gdzie

Q[(u‘g)z{ {(u,i;'), jeslij|> 1,

u’, jesli|&] <1, (3%

Zadanie (QP) ma conajmniej jeden minimizer u =0. Zauwazmy tutaj, ze zadanie (QP)
jest wypukle (zagadnienie jednowymiarowe). Uwypuklenie funkcji 7 (v) przedstawione na
rys.3.3.

07 (v)

v

-1 0 1
Rys.3.3. Uwypuklenie funkcji £ (u,v)= Of (u,v)=Qf (v).

Zauwazmy, Ze:

(a)f(u,d)=u2+(zi2 —l)2 jest funkcja niewypukla wzgledem # (f jest wypukla
wzgledem u, ale ten fakt jest bez znaczenia).

(b) Brak wypuklodci wzgledem # jest odpowiedzialny za brak dolnej poiciaglosci
funkcjonatu I (por. Ball [6]). Z kolei problem (QP) spelnia warunki: Qf (u,‘f) jest wypukta
wzgledem & oraz Qf jest dolnie pélciagta. _

Zatem problem (QP) posiada minimum. Zwré¢my uwage na to, ze ta metoda gubi
niektdre istotne informacje o np. oscylujacym zachowaniu si¢ minimizeréw.

PrzejdZzmy teraz do problemu sterowania optymalnego, ktéry nie posiada klasycznego

rozwigzania.
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Przyklad 3.6. Zminimalizowa¢ funkcjonat kosztéw (por.[68])

T
J ()= [(|of" " (3.10)
1]
przy nastgpujacych zalozeniach: u jest takie, ze [u (r)l <1 dla prawie kazdego <(0,T), oraz
spefnione jest rownanie:
y'())=u(r), y(0)=0.
Zauwazmy, Zze funkcjonal J jest niewypukty, a wigc nie wiadomo, czy minimizer istnieje.

Poniewaz J(u)2~T dla kazdego u, tzn. funkcjonat J jest ograniczony z dotu. Jesli
x
2 2
()= [(of - Yo =-,

0
to y=0 oraz |z¢r|2 =1 p.w. na odcinku (0,1). Ponadto, y=0 implikuje # =0 p.w. w zbiorze
(0,1). Zatem mamy sprzeczno$é. Pomimo to twierdzimy, ze infJ(v)=-T. W tym celu
konstruujemy nastepujacy ciag:

u,,(r)={

+1 dla0<r<T/(2n),n=1,2,..,
-1dla0<t<T/n,

a nastgpnie przedfuzamy ten ciag w ciag w spos6b okresowy na caty odcinek [0,7]. Jak widaé,
wtedy

v, =0 silnie oraz u? =1.
Stad infJ(v)=-T. Jednak para (u,y) taka, ze y=0iu’=0, nie moze byé rozwiazaniem
rozpatrywanego zadania, tak wigc minimum jest nieosiggalne.

Rozwazmy zadanie uogélnione, tzw. zagadnienie zrelaksowane. Wezmy dwie funkcje
u 1 v takie, ze

(u(r))z <v(f)<1 pw.w (0,7).
Okreslamy zbiér K nastgpujaco:
K= [(r.«,v):v:w2 ivsl}‘
Widzimy, ze
(u,v)eca(K) pw.,
gdzie o (K') oznacza domknigcie uwypuklenia zbioru K.

Okreslimy uogdlniony funkcjonat kosztu nastgpujaco:
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J(u v)= T[(lu[z —-v)dl.

0

Zrelaksowany funkcjonat J (u,v) jest funkcjonatem wypuktym wzgledem obu argumentéw i

jest okreslony na zbiorze wypuklym i domknigtym. Stad wniosek, ze J osiaga swoje

minimum, ktére jest realizowane w punkcie (u,v)=(0,1). Ponadto istnieje wzajemnie
jednoznaczna odpowiednios¢ pomiedzy JiJ okre$lona przez ui> (u,ul) oraz
J(u)= j(u,u’ ) Jesli mamy ciag minimalizujacy {u,} taki, ze
J(u,) - J(u),

oznacza to, ze (u",uf) jest ciagiem minimizeréw dla J. Ciag ten jest zbiezny do rozwiazania
(0,1) bedacego minimizerem funkcji J. Te spostrzezenia umozliwiaja nam wprowadzenie
miar Younga.
3.3. Miary Younga

Niech bedzie dany ciag {u,} taki, ze u,:Q—>R" oraz u,(x)e K dlap. k. xeQ,
gdzie zbiér K  R". Wiemy, ze jezeli u, —u,, wowczas u,,(x)€To(K) p.w. w Q, i wynik

ten jest optymalny. Przypu$émy, Ze chcemy znaé relacje pomigdzy llmu oraz lim F (u j)

J=m
gdzie F:R™ — R sa funkcjami cigglymi, niekoniecznie afinicznymi.
Konstruujemy nowa funkcje (por.[68])
Uy:x U, (x)= ( L%}, F( (x)))
Wowczas
U,(x)eK"= {(z,F(z)):zeK} pw.w Q.

Zatdozmy, ze
u.—u,

- J
U; =U=(u,{), tzn. {F(u}.)—-e.

Wéwczas na mocy poprzednich rozwazan mamy U (x) € €6(K ') dla prawie kazdego x e Q.
Dochodzimy do nastgpujacego zagadnienia: co mozna powiedzie¢ o granicach

wszystkich ciggéw F (u,,) dla wszystkich funkcji ciaglych F, niekoniecznie wypuklych?
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Najpierw odpowiemy na pytanie, jak zachowuje si¢ powyzszy ciag dla funkcji wypuktych.
Ot6z jezeli F jest funkcja wypukla, wéwczas

F(u}. (x)) —{(x)2 F(u(x}) dlapk.xeQ.

W ogdlnym przypadku odpowiedZ na powyzsze pytanie daje nastgpujace twierdzenie, ktore
jest fundamentalnym twierdzeniem o istnieniu miar Younga, stowarzyszonych z ciagiem
funkcji zbieznych w sensie miary. Ponizej prezentujemy wersje tego twierdzenia z prac
[27,28]; por. réwniez Ball [9], Tartar [68], Dacorogna [21].

Twierdzenie 3.7. Niech Q bedzie zbiorem otwartym w R", mierzalnym w sensie Lebesgue 'a.
Niech K c R" bedzie zbiorem domknigtym i niech u :Q—R", j=1,2,..., bedzie ciggiem
funkcji mierzalnych w sensie Lebesgue’a i takich, ze u, () Jest zbiezny w zbiorze K wedlug

miary, gdy j—> =, tzn. dla dowolnego otwartego otoczenia U zbioru K w R" istnieje

Emmeas{xeﬂ:uix)etf}:ﬂ.

Wowczas istnieje podciag {u j*} ciqgu {u}.} oraz rodzina probabilistycznych miar Radona

v,,x€Q, o mierze dodatniej na R™ zalezqca w sposéb stabo* mierzalny od x nazywana
miarq Younga, taka, ze

@) |v.|:= [dv, <1 dla prawie kazdego x e,
s
(b) suppv, c K dla prawie kazdego x € Q,
(c) f(uj);(v,,f)= If(i}alvx (A) w przestrzeni L*(Q) dla kazdej funkcji cigglej
e
[ :R" > R spelniajqcej warunek ]Rﬁ I (l) =0.
Zalézmy ponadhto, ze cigg {u _,.} spelnia nastepujqcy warunek ciasnosci:
vr>0 }ms-jl:gmeas{xeﬂﬁ&:|u}.(x)|2L}=0, (3.11)
gdzie B, = B, (0) jest kulq o promieniu r i §rodku w zerze. Wowczas
.| =1 dlapk.xeQ, (3.12)

tzn. v, jest miarq probabilistyczng i zachodzi nastepujqcy warunek (3.13):
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dla dowolnego zbioru A< Q) i dowolnej funkcji f:R™ — R takiej, ze

ciqg { o (u J)} Jest ciqgowo stalo relatywnie zwarty w przestrzeni

L' (A), mamy nastepujqcq zbieznosé: f(uj) —(v,.,f) w L'(4). (3.13)
Uwaga 3.7. Ball [9] udowodnil, ze warunek ciasnodci (3.11) jest rtéwnowazny warunkowi:

dla danego r > 0 istnieje ciagla niemalejaca funkcja g, :[O,m) — R taka, ze

limg (f)=w  oraz

u, (%)) < . (3.14)

[ ol
Ponadto okazuje sig, ze przy zalozeniu (3.11) dla dowolnego zbioru mierzalnego 4 < Q mamy
zbieznosc
f(-,ll;-) — (V,,f(x,<)) w przestrzeni L' (4),
dla kazdej funkeji Carathéodory’ego f: AxR” - R takiej, ze ciag {f (-, )} jest ciagowo
stabo relatywnie zwarty w L'(4). Stad fakt ten jest rownowazny warunkom (3.11), (3.12) i
(3.13).

W tej samej pracy [9] Ball pokazat, ze jesli ciag u, generuje miar¢ Younga v, , wowczas dla

v e L'(2C,(R")) zachodzi réwnose
tim [y (oo, ()l = [{voow (x)ee
Q Q

Intuicyjnie mozemy mys$le¢ o mierze Younga jako o granicznym rozkladzie
prawdopodobienistwa, gdy k& — 0, wartosci ciggu u") blisko punktu x. Precyzyjniej mozna
powiedzie¢ tak: niech B(x,§ ) bedzie kulg otwartg o $rodku w punkcie x i promieniu ¢ > 0.
Niech x,k beda ustalone, podczas gdy vif} jest rozkladem prawdopodobiernistwa wartosci
funkeji 4*) (), gdy y jest wybrane losowo z kuli B(x,5). Oznacza to, ze

— i Tim 18
Vx—L}_IPall_l:EVx’; (3.15)

prawie wszedzie.

W zastosowaniach znaczna role odgrywaja nastgpujace fakty dotyczace silnej
zbieznoéci ciagow lub zbieznosci wedtug miary oraz miar produktowych.
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Lemat 3.1. [12] Zalozmy, ze Q ma miare skoviczonq i niech v, bedzie miarq Younga
generowanq przez ciqg [u ).} o Wowczas zachodzi rownowaznosc:
Jje

u, >u wgmiary v, =0,

u(x) dla pk.xe (3.16)

Lemat 3.2. [12] Niech Q ma miare skonczong, |Qj<oo. Jesli ciqgi u, :Q—R" oraz
v, :Q— R* generujq odpowiednio miary Younga &, Wx) OTZ Vi, wowczas cigg (uj,vj)
generuje miare Younga 5.,(, ®v,.

Podamy jeszcze wersje Tartara [68] lematu 3.1. Tartar pokazal, Zze miara Younga

redukuje si¢ do rodziny miar Diraca wtedy i tylko wtedy, gdy ciag u, jest silnie zbiezny w

przestrzeni L” () dla pewnego p > 1.

Lemat 3.3. [68] Niech u,—u w L*(Q).Wowczas u, — u silnie w I’ (Q) (p <o) wtedy i
tylko wtedy, gdy v, =3, (miara Diraca skupiona w u(x)).
Przyklad 3.7. Niech u, —uwL"(Q) i niech f bedzie identycznoscia, tj. f(x)=x.
Woéwezas na mocy twierdzenia 3.7. mamy nastepujaca fundamentalng wlasnosé miar Younga
stowarzyszonych z ciggiem {u j} ]

u(x)= [Adv, (2)

"

Przyklad 3.8. Niech u:[0,1] > R bedzie funkcja ciagla i periodyczna o okresie 1. Wowczas

dla u, (x)=u(jx) mamy

f(“;‘ (x))_"("’f(l))= ;[f(u(x))dx, j—> oo,

W tym przypadku mamy v, = v ( miara jednorodna).
Przyklad 3.9. Rozwazmy ciag {sm ( J*x)] j=1,2,... Mozna pokaza¢, ze odpowiadajaca temu

ciagowi miara Younga wyraza si¢ nastgpujaco (por.[71]):

dv ( )__7—’1-11'( n)(

gdzie X jest funkcja charakterystyczna odcinka (-1,1). Wobec tego dla wszystkich funkcji

feC(R) mamy
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o= 1 f(A) .
f(sin jx)— f=— A, gdy jo o
(sin jx) ﬂ'.‘{TdI— -
Catka po prawej stronie jest réwna
1 2x
— | f(siny)ay.
2z 5[

Przyjmijmy, ze f =id. Wowczas otrzymujemy

e 1 A
sin jx—— A=0, gdy j— oo,
e R

Niech teraz f(z)=2z". Wéwczas

sin( jx)) ——
) =3 I3
Zauwazmy, ze dwie ostatnie granice pokrywaja si¢ z wyraZzeniem
1 Ix )
= njf(smy)dy
odpowiednio dla f =id oraz f(y)=y’

Przyklad 3.10. Niech /#: R — R bgdzie okresowym rozszerzeniem nastg¢pujacej funkeji:

a ., 0<x<Ai
h(x)= esli *
(x) {b, d A<x<l.

Okreslamy ciag funkeji z;:[0,1] > R nastepujaco:
z,(x)=h(jx).
Poniewaz funkcja 4 jest okresowa, to mamy nastgpujacy rezultat (por. przykiad 3.8):
z,— ]h(y)ay = Aa+(1-2)b.

o

Zlozenie foh jest funkcja okresowa (por. przykiad 3.8), wobec tego zachodzi zbieznosé
f(z,) =21 (a)+(1-2) 1 (6), gdy j>o.

Stad wniosek, ze ciag {z, } generuje miar¢ Younga v ={v,} taka, ze

v, =18, +(1-2)8,.
W tym przypadku rodzina miar {v,} jest niezalezna od parametru x, zatem indeks x mozemy

opuéci¢. Taka miar¢ v nazywamy jednorodngq miarq Younga (por. przyklad 3.8).
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3.4. Miary Younga generowane przez gradient.

W zagadnieniach wariacyjnych mechaniki osrodkéw ciaglych wszedzie tam,gdzie
poszukujemy rozwigzan $cistych badZz przyblizonych, mamy na ogét do czynienia z
funkcjonatami zaleznymi od gradientu deformacji (moze tez wystapi¢ gradient wyiszego
rzedu). Bedziemy wtedy mowic, ze miara Younga jest generowana nie przez ciag funkeji, lecz
przez ciag gradientow (krotko: przez gradient).

Definicja 3.8. (Sychev [65]). Miara Younga (v, )  jest gradientowa p —miara Younga, gdzie
pe [l,oo), jesli jest ona generowana przez gradienty {Vui};sﬁ ciagu {uJ }}_EN cW' (Q;[R”')
takiego, ze ciag {u,} jest stabo zbiezny w przestrzeni W'"*(Q;R"), a funkcje ‘Vujr’ sa

jednakowo catkowalne.

Niech bedzie dany funkcjonat
F(u,Q)= IW(x,u(x).Vu(x))dx (3.17)

okre$lony na przestrzeni Sobolewa W'"? (Q.;IR"') i niech ciag {u _‘.} bedzie ograniczony w tej

przestrzeni. Poniewaz interesuje nas zachowanie si¢ funkcjonalu F na przestrzeni Sobolewa
W'?, anie tylko na W", konieczny jest odpowiedni wzrost funkcji podcatkowej W (x,u,p).
Mianowicie, bedziemy zada¢, zeby wzrost funkcji W byl typu:
C <W(xuA)<C(1+[Af), Aem™. (3.18)

W przestrzeniach funkcji catkowalnych wraz z p-ta potega, jesli ciag {]Vu ,]p} jest
ograniczony w L'(Q), to generalnie nie mozemy zagwarantowat jego ograniczonosci w
L*(Q) (dla pewnego p & [l,0)). Jedli jednak Vu’ € L (Q;M’"") oraz

flvw/ (x) dc < M (3.19)

t

dla pewnego M eR, woéwczas istnieje rodzina v={v,}  oraz podciag danego ciagu

(oznaczamy tak samo) o tej wiasnosci, ze jesli

cp(Vuj)—‘E w L'(Q) dia (aeC([R"'), (3.20)
to
o(x)= J:_cJ(A)dV,(A) pw.w Q. (3.21)
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Funkcja ¢ musi spetniaé zalezno$é

_|e(a)
lim =, ;
iA}E}’l+|A|P 0 (3-22)

W celu precyzyjnego opisania miar Younga generowanych przez gradienty funkcji
catkowalnych z p—ta potgga wprowadza si¢ nastgpujaca przestrzen Banacha (dla ustalonego
p>1)

E? ={weC(M""):i:12[f’;%1—l<w} (3.23)

Woéwcezas p—miarami Younga bgda elementy przestrzeni sprezonej (E P ) her
Mamy nastgpujaca charakteryzacj¢ gradientowych p—miar Younga.
Twierdzenie 3.8. (Kinderlehrer-Pedregal [43]; Sychev [65]). Rodzina miar probabilistycznych
(v,),.q Jest gradientowa p —miara Younga, gdzie p e[1,%0), wtedy i tylko wtedy, gdy
(a) istnieje u, e W'* (Q; IR"') takie, ze

[ Adv,(A)=Vu,(x) dla pkxeQ, (3.24)
e

(b) nieréwnosé
F(Vug(x))s [ £(A)dv,(A) (3.25)
-
zachodzi dla dowolnej kwaziwypuklej funkcji f takiej, ze

C </ (A)<C,(1+]A]) diap.k. xeQ,
(c) oraz [ ] (1+]AF v, (A)dx <0, dlap. k. xeQ (3.26)
0 mM=

Uwaga 3.5. W przypadku skalamym, tj. gdy min{n,m} =1, kwaziwypuklo$¢ redukuje si¢ do
wypukiosci. Zatem kazda rodzina miar probabilistycznych spelniajaca wiasnosci (a) oraz (c)
jest gradientowa p—miara Younga. Warunek (c) twierdzenia gwarantuje, ze tzw. moment
rzgdu p jest skonczony. Jest to konsekwencja przyjetego zalozenia o wzroscie funkcji
podcatkowe;j.

W zagadnieniach geometrycznie nieliniowej teorii sprezysto$ci rozwaza sig ciagi ograniczone

w W (Q; ]R"'). Woéwcezas z dokladnoscia do podciagu mamy

u; > u,silnie w I (R") oraz Vu, — Vu,, stabo w L? (Q; M™).
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Jak wiemy (lemat 3.3), zbiezno$¢ silna w L” gwarantuje, Zze miara Younga generowana

przez ten ciag jest miarg atomowa, natomiast stabo zbiezny ciag gradientéw Vu, generuje

miarg v, taka, ze

lim E[W (x,u). (x),Vu, (x))dx = ;'! L w (x, u(x), A)a‘w}r (A)ax.

e
Ostatnia réwno$¢ bedzie mie¢ znaczenie przy formulowaniu probleméw wariacyjnych za
pomoca miar probabilistycznych.

Problemy wariacyjne wyzszego rz¢du pojawiaja si¢ czgsto w literaturze matematycznej,
inzynierskiej i fizycznej. Sa one gléwnie powiazane z zagadnieniami dotyczacymi tzw.
gradientowej teorii przej$¢ fazowych i z nieliniows teoria powlok. Zagadnienia réwnowagi
materiatow mikromagnetycznych wymagaja wprowadzenia drugiego gradientu.

Zwyczajowo, w literaturze matematycznej Miarq Younga nazywa sig¢ rodzina miar
probabilistycznych v ={v,} . stowarzyszona z ciagiem funkcji u;:Qc R" — R" taka, ze
nosnik miary supp(vx) cR" zalezy od x € Q w taki sposéb, ze dla kazdej funkcji ciaglej

f(x):R" >R
£, () =7 (x)= [ s (2)v, (2) w £2(9),

gdzie staba granica £ (x) jest mierzalna.

Nazwa tej miary jako probabilistyczna bierze sig z stad, ze catkowita norma miary v,

jest (por. (3.12))

¥

x

=£ dv.=1 dlapk. xeQ.,
Uup b,
gdy suupv, jest nosnikiem miary v, (por.3.12).
Fundamentalna wlasno$é takiej rodziny miar probabilistycznych nastgpujaca: jezeli

ciag {g)( L)} jest stabo zbiezny w L’ (2), wtedy staba granica tego ciagu jest funkcja ¢

lim [ o(/,) A(x)= [ A(x) [ o(2)av, (2)dx

dla wszystkich he L'(Q).

W  rozdziatach 4, 5 pokazemy zastosowanie teorii miar Younga do zagadnien

zwigzanych z mikromagnetykami nieodksztatcalnymi.

57



Rozdziat 4

Matematyczne zagadnienia zwigzane z mikromagnetykami
nieodksztatcalnymi

Rozpatrzmy w ramach teorii mikromagnetyzmu zagadnienie poszukiwania minimum energii
catkowitej (minimalizacji odpowiedniego funkcjonatu) dla magnetykéw nieodksztalcalnych.
Zgodnie z zasadqa minimum rozpatrywana w rozdziale 2.6, poszukujemy rozktadu wektora
magnetyzacji m wewnatrz sztywnego ciala ferromagnetycznego ponizej temperatury Curie,
zajmujacego obszar Qc R", n=2,3 pod wplywem zewngtrznego pola magnetycznego.
Zaktadamy ograniczenia na wektor namagnesowania (por.2.6):
|m(x)1 =1 prawie wszedziew Q. 4.1)
Funkcjonat energii catkowitej sztywnego ferromagnetyka skiada si¢ w tym przypadku

z trzech skladowych: energii anizotropii, energii zewnetrznej i energii magnetostatycznej
(por.(2.17-2.19)):

E(m)= L&(m)dx-LH‘deﬁ% [V ax. 42)

Niewypukla, dodatnia funkcja ¢ jest gestodcia energii anizotropii i jest rbwna zero
przy m “ e,dlaiel, oraz wektory e eR", n=23 definiuyja osie fatwego
namagnesowania materiatu:

¢(e,)<d(m),Vm=e, 4.3)

Dla tzw. jednoosiowych ferromagnetykéw funkcja ¢ osigga minimum tylko wzdtuz
jednego kierunku fatwego namagnesowania, w tzw. kubicznych ferromagnetykach takich
kierunkow liniowo-niezaleznych jest trzy. Wektor H:Q — R" opisuje przylozone
zewngtrzne pole magnetyczne. Skalarny potencjal magnetyczny u:R" — R zwiazany jest z
wektorem magnetyzacji m przez réwnanie Maxwella:

div(-Vu+y,m)=0 w R", (4.4)

gdzie y, jest funkcja charakterystyczna obszaru Q i zdefiniowana jako:

1, przy x € Q,
= 4.5
xﬂ(x) {O,przyxe Q. )

Definiujemy zbiér funkcji dopuszczalnych
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A= {mEL‘” (Q,R"):|m| =1,p.w. WQ} (4.6)
Zagadnienie minimalizacji energii catkowitej sztywnego ciala magnetycznego sprowadza si¢
do poszukiwania rozwiazania zagadnienia (P) :

P) inf {E(m)| me A}. 4.7)

W pracy [30] pokazano, ze moze nie istnie¢ klasyczne rozwiazanie dla zagadnienia
(P). Gdy takie rozwiazanie istnieje, méwimy, Ze energia osiaga minimum i magnetyk jest w
stanie rownowagi.

W dalszej czgsci pracy bedziemy rozpatrywaé przypadki, gdy klasyczne minimum w
zagadnieniu (P) nie istnieje dlatego, ze funkcja podcatkowa, ktéra jest gestodcia energii
wewnetrznej materiatu jest funkcja nie wypukla (patrz rozdziat 2.6). Oprocz tego, warunek
(4.1) okredla niewypukty zbiér funkcji dopuszczalnych (4.6) dla zagadnienia (P). Mowimy
wtedy, ze zagadnienie (P) jest niewypukle. Dla rozwiazania niewypuklego zagadnienia
minimalizacji (P) dla mikromagnetykdéw stosuje si¢ rézne metody relaksacji: gléwnie

relaksacje wypukla (CP) oraz relaksacja przy pomocy miar Younga (RP).
4.1. Relaksacja problemu (P) przez uwypuklenie

Niech ¢(m)=¢" (m) oznacza dolnie péiciagle uwypuklenie funkcji gestosci energii
anizotropii magnetycznej ¢ (por.(4.2)), jezeli |m|<1, za§ @(m)=cw w pozostalych
przypadkach. Wtedy energia zrelaksowana wyj$ciowego zagadnienia przez uwypuklenie:

1 2
RE(m)= [ ¢(m)dx-[ H mdx+ [ Ve dx, 4.8)
gdzie dla kazdego m e L’ (Q) istnieje u € H, (), otrzymane z rownania Maxwella
-Au+div(my,)=0 wH™'(Q).

Definiujemy zbior funkcji dopuszczalnych

A'={me [} (QR"):|m|<1, pw. w Q} 4.9)
Wowczas relaksacja wyjsciowego zagadnienia przez uwypuklenie ma postac:
znalezé
(cP) min {RE (m)jm e A'}. (4.10)

Istnienie rozwiazania zagadnienia uwypuklonego (CP) pokazano w prace A.DeSimone [24],

a wigc
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inf E(m}=ﬂij}RE(m). (4.11)

Rozwigzanie wypuklego zagadnienia (CP) sprowadza si¢ do rozwigzania réwnan
Eulera-Lagranga. W pracy [17] podano algorytm numeryczny do obliczenia zagadnienia
(CP) oparty na metodzie Newtona-Raphsona, policzono przyklady 2-wymiarowego
zagadnienia dla jednoosiowych ferromagnetykéw, tzn. takich, ktére maja jeden latwy
kierunek namagnesowania. Do nich nalezg krysztaly heksagonalne, romboedryczne oraz
tetragonalne z dodatnig anizotropia (por.[29]).

W zagadnieniu (CP) zrelaksowanym przez uwypuklenie oscylacje ciagéw
minimalizujacych nie moga by¢ zaobserwowane, poniewaz gubimy informacje o
mikrostrukturze. Rozwiazanie zagadnienia (CP) opisuje poziom mezoskopowy, usredniony,
w ktorym mozliwe gladkie pole m jest poszukiwane.

Informacj¢ o mikrostrukturze mozna odzyska¢ przy pomocy miar Younga. Na
przyklad, dla jednoosiowego ferromagnetyka miara Younga stowarzyszona z ciggiem
minimalizujacym zagadnienia (P) jest (zob.[24]):

v, = i(m(x))ém.(m('n +(1~A(m(x)])é‘m_(m(_n,
m* (m(x)):= j:(l—(m(x)-el)z)m e+(m(x)-e e, (4.12)

i(m(x)):=%+ mlx)e

2(1—(]“(!)'81)2)”2 L]

gdzie ee R? jest zgodne z osig latwego namagnesowania, A - udzial objetosciowy. Mozna

znalezé miarg¢ Younga na etapie obliczeniowym, korzystajac z rownos$ci (4.12) i tym samym
dosta¢ informacj¢ o mikrostrukturze. W pracach [58,59] pokazano przykiady numerycznego
obliczenia mikrostruktury ferromagnetyka. W danej prace pokazemy przykiad obliczenia
mikrostruktury magnetycznej jednoosiowego ferromagnetyka, rozwiazujac zagadnienie

minimalizacji energii zrelaksowanej przy pomocy miar Younga.

4.2 Relaksacja problemu (P) z wykorzystaniem miar Younga

Rozszerzamy klas¢ rozwiazan zagadnienia, ktére przy zastosowaniu metody bezposrednie;j
wykazuje oscylacje ciagdw minimalizujacych, do pojecia ,,rozwigzania w sensie miary”. W
przypadku zagadnienia zwigzanego z mikromagnetykami bedziemy méwi¢ o magnetyzacji w

sensie miary. Stosujac definicje miary Younga, mamy: dla ciagu m" réwnomiernie
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ograniczonego w L” () istnieje rodzina miar probabilistycznych {v,}  oraz podciag (tak

samo nazywany) m" taki, ze
. k
lim | y(m (%), x)dx = LL.w(l,x)a'v,(l)dx, (4.13)
dla kazdej funkcji y ciaglej wzgledem A, mierzalnej po x.

Przy takim podejéciu zakladamy, ze oscylacje ciagédw minimalizujacych m*
zachodza na bardzo drobnej skali. W analizie problemu wazne sa tylko kierunki wektoréw
namagnesowania oraz wzgledne udzialy objgtoSciowe obszaréw - domen magnetycznych, w
ktorych te kierunki sa stale. Kierunki naleza do nosnika miary, a wzgledne udzialy
objetosciowe sa wagami miary.

Niech m* bedzie ciagiem wektoréw magnetyzacji, a v={v,}

niech bedzie

xef)
sparametryzowang miara stowarzyszona z tym ciagiem. Poniewaz m* przyjmuje swoje
wartosci na jednostkowej sferze

S={yER”:

yl=1}, (4.14)
wigc nosnik v, zawarty jest w S dla prawie wszystkich x e Q. Korzystajac z (4.13)
funkcje energii anizotropii Lqﬁ(m)dx (por. (4.2)) zapiszemy w postaci:

lim [ ¢(m*Jax= [ [ g()av, ()dx (4.15)

Z drugiej strony, jezeli
_ m(x)= _L_ldv, (), xeQ,
to, korzystajac z (4.13): i (4.16)
m'—m w L(Q),
graniczna warto$¢ energii zewngtrznej (por. (4.2)) jest rdwna —LH‘mdx‘

Jednak sprawa jest bardziej skomplikowana przy przejéciu do granicy z energia
magnetostatyczng %L”|Vu|zdx (por. (4.2)) przy k — o« dlatego, ze magnetyzacja m i
potencjal u jest zwiazane sa przez relacje div(-Vu+my,)=0. Ponizsze twierdzenie
wyjasnia sprawg przejscia do granicy w energii magnetostatyczne;j.

Twierdzenie 4.1. (Pedregal [53]). Dla ciggu magnetyzacji {m*} , ke N takiego, ze
{div m*} jest zbiorem zwartym w H,! (R”) mamy

u* >u (silnie) w H'(R"), 4.17)
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gdzie
div (—Vu* +m"xn) =0 wH™ (R"),
m* —‘-m w L°(Q), stabo- * (4.18)
div (-Vu+my,)=0wH™'(R").

W szczegdlnosci, granica energii magnetostatycznej jest osiagalna gdy
namagnesowanie m jest stabg granica m* przy k — o, poniewaz [divm”} jest zbiorem
zwartymw H',, (R").

Rozpatrzmy definicj¢ magnetyzacji w sensie miary przez  rodzing miar
probabilistycznych z no$nikiem na jednostkowej sferze S dla prawie wszystkich x € Q oraz
takiej, ktéra moze byé generowana przez ciag magnetyzacji klasycznej m*, dla ktérej jest

spetniony warunek: {divm“} jest zbiorem zwartym w H™', (R"). Dla takiej uogdlnionej
magnetyzacji v = {v, }mu definiujemy energie catkowita nastgpujaco:

v)= [ [Lo()av, ())dx+— _L |Vl dx- | H-max, (4.19)
gdzie m(x) = L,m»_ (») izachodzi div(~Vu+zom)=0, wH " (R").
Ciag {divm*} jest zbiorem zwartymw H™'(R") oraz

E(V)—~llmE( )

k=
zgodnie z twierdzeniem 4.1. Chcemy ostabi¢ warunek nalozony na dywergencije {div m"}:
poniewaz v ={v,}  jest miara probabilistyczna zwiazana z ciagiem magnetyzacji {m* } ,to
korzystajac ze slabej ciaglosci odwzorowania rozwigzaf dla réwnania (4.4) i wypuklosci
funkcji ]Vu[z mamy:
=i s s = k
E(v)<liminf £(m"). (4.20)
Rozpatrzmy zbidr funkcji dopuszczalnych
A= {v ={v,} o |V, Jest miarg probailistyczna fin
1! ; 1
oraz supp v, cS""' dlapk. xe n].

Wowczas mozemy sformulowaé zagadnienie zrelaksowane problemu (P):

znalez¢:
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(RP) min{E(u)| vei}, (4.22)

gdzie m(x)= _L_, Av, (db), dla prawie wszystkich x € Q, oraz

div(-Vu+ zom)=0 w W™*(R").
Istnienie rozwigzania tak sformutowanego zagadnienia wynika z sekwencyjnej stabej*
polciagtosci dolnej E oraz ze stabej* sekwencyjnej kompaktnosci zbioru A ,[53].
W pracy [52] pokazano, Ze

min E (v) = min RE(m) = inf E (m). (4.23)
Oznacza to, ze rozwigzanie zagadnienia zrelaksowanego przez miary Younga (RP) lub
uwypuklenie (CP) bgdzie rozwiazaniem zagadnienia (P).

Korzystajac z zagadnienia zrelaksowanego przez miary Younga znajdujemy
magnetyzacjg m w punkcie makroskopowym xe€Q jako warto$§¢ oczekiwana zmiennej
losowej o zadanej funkcji rozkladu prawdopodobienstwa. Wynik ten mozna zinterpretowac
jako pojawienie si¢ na mikroskali domen o réznych kierunkach namagnesowania. Udzial
objetosciowy jednakowo zorientowanych domen okredlony jest przez intensywno$ci miar

Diraca, za$ orientacja tych domen dana jest przez punkty (zadane punkty na sferze)

koncentracji tych miar,

4.3. Numeryczna dyskretyzacja zagadnienia mikromagnetyzmu
zrelaksowanego przy pomocy miar Younga
Stosujac analiz¢ numeryczng lepiej jest korzysta¢ z relaksacji zagadnienia (P) przez miary
Younga, a nie uwypuklenia. Wynika to z dwéch powoddw:

1) uwypuklajac funkcj¢ gestosci energii ¢ gubimy mikrostrukturg, ktéra mozna
,»odzyska¢” dopiero w wyniku obrobki otrzymanych danych,

2) zagadnienie (CP) jest ograniczone do przypadkdw, kiedy funkcja ¢ jest znana
explicite, co nie zawsze jest praktycznie mozliwe. Na przykiad, dla funkcji

p(m)=cm +c,mf, c,c,>0,

nie znaleziono dotychczas uwypuklenia [24]. W takich przypadkach méwimy o rozwigzaniu
zagadnienia (P) w sensie miar Younga, (zob. [17,18,19,31,36,37,38,52,54,58,
61)).

Do rozwigzywania zrelaksowanych przy pomocy miary Younga zagadnief

zwiazanych z mikromagnetykami szeroko wykorzystane s3 metody numeryczne. Po raz
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pierwszy numeryczng aproksymacje takich zagadnien zaproponowal Kruzik [38]. Uzyl on
regulamej triangulacji obszaru Qc R’oraz trzy-punktowych miar Younga, statych na
kazdym elemencie. P6Zniej Kruzik i Prohl [37] zaproponowali i przeanalizowali uzgodniona
metod¢ elementdw skonczonych bazujaca na aktywnej strategii efektywnego wyboru
dyskretnego rozwiazania uogdlnionego  zagadnienia minimalizacji. Przy tym byla
wykorzystana tzw. wielopunktowa miara Younga, ktérej nosnik S"' jest zwiazany z
triangulacja obszaru R?. W pracy [37] zagadnienie (P) sprowadza si¢ do zagadnienia
optymalizacyjnego programowania kwadratowo-liniowego.

Podstawy matematyczne metod numerycznych do rozwigzania zagadnien
mikromagnetyzmu stacjonarnego zostaly podane w pracy Luskina, Ma [48], w ktorej
dyskretyzacje numeryczna wykonano uzywajac kawatkami-statych funkcji namagnesowania.
Dla obszaru Q c R? badamy

min E(j4), @24

gdzie A, c A wybieramy nastgpujaco:
2
A,,={,u,,e.A:p,,|Ke[Pu(K):| , VKe } (4.25)
dla triangulacji kartezjanskiej 7 =7°, ktéra jest powiazang z latwa osia namagnesowania

ferromagnetyka i kawatkami stalym namagnesowaniem m,

rer € {H, (K)]z . Gtéwnym

ograniczeniem takiego podejscia jest warunek powiazania triangulacji 7° z osig latwego
namagnesowania e R®. Dla zwiekszenia uzytecznosci analizy numerycznej rézni autorzy
proponuja swoje schematy i algorytmy, wykorzystujac dyskretyzowne namagnesowania z
roézng dokfadnoscia. Takie algorytmy dla rozwiazan zagadnien dotyczacych jednoosiowych
oraz regularnych ferromagnetykéw znajduja si¢ w pracach Kruzika, Prohla [37,59], gdzie
przy pomocy metody bezposredniej zostaly zbudowane adaptywne algorytmy dla obliczenia
struktury magnetycznej. Staba cecha takiego podejécia jest zlozono$¢ obliczeniowa oraz
mozliwo$¢ pojawiania si¢ minimum lokalnego i nietrywialnych rozwiazan. We wszystkich
pracach [17,24,36,37,38,48, 52,58,89] dotyczacych numerycznego obliczenia zagadnien
zwigzanych z mikromagnetykami zalezno$¢ namagnesowania m i potencjatu
magnetycznego u, podana zostala przez réwnanie Maxwella. Dla przypadku
dwuwymiarowego to roOwnanie jest rozwiazywane jawnie przy pomocy formut Greena. Dla
trojwymiarowego zagadnienia rozwigzywania rownania Maxwella z wykorzystaniem

sztucznych warunkéw brzegowych znajduje si¢ w [72]. W  pracy do rozwigzania



numerycznego zagadnienia zrelaksowanego przez miary Younga, bedziemy stosowaé

dyskretyzacje zaproponowang w [59].

4.3.1. Dyskretyzacja zagadnienia przy pomocy uzgodnionej metody
elementéw skonczonych.

Rozwazymy  uzgodniong metod¢ elementéw  skonczonych dla  zagadnienia
mikromagnetyzmu zrelaksowanego przez miar¢ Younga. Korzystamy z definicji i gléwnych

rezultatébw prac Kruzika i Prohla [37,59].
Zakladamy, ze funkcja h(x,A) jest taka, ze h(x,A)=g(x)f(A) dla prawie

wszystkich x € Q oraz dla wszystkich A e $"", gdzie funkcji ge L' (Q) i feC(S™").

Niech 'I:_.: bedzie jednorodna triangulacja obszaru €2, rozmiary elementéw ktorej nie
przekraczaja d, > 0. Jezeli Zf-, <d,, wtedy mamy siatk¢ 7, 71 , tzn. ’I;‘I jest drobniejsza
niz T‘:,'I. Analogicznie zdefiniujemy inng triangulacja i";f na S"', ktérej elementy nie
przekraczaja d,. Tak samo mamy, Ze ‘T;2 jest drobniejszym rozbiciem niz ‘Tdf. Wtedy
mozna otrzymaé triangulacie 7 =Td: xi’;": na obszarze QxS"' z rozbiciem
d =(d,,d,) e [0,+0)x[0,+x)

Nastepnie okreslamy operator P : L (Q; C‘(S"'l)) > (L'Z;C(!i"'1 )) :
1
[PJﬁ](x.A):m [A(xA)x  vxeKeT], (4.26)

[Rj} h]( X,") jest operatorem, ktéry kazdej funkcji A(x,-) przyporzadkowuje jej kawatkami

afiniczna interpolacje

[Pih](;:,A):r_)?h(x,A,.}u_(A), 4.27)

gdzie funkcje bazy v, sa nieujemne, speiniajace warunek
iv,.(A)ﬂ (4.28)
i=]
dla wszystkich A € S"', oraz L, = @(d;'“ ) !
Konstruujemy operator

B=P

(ddy)

=PiP =PLP) (4.29)
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taki, ktory prowadzi do nastgpujacej uzgodnionej aproksymacji: na obszarze  jest ona
kawalkami stala za$ na sferze S"' jest kawalkami afiniczna. Zgodnie z (4.21) mamy
nastepujacy zbiér funkcji dopuszczalnych
A= {v ={v, }xen :v, jest miarg probabilistyczna orazsupp v, = S"'dlap.k. x € Q}‘ (4.30)
Operator sprzezony P, A A jest zdefiniowany nastgpujaco
(v, Bh)y=(Pyv,h) (4.31)
oraz Aq =R;¢_4CI.
Roubicek [61] pokazal, ze dlaVhe L (.Q; C (S = )) ma miejsce réwnosé
lim|| 7,3~ A =0 (4.32)
Zatem

Kv— R;v, h)‘ = |<v,h - ﬂh)l < I|VH£|[Q‘C[.S"'|}). “h T Rih";.’(n.c[s"" :I] -0, 433)
dla d >0, awigc limP, v=v (slabg*) na [ (Q;C(S"")).-

-0
W pracy Roubicka [61] rébwniez pokazano, ze ve A, wtedy i tylko wtedy, gdy
vx=i,1|.(x)6", xeQ (4.34)
i
przy tym
A:Q-[01], iz,. =1,
P

oraz 4| = Ay, sa kawalkami state dla siatki 7, dla kazdego 1<i<L, ,oraz A, eS"" dla

kazdego 1<i< Ld: . Tak wigc mamy zbidr funkcji dopuszczalnych dyskretyzowany:

_ Ly
Aqg = {v" ={k} v =21‘ b, vxe:t;}. (4.35)
&la fap !
Teraz zrelaksowane zagadnienia w dyskretnym przypadku zapiszemy jako:
h ; 4 1 2
(R"P) ”I}‘IEI%{LL__IQ(A);J (dA)dx+E _LJWW\ dx-LH<mddx}, (4.36)
gdzie
md K‘T“Il = L-—l Aﬂ; (dA)l

oraz spenione jest rOwnanie
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div(-Vu, + zom,)=0 wR".
Zagadnienie (R°P) jest dyskretyzacja jednorodna zagadnienia (RP). Poprawnosé

postawienia tego zagadnienia i jego wilasnosci aproksymacyjne sa rozpatrywane w pracy
[38].

Lemat 4.1, Zagadnienie (R%P) ma rozwiazanie w Aq.
Lemat 4.2. Niech ¢ C°(S™"), He I’ (Q,R"). Jezeli d=(d,,d,) —> 0 wrazz
dy/d" >0, to
. d .
r%n(R P) > min(RP). (4.37)

Nastepny wynik o zbieznosci jest wazny dla wystarczajaco gladkich wielkosci takich

jak rozwiazanie m .

Whiosek 4.1. Niech ¢ bedzie funkcja lipschitzowska, He W'’ (Q,R") , a wektor
namagnesowania m e W"? (Q,]R"). Rozwiazanie zagadnienia (R%P) oznaczamy jako
v® =argmin E, gdzie d=(d,,d,). Oprécz tego, rozwiazanie zagadnienia (RP) oznaczono

jako v = arg min E. Wtedy istnieje stala C >0 nie zalezna od d e R® taka, ze

[E(v)- g(w‘)|gc{di +dz+%}. (438)

Dowdd wynika z oszacowania w dowodzie lematu 4.2, z gladkosci ¢ i Horaz z

standartowych wynikéw aproksymacji dla odwzorowar Sobolewa w W' (Q, R" ) [20].
4.3.2.Schemat (R P,) _ na podstawie zbioru aktywnego.
Jje

Zagadnienie (R?P) jest wypuklym zagadnieniem optymalizacji, w ktérym poszukiwane sa
{A¢,}. Zagadnienie to ma liniowo-kwadratowa struktur¢ oraz liczba niewiadomych jest
rzedu O((a’," )) , €0 oznacza, ze niewiadomych jest duzo wigcej, niz elementéw podziatu ’I:,'l .
Oproécz tego, z wniosku 4.1 wynika konieczno$¢ wykorzystania duzej liczby punktéw na
kazdym elemencie K e‘)‘j,,'I po to, zeby dostaé sensowna aproksymacje¢ minimum energii.

Wobec tego ma sens wykorzystanie metody adaptacyjnej, zaproponowanej w [37] na

podstawie tak zwanego zbioru aktywnego, tzn. nieduzego zbioru pewnych punktéw na

kazdym elemencie K € le, ktore sa wykorzystywane do poszukiwania rozwigzania. Metoda
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ta bazuje na optymalnym warunku, ktéry po raz pierwszy byl wykorzystany w pracy [19] dla
wariacyjnego zagadnienia skalarnego albo jednowymiarowego. Do rozwiazania zagadnienia
dyskretnego zrelaksowanego przez miary Younga zwykle wykorzystuje si¢ niewielka ilos¢

punktéw (czasami nazywanych atomami). Twierdzenie Caratheodory’ego [36] prowadzi do
hipotezy, ze jezeli istnieje rozwigzanie v e A zagadnienia (RP) dla prawie kazdego xe Q,
wtedy miara v, skupiona jest nie wigcej jak w (n + 1) punktach. Zasada maksimum
Weierstrass’a uzasadnia to.
Lemat 4.3. (Zasada maksimum Weierstrass’a ) [37]. Niech He I* (Q;R" ) ,
¢:R" - R bedzie funkcja ciagla, oraz niech (v", md) e Agx I? (Q; ]R") bedzie
rozwigzaniem zagadnienia (R"P). Wtedy

[ 72 (. A)Vi (dA) = max 725 (x,A)  VxeKe ,, (4.39)
gdzie Hamiltonian z definicji ma postaé

;. =P, (¢,®id-9), (4.40)

dla £, =H-Vu,, oraz u, jest rozwiazaniem réwnania div(-Vu+y,m)=0 w R".
Lemat 4.4.[37] Niech d =(d,,d,) bedzie parametrem dyskretyzacji, niech v*” e A bedzie
rozwiazaniem zagadnienia (R{“" '°‘P), oraz niech v* € A4 bedzie rozwiazaniem zagadnienia

— o Ad.0)
(@0 =Y

(R"P) . Niech m eid, oraz m, =v" ¢id, z odpowiednimi rozwiazaniami

d,,0) i
u, réownania Poissona. Wtedy jin}' e’( ady) =€ a0) prawie wszedzie w Q, gdzie £, oraz é’( 4.0)
sa mnoznikami Lagrange’a odpowiednio dla zagadniefi (R*P) i (R“""’P) ;
Podobnie jak w [61], zdefiniujemy nast¢pujaco no$nik miary Younga v € A:
suppv = {(x,A) € QxS""; Aesuppv,} (4.41)

oraz zdefiniujemy inne zagadnienie, nazywane (R"PQ) , w ktérym zawegzamy no$nik miary

Younga z Aq do zbioru QcQxS8™', gdzie zbiér Q jest zlozony z wybranych punktéw

{A,}, na kazdym elemencie K e‘l‘;:, patrz (4.43). Zgodnie z [19], mamy zrelaksowane

zagadnienie (R"PQ) dyskretyzowane przy uzyciu aktywnego zbioruQ:

(R'7)  min { [ [.o(aw (a’A)a‘x-:--;— [ |V, [t [ £- m,dx}, (4.42)
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g B L*' Aug (dA), dlasupp pu cQ,

m,
div(-Vu, + zom,)=0 w R".

Dla kazdego £ > 0 definiujemy nastgpujacy zbior:

Q:{(x,A)eQxS""; h(x,A) > max h(x,n)-e}. (4.43)

Bes™
Lemat 4.5. [37] Niech zbiér Q c QxS"" bedzie taki, ze

{(x,A)eQxS""; A jest wezlem siatki rozbicia 7 (4.44)
d — d i
#2 (x,A) = max 7, (x.A)} co,
oraz niech ¢, bgdzie odpowiednim mnoznikiem Lagrange’a zagadnienia (RdP) A

Wtedy kazde rozwigzanie zagadnienia (R"Fb) jest rozwiazaniem zagadnienia (R"P)‘

Nastepujace lematy dotycza zastosowania aproksymacji hamiltonianu w schemacie

aktywnego doboru.

Lemat 4.6, [37] Niech "h—?z’,‘: “ <¢&/2 dla pewnych rozwiazan zagadnienia (R"P) z

°(nx)
mnoznikom Lagrange’a ¢,i dla pewnych ¥ = 5" takich, ze dla prawie kazdych x e Q
arg max 77, (x,-)| Jarg maxh(x,-)c Z. (4.45)
Niech zbior Q bedzie zdefiniowany jak wczesniej. Wtedy kazde rozwiazanie
zagadnienia ( R"PQ) bedzie rozwiazaniem zagadnienia (R"P).

Lemat 4.7. [37] Dla kazdego ¢ >0 istnigje takie 5’: >0, ze jezeli d, < 5’: ,to

() _ /()
‘ Pty — T i) <¢/2 (4.46)
Lemat 4.8. [37] Niech
0={(x A)ex5" 72 (x A) 2 max 78 (x,K) -5}, 4.47)

Dla kazdego £ >0 istnieje b = (di,a’; ) takie, ze dla wszystkich d, > 3; kazde rozwiazanie
zagadnienia (R"PQ) z parametrem dyskretyzacji d=(d,,d,) jest rozwiazaniem zagadnienia

(R'P).
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Warunek optymalny z lematu 4.3 sprawdzamy kolejno dla kazdego elementu K le.
po to, by w procesie minimalizacji otrzymywaé punkty aktywne na kazdym z tych

elementéw. Takie dziatanie prowadzi do tak zwanego schematu {( RY Fy )} na podstawie
jeN

zbioru aktywnego: wybieramy ciag {s}.} C(O,-H:O), poczatkowy parametr dyskretyzacji

JjeN
d' =(d,',d;_) , oraz kryteria zatrzymania TOL>0. Dalej oznaczamy v’/e Ay jako
rozwiazanie zagadnienia (R"’ PQ) dla kazdego d’= (d,’,2"f' d;) oraz #’:= 7:’;’: z
mnoznikami Lagranga £, odpowiadajacym v,
Algorytm 4.1.[59]

1. Zada¢ j:=1,h:=0,¢:=¢,.

2. Zbudowac rozbicie T, i obliczyé¢ Qc T, .

. i . a4/

3. Obliczy¢ v/ =arg r&:}n(R %)

4. Sprawdzi¢ czy zachodzi zasada maksimum dla v/, jezeli tak, wtedy i$¢ do punktu 6,

jezeli nie- kontynuowac.

5. Zwigkszy¢ wskaznik tolerancyjny ( tzn. ilo$¢ rozpatrywanych atomow) zakladajac

£:=2¢ ii$¢ do punktu 2.

6. Jezeli j=1, wtedy i$¢ do punktu 8., jezeli nie - kontynuowac.

7. Jezeli speliona jest nieréwno$é E(vj - ) -E(vj ) <TOL, wtedy koniec, jezeli nie, to

kontynuujemy.

8. Polozy¢ j:= j+1,oraz zbior h: 777, d’ = (d,,dzj" r’2), &:=¢,,i§¢ do punktu 2.
Uwaga 4.1. Liczba £>0 jest parametrem dopasowania w schemacie iteratywnym.
Parametr ten jest dobierany w zalezno$ci od parametru dyskretyzacji podstawowego d,
(por. lemat 4.8). Mala liczba & ogranicza wzbogacenie O na j-tym kroku
iteracyjnym.

Uwaga 4.2 Poréwnanie zasady maksimum Weierstrassa dla zbioru Q, ktory jest

zlozony z elementéw i punktéw rozbicia 7, oznacza rozwigzanie dyskretnego

zagadnienia optymalizacyjnego dla kazdego K € 7;" :
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Na kazdym kroku jeN w zagadnieniu {(R‘sJ F, )] zbiér atoméw aktywnych na kazdym
JjeN
elemencie K € 7:. jest zlozony z wezléw, ktore sa wydzielone z rozbicia ’I:j .W kroku 4
algorytmu 4.1, ktéry zabezpiecza optymalno$¢ zbioru Q dla istniejacej triangulacji 7, , tzn.
¥ z a/ s z @/
v/ i=arg 151151 (R PQ) = argt&lﬁn(R P) (4.48)

Korzystamy z lematu 4.3. dla potwierdzenia nastgpujacego rezultatu.
Whiosek 4.2. [59] Niech zachodza warunki z wniosku 4.1. Wtedy w j-tym kroku

przedstawionego algorytmu mamy dla v/ = arg min ( RY PQ)

2'd,
(d’I )mz

W nastgpnym rozdziale pokazemy przyklad numeryczny rozwiazania dwuwymiarowego

E(v™)-E(v')sCid +27d) + (4.49)

zagadnienia mikromagnetyzmu dla magnetykéw nieodksztalcalnych zrelaksowanego przez

miary Younga.
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Rozdziat 5.
Przykiad numeryczny.

Rozpatrzmy przyktad dwuwymiarowego zagadnienia mikromagnetyzmu przy zalozeniu, ze
ferromagnetyk ma jedna o$ latwego namagnesowania. Energia anizotropii magnetycznej

ferromagnetyka zadana jest przy pomocy funkeji (por.(2.17)):
w(m)=10“’(m3+(m§-1)’). (.1)
Taka posta¢ funkcji ¢ byla rozwazana w pracy [48]. W tym przypadku potencjal
posiada dwie studnie w (0,1)i (0,-1), co oznacza, ze ¢(0,1)=¢(0,~1)=0. Funkcjonal
energii wewngtrznej jest wtedy niewypukly. W tym przypadku réwniez nie znana jest postaé
dolnego poiciaglego uwypuklenia ¢(m) (por. rozdziat 4.1), a wiec nie mozna poszukiwaé
minimum funkcjonatu metoda bezposrednia rachunku wariacyjnego.
Niech obszar Q= (0,1)2 . Przyjmujemy zewngtrzne pole magnetyczne w postaci
H(x)=(ax,(x,~1),bx,~c), x=(x.,x,)eQ, (5.2)
gdzie a=3.5x107, b=2x107,¢c=10" .
Energia catkowita wyraza si¢ wzorem (por.(4.1)):

E(m)= ;[[IO': (mf + (mf ~1)2 ) = (ax, (x, = 1)m, +(bx, - c)m, )}ixz +—;~ _L, |VH,,I20'X . (53)

W celu znalezienia minimum energii danej tym  wzorem  stosujemy  relaksacjg
funkcjonatu przez wprowadzenie miar Younga i dyskretyzacje. Stosujac dyskretyzacje uzywaé
bedziemy oznaczen przyjetych w rozdziale 4.3.

Dyskretyzujac zagadnienie, przyjmujemy, ze d =(N;K). Oznacza to rozbicie ?;I'
ktore dyskretyzuje obszar Q na N réwnych warstw T e 7;: dla d, =N =6, a rozbicie 7;:
dla d,=K=3 oznacza wybdér punktéw A, A,,A,; odpowiadajacym katom 6,,6,,6,na
okregu S.
Mianowicie, poszukujemy wektora namagnesowania m w postaci
m= LAdv, (A) dapw.xeQ, (5.4)

gdzie S oznacza okrag jednostkowy, ktéry jest no$nikiem miary Younga.
Stad
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dv,(A)=il,(x)5A_, xeQ, 4:Q-[0,1], fz;l, (5.5)

4 i=l

oraz A|,=4,, jest kawalkami stale na warstwach (patrz rys.5.1) 7,e7, dla kazdego

1<i<N,oraz A, € Sdla kazdego1<i< K.

0 1

Rys.5.1. Dyskretyzacja obszaru 2 oraz okrggu S dla dwuwymiarowego zagadnienia.
Parametryzujac okrag S katem € mozemy (5.4) zapisa¢ jako:
m(x)= ["A(0)dv,(6), xeQ, (5.6)
gdzie
dv,(f?):ii,(x)é"l. xeQ, 4:Q-[01], ii,:l, (5.7

i=]
oraz A.|, = A, sakawatkamistaledla 1<i<K, A, eS§ dlakazdego 1<i<K.

Wektor namagnesowania zapiszemy jako:

N N K
i 2. 2,(x)(cos8,,sin6,) =" 4, (cosb,,sinb,), (5.8)

f=1 4=l

K
gdzie Zﬂ.r‘, =ldla kazdego j=1,..,N,oraz 4, :Q—)[O,l]. Omaczymymhh, =(mu;m2,,) na

=1

kazdej warstwie T, gdzie j =1,....,4, wtedy

K K
m, =Y A,c086, my, = A cos,. (5.9)

i=] i=]
W j-tej warstwie zadajemy miarg Younga skoncentrowang w K punktach "i" o
réznych intensywnosci 4, .

Zapiszemy energie¢ catkowita E jako sumg¢ ,liniowej”- E, wzgledem miary Younga,

oraz czesci ,kwadratowej”- E, wzgledem tej miary.
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»~Liniowy” czlon energii catkowitej po dyskretyzacji ma postac:

E,=iilu 'rf (107 (cos 6, +cos* 6, ) - (ax(x~1)cosd, +(bx—c)sin6, )jdx. ~ (5.10)

=1 =l (i-)IN

Rozpatrzmy czg$¢ E, energii catkowitej
B el L1|Vum|2dx=l [m, - Vi, (5.11)
2 2.5
ktora aproksymujemy w nastgpujacy sposob
1
E2=EZmT-(Vuw)r. (5.12)
-
Przez ( . ) rozumiemy uérednienie po pojedynczej warstwie.

Celem naszym jest wyznaczenie (Vu, )|, przy pomocy przyjetych miar Younga. W
tym celu poszukujemy rozwiazania roéwnania Maxwella:
div(-Vu, + zom,)=0 wR?. (5.13)

Rozwiazanie w plaskim przypadku wyraza si¢ wzorem:
1 7 |
u, (x)= —E;‘!mhc—y[dwy m(y)dy =5;dw,r_l[!n|x—yh|(y)dy VxeQ. (5.14)

Calke po Q zastepujemy suma po warstwach:

u, (x) = Z m, |, G, (x), (5.15)
TeTy
gdzie
1
Gr(x)=—5;a‘!1n(|x~y|)nds, (5.16)
oraz ne R’ jest jednostkowym wektorem normalnym, skierowanym na zewnatrz brzegu
obszaru o7 .
Obliczamy

N
“n(x)=2(man +my,Gy, ) (%5 %,), (5.17)

i=l

gdzie G,, i G,, obliczamy z wykorzystaniem catkowania symbolicznego programu ,,Maple”:
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Ry 0 A — T —"

G, =——
2z .3 ay,
Vi (5.18)
o (L CRUE TSN CYREEA

Dokonujac zamiany zmiennych y, —x, =v, dy, =dv, mamy:

G, = —l— [ J(x =1)"+v? —Inyx2 +v ]du (5.19)

2r

_._._,,

Niech J'ln Vu? +vidv=S(u,v), wtedy
0

Analogicznie

}L{m\j(ﬁ)m\((ﬂ]d

2T e
1 i i-1 i-1 i-1
_2 {S{x,u—,l—x,J—S[x, —T,-xJ—S[xz —T,l—x])+3(xz—7,—)q)].

1
Wstawiajac (5.20) i (5.21) do wzoru(5.15) otrzymujemy jawng zalezno$¢ u, od

zmiennych (x,,x,).

Nastg¢pnie obliczamy
(5.22)
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fiid =llfdrl? D, (5.23)
o/, N A e ™ e,
N

1 Gy, (Lx;)+my, Gy, (1,x, )) ‘i(”’uq; (0.x,)+m; Gy, (0,x, )):]‘i'

Tutaj T oznacza i- ta warstwe podziahu, i=1,..,N

W opisie procedury numerycznej funkcje <;ﬁ> i <gu> oznaczamy odpowiednio
ol xa
il

przez ul{ ] 1u2[ ] gdzie i - jest numerem warstwy (patrz Dodatek1)
Podstawiajac (5.9) i (5.22) do (5.12) otrzymujemy

Eu Lt g (B [ 22
2 2N s (] axl ‘_ i2 axz ; ]

(5.25)
gdzie gradienty na poszczegélnych warstwach sa funkcjami wektora

K
m:(zl:/lu cosd,, Zi sm9] LK, f=L.,N. (5.26)
i= i=

Stad widaé, ze E, jest funkcjg kwadratowa od A,. W celu uproszczenia zapisu nie
podajemy tych zaleznosci explicite

Zatem otrzymujemy zagadnienie minimalizacji funkcjonatu

min F(4,), (5:27)
gdzie

X ilN

F(%FEZ%

i=l j=1

I 07 (cos” 8, +cos* 6, ) —(ax, (x, ~1)cosb, +(bx, ~¢)sind )}dx
(+=1)IN

o (m(2) +m(2))

(5.28)
przy ograniczeniu
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K
Y A=l A4:Q-[01]. (5.29)

W procedurze numerycznej A, oznaczamy jako X[i, ].
Wprowadzajac mnozniki Lagrange’a L[], j=1,.., N, zastepujemy zagadnienie (5.27)
nastgpujacym zadaniem poszukiwania punktu ekstremalnego funkcjonatu:

F(a,.L[j]). (5.30)
czyli

oF o oF _,

o4,  oL[j]

gdzie F(4,,L[j])=F(4,)+L[/].oraz 4,:Q—[0,1].

Otrzymalismy zagadnienie, w ktorym funkcjonal jest funkcja kwadratowa wzgledem
niewiadomych 4, , a wigc réwniez funkcja wypukla.

Tak wiec zagadnienie nieliniowe i niewypukle dzigki wprowadzeniu miar Younga
zostalo zastapione zagadnieniem wypuklym i kwadratowym. Trudno$é¢ polega jedynie na
koniecznosci wprowadzenia duzej liczby niewiadomych. Aproksymacja przez dyskretyzacje
odtwarzajaca obraz mikrostruktury wymaga drobnej siatki i dostatecznie bogatego zbioru
punktow koncentracji miar Younga.

Takie zagadnienie mozna zapisa¢ jako:
min f(x) = %(x,Ax) +(b,x), (5.31)

gdzie 0<x, <1,1<i< N, oraz
Cx+d=0, (5.32)

gdzie N jest liczba niewiadomych (w naszym przykladzie jest Nx K+ N=N(K+1)
niewiadomych). Tutaj AeR>® jest macierza, otrzymana z obliczenia energii
magnetostatycznej E,, wektor b wyznaczamy z obliczenia E,- sumy energii anizotropii
magnetycznej oraz energii zewngtrzne;j.

Numeryczna realizacja zagadnienia w ,,Maple” podano w Dodatku 1.
Zadajemy w procedurze: >
mi6:=proc(N::integer,K, theta::array(l..3) ,alpha::array(l..3))

Ilos¢ warstw, na ktére podzielono obszar Q: N=6.

Ilosé wybieranych katow na kazdej warstwie: K =3 .

Zadajemy katy 6,,i =1,2,3 na kazdej warstwie: theta= -z /6;27/3,-2x/3,
alpha= -7/6,27/3,-2x/3.

77



Wyboér katéw ma duzy wplyw na rozwiazanie. W rozdziale 4.3. znajdowano wiasciwe
katy dzigki wprowadzeniu do procedury zasady maksimum Weierstrassa. Tutaj przy wyborze
réznych katéw wéréd rozwigzan szukamy optymalnychych, tzn. takich, aby poszukiwane 4,
(w procedurze X[i,j]) byly dodatnie, oraz aby energia catkowita byla minimalna. Tego wyboru
dokonujemy poréwnujac rezultaty réznych kombinacji.

Wprowadzamy nast¢pujace dane:

M:=evalf (eval (mi6 (6,3 ,vector (3, [-Pi/6,2*Pi/3, -
2*pi/3]) ,vector(3,[-Pi/6,2*Pi/3,-2*Pi/3])))):
evalf (Ec) ;

eval (X) ;

Wykonujac procedur¢ numeryczng znajdziemy najpierw intensywnosci 4,.
Zauwazmy, ze wielkosci te musza by¢ z przedziatu [0,1] oraz suma ich w kazdej z warstw

rowna 1.
3579557306 .4237533620 2182909074
3437098152 4269783974 2293117874
3406909877 4278708239 2314381885
3406909881 4281362218 2311727901
3437098152 4277527417 .2285374431
3579557302 .4249567449 2170875249
Rozwigzujac to zagadnienie ofrzymamy poszukiwany dyskretyzowany  wektor
namagnesowania m (w sensie miary) na kazdej z 6 warstw:

M := table([1 = [-.0110233785, -.0010421600], 2 = [-.0304836608, -.0006706018],
3 =[-.0346074560, -.0002298412], 4 = [-.0346074554, 0002298416,
5 = [-.0304836608, .0006706017]
6 = [-.0110233789, .0010421601]).

Energia catkowita przy takim wektorze namagnesowania osiaga wartosci:
0.001100981308.
Powyzszy przykiad ilustruje jakosciowo ulozenie si¢ wektoréw namagnesowania

zgodne z kierunkami przytozonego pola zewnetrznego, (por. Rys.5.2).
K
Zauwazmy, ze wypadkowy  wektor(m) =((m,m, )>r =Y 4,(cos, sinf,) na
i=]
kazdym przedziale T nie jest jednostkowy, ale jest kombinacja liniowa wektorow

jednostkowych.
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WprowadZmy oznaczenia:

3
(m) =3 4,(cos6, sin,) dla j=1,...6, (5.33)

i=l

na 1-j warstwie (m) =(-0.110233785e-1,-0.10421600e-2),

na 2-j - (m), =(-0.304836608¢-1, -0.6706018¢-3) ,

na 3-j - (m)l=(-{).346074560&-1,-0.22984123-3),

na 4-j - (m), =(-0.346074554¢-1,0.2298416e-3) ,

na 5-j - (m), =(-0.304836608e-1,0.6706017¢-3) ,

na 6-j - (m), =(-0.110233789-1,0.10421601e-2) .
Mikrostrukturg sg wektory :

na warstwie 7,:0.3579557306(cos(~/6);sin(-7/6)),

0.4237533620(cos(27/3);sin(27/3)), 0.2182909074(cos(-27/3);sin(-27/3));
na warstwie 7, : 0.3437098152(cos(~#/6);sin(-7/6)),

0.4269783974(cos (27/3);sin(27/3)), 0.2293117874(cos(-27/3);sin (-27/3)) ;
na warstwie T, : 0.3406909877 (cos (~7/6);sin (~7/6)),
0.4278708239 (cos(27/3);sin(27/3)),0.2314381885(cos (-22/3);sin (-27/3));
na warstwie T, : 0.3406909881(cos(-7/6);sin(-7/6)),
0.4281362218(cos(27/3);sin(27/3)), 0.2311727901(cos(-27/3);sin(-27/3)),
na warstwie 7 : 0.3437098152(cos(-7/6);sin(-7/6)),
0.4277527417(cos (27/3);sin(27/3)), 0.2285374431(cos(-27/3);sin(-27/3)),
na warstwie 7, :0.3579557302(cos(-x/6);sin(-7/6)),

0.4249567449(cos(27/3);sin (27/3)), 0.2170875249 (cos(-27/3);sin(-27/3)).
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Rys.5.2. Poréwnanie kierunkow wektoréw namagnesowania (m )?' (cienkie) oraz przylozonego pola

magnetycznego H (grube) na warstwach.

Na rysunku 5.2  przedstawiono wypadkowy wektor namagnesowania (m) na

poszczegolnych warstwach w poréwnaniu do usrednionego wektora pola zewnetrznego.
Pomimo malej liczby elementow dyskretyzacji oraz geometrii dyskretyzacji (tj. warstwy
zamiast kwadratow jak w rozdziale poprzednim) widoczny jest jakosciowo poprawny
charakter ukladania si¢ wektorow magnetyzacji zgodnie z przylozonym polem zewnetrznym.
Oznacza to. Zze zastosowana procedura numeryczna zostala poprawnie napisana i mozna jg

odpowiednio rozbudowac¢ do konkretnych, bardziej skomplikowanych zagadnien.
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Rozdziat 6

Niescisliwe i prawie niescisliwe ciala magnetosprezyste

W niniejszym rozdziale rozpatrujemy zagadnienie nieliniowo sprezystego magnetyka,
zakladajac ze cialo jest niedci$liwe albo prawie niesciSliwe. Wyznacznik gradientu
deformacji dla niedcisliwego i prawie niescisliwego o$rodka réwny jest odpowiednio 1,

tzn.detVu(x)=1, albo prawie 1. Wykorzystujac model zaproponowany przez Rybke —

Luskina w pracy [63], pokazemy istnienie rozwigzania zagadnienia minimum energii
niesci§liwego ciata magnetosprezystego oraz udowodnimy, Ze to rozwiazanie jest granica
rozwigzan zagadnienia minimum energii dla cial prawie niesci§liwych.

Model matematyczny dla materialtéw magnetosprezystych, w ktérym deformacja i
namagnesowanie sa sprzgzone, jest opisany w pracach [15,25,26,33,39,55,60,69]. W pracy
[63] udowodniono istnienie minimizeréw deformacji oraz namagnesowania dla
magnetosprgzystej energii swobodnej. W opisie energii istotne jest w jakiej konfiguracji
opisujemy funkcje gesto$ci energii. Namagnesowanie opisujemy czesto w konfiguracji
aktualnej, za$ energi¢ sprezysta w konfiguracji odniesienia. W celu ujednolicenia zapisu
nalezy wyznaczy¢ Jacobian deformacji. Deformacja jest odwzorowaniem wzajemnie
jednoznacznym prawie wsze¢dzie, ciaglym oraz o dodatnim wyznaczniku z gradientu

deformaciji.

6.1. Energia deformowanego ciafa magnetycznego

Zaktadamy, jak i wczesniej, 2e ponizej temperatury Curie material magnetyczny jest
opisywany przez wektor namagnesowania m:Q — R*. Cialo magnetyczne w zewnetrznym

polu magnetycznym H_, podlega deformacji. Konfiguracja odniesienia jest obszar otwarty

Qc R?; u:Q— R? oznacza wektor deformacji, za§ F = Vu gradient deformacji.

Energig ciala magnetosprezystego zapiszemy jako, (por.[60]):
J(u,m)= [ ®(x,F(x),m dx— [ H,, (u(x))-m(x dx+——L V¢ dx (6.1)
Ta energia zawiera czlon z poliwypukla funkcjg @, rozpatrywang przez Rogersa w pracy

[60], dotyczacej magnetosprezystosci , por. (1.1). Czlon @ jest sumga energii wymiany,
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energii anizotropii magnetycznej oraz energii magnetosprezystej. W niektorych szczegélnych
przypadkach przyjmuje sig, ze energia (6.1) nie zalezy od Vm, (por.[25]).

Analogicznie jak w pracy [63] rozpatrujemy krysztal magnetosprezysty znajdujacy sig
w obszarze Q< R? z lipchitzowskim brzegiem 8Q . Deformacje krysztalu opisuje wektor

u:Q—R*, ktéry jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym o regularnosci

ueW?? (Q;HF) i zachowujacy orientacje, tzn. detu(x) >0 prawie wszedzie w Q, (rys.6.1)

Rys. 6.1. a) Wzajemnie jednoznaczna deformacja obszaru (2, zajmowanego przez krysztal w konfiguracii
odniesienia; b) deformacja, ktéra nie jest jednoznaczna.

Regulamosé ue W*? (Q;IRJ] implikuje, ze obraz u(ﬁ) domknigtego zbioru Q oraz
u(aﬁ) brzegu obszaru 2 s3 zbiorami domknigtymi, natomiast deformowany obszar

O(u)= u(ﬁ]\u (65) jest zbiorem otwartym (por.rys.6.1). Zatozymy, Ze rozpatrywane ciato

deformuje si¢ w sposéb zgodny z zadana na niepustej czgéci brzegu I' < 8Q deformacja:
u(x)=u,(x) dla wszystkich xeT. (6.2)

Jezeli wektor namagnesowania m(x) krysztalu jest w naturalny sposob zdefiniowany w
konfiguracji aktualnej, m:O(u)—>R’, por.[6], oraz meW" (O(u);]R’), to mamy
nastepujaca rownosé:
I“V,m ) +[m(z) )dz I“V m u(x))l +|m( (x)l ) det Vu(x)dx <. (6.3)
ofu)
Warunkiem nasycenia magnetycznego ciata ponizej temperatury Curie jest

nastepujaca relacja w konfiguracji odniesienia

‘m(u(x))’detVu(x):r w Q, (6.4)
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gdzie r jest parametrem konstytutywnym, stalym przy ustalonej temperaturze i jest w
literaturze nazywany saturacja magnetyczna, (w poprzednich rozdziatach 2,4,5 w
rozpatrywanych zagadnieniach dla sztywnych magnetykow ‘m(u(x))} =1).

Rybka i Luskin w swojej pracy [63] wykorzystali nastgpujaca postaé energii dla
przypadku krysztalu magnetosprezystego:

J(wm)= [ x[Du(x)dx+ [ W(F.mou(x))dx+ [ alV,m(z)[d-
- L(..)H"' (2) m(z)dz +e,, (u,m).

Parametry x oraz @ w réwnaniu (7.5) sa dodatnimi stalymi materialowymi zaleznymi od

(6.5)

temperatury.
Ponadto w (6.5) przyjeto nastepujaca definicje:

[l [] 3

, (6.6)

o'u(x)
Ox,0x,
gdzie o, (z) oznacza funkcje charakterystyczng obszaru O (u).

Energia ciala magnetosprezystego w réwnaniu (6.5) skiada sie z energii opisujacej
efekt oddzialywan powierzchniowych, ktéra z kolei jest opisana przy pomocy operatora
zdefiniowanego w (6.6), energii anizotropii magnetycznej, energii wymiany, powstalej w
wyniku dziatania przylozonego zewngtrznego pola magnetycznego H_, oraz energii
magnetostatycznej.

Ostatni czton w energii oznacza nielokalng czg$¢ energii magnetostatycznej
1 2
Gt (u,m):i L,|v,g(z)| dx, (6.7)
gdzie ¢ spelnia réwnania Maxwella
div, (V.6 - Zowm)=0, zeR’. (6.8)

Majac wektor namagnesowania m w konfiguracji aktualnej mozemy przedstawic

ten wektor w konfiguracji odniesienia jako mou:Q — R’ . Wéwczas (6.5) przyjmie postaé:
J(u,m) = LKlDIU(X)r dx+ LW(x,Vu,muu(x))dx
+[ a|v.m(u (1())[2 det Vu(x)dx— [ H,, (u(x))-m(u(x))detVu(x)dx  (6.9)
1
b [,1v.¢] .

Energi¢ magnetostatyczng e,,,, (u,m) mozemy zapisa¢ w postaci:
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v faxes [ V.6 ax
Bt (6.10)

e (um =l zzdx=l
m (0m)=3 W6 (Y =3 |

- %éﬂvxcj (u(x))rdet\?u(x)dx +0.

Energia anizotropii magnetycznej W (F,m) jest funkcja ciagla gradientu deformacji
F € R* oraz namagnesowania m € R*. Tutaj R>® oznacza grupe macierzy o wymiarach 3
na 3 majacych wyznaczniki dodatnie. Poniewaz zakladamy, ze temperatura jest stata, to
gesto$é energii anizotropii W(F,m) nie zalezy od temperatury.

W pracy [63] przyjete zostato nastepujace zalozenie: gestos$é energii anizotropii
WeC? (Ri‘d xR? ;R) jest roztozona na dwie czgsci, a mianowicie:

W (F,m) =W, (F,m)+y (detF), (6.11)
gdzie funkcje W, i  spelniaja nastgpujace warunki:
I. funkcja y:(0,0) >R jest funkcja ciagla, wypukla, oraz speinia nastepujacy
warunek wzrostu przy g >2 oraze, >0

e (a"’ +a")sw(a) dla kazdego 0<a < +oo (6.12)

2. funkcja W, :]R:! xR* >R jest funkcja ciagla oraz spelnia nastgpujace warunki

wzrostu:

istniejq stale C, oraz C,, takie,ze 0<C, <C,, oraz

C.(|Ff -1) <, (F,m)<C, (|F[ +1) dla 2576 (6.13)
Przez A oznaczymy zbiér nastepujacych funkcji, nazywanych zbiorem funkcji
dopuszczalnych
A= {(u,m)e w2 (Q;R’)x w'? (O(u);R’):u(x) =u,(x)
dla VxedQ, =T, y/(detVu)e L'(Q), detVu>0, p.w. (6.14)

oraz u jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym p.w. w Q-—>R’},
gdzie y speinia warunek (6.12).

Dla tak postawionego zagadnienia Rybka i Luskin w pracy [63] udowodnili
twierdzenie o istnieniu minimizeréw dla magnetykéw sprezystych, tzn. pokazali, ze
zagadnienie

min {J (u,m): (u,m)e A oraz ]m (n(x))ldetVu = dla kazdego x e Q} (6.15)
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posiada rozwigzanie.
Metoda zastosowana w pracy [63] jest tzw. metoda bezposrednia rachunku
wariacyjnego 1 wymaga pokazania, ze minimalizowany funkcjonal energetyczny jest

funkcjonatem dolnie pélciaglym w odpowiednio przyjetej topologii.

6.2. Magnetyki niescisliwe i prawie niescisliwe

Rozpatrzmy zagadnienie ciala magnetosprezystego niescisliwego albo prawie niescisliwego.
Opis podejécia do materialéw prawie niesci§liwych mozna znalezé w pracach [20,49,62].
Wykorzystamy rezultat [63] dla zagadnienia minimalizacji funkcjonalu energii
magnetosprezystej dla przypadku ciat nieéci§liwych albo prawie niescisliwych.

Zaldézmy, ze gestos¢ energii anizotropii magnetycznej dla ciala prawie niescisliwego

jest zapisana w postaci
WE(F,m)--Wl(F,m)+l(w(detF)—y/(l)), (6.16)
&
dla £<(0,1).

W dalszych rozwazaniach w zapisie (6.16) pominiemy czlon (1) jako dodatnig

stalg nieistotng w dowodzie istnienia rozwigzania.
Jezeli w (6.9) zastapimy W przez W, zgodnie z (6.16), wtedy funkcjonat energii
zdefiniujemy w sposéb nastgpujacy:
J,(u,m)= inDzu(x)lzdx+ LW;(x,F,mou(x))dx

+[a

1
.

Jezeli e=1 w (6.16), to W,(F,m)=# (F,m). Zagadnienie istnienia minimum energii

\791'1(&!(:;)][2 det Vu(x)dz— [ H,, (u(x))-m(u(x))det Vu(x)dx (6.17)

dx.

vlg

prawie niesci§liwego ciala magnetosprgzystego sprowadza si¢ do zagadnienia
rozpatrywanego w pracy [63].

Ostatni czlon w (6.16) jest funkcja kary. Interpretacja czionu kary jest nastepujaca:
gdy & dazy do zera, wtedy energia potrzebna do zmiany objetosci ciata dazy do
nieskonczono$ci, dlatego material jest coraz mniej $ci§liwy. Jezeli detF dazy do jednosci

oraz £¢—0,to

im = (v (a) - (1)) =0,

a-+l

85



wtedy otrzymujemy funkcjonat energii granicznej lin;l J, dla ciata niescisliwego, ktora

bedzie rozpatrywana ponizej (por. (6.36)).
Aby udowodnié¢ istnienie minimizeréw dla cial prawie nie$cisliwych, pokazemy ze

funkcjonaty J, sa dolnie pélciagte dla Ve > 0.
Okreslimy, podobnie jak w [63] cechy zbioru deformacji dopuszczalnych. Ciag
{(u,,m,)} = A slabo zbiega do elementu (u,m) e A wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi:

u,—u w WZ'Z(Q;]R’),
Zofs, M, = Xowm W A (R’;R’),
oraz
Xow) VM, = ZowV.m W L (]R’;!RM)
Inna definicja: méwimy, Ze ciag {(u,,,m,, )} c A jest A -ograniczony, jezeli istnieje
stata K >0 niezalezna od n taka, ze

Lo, O #1900 +v (et s [,

Twierdzenie 7.1.[63] Jezeli ciag {(u,.m,)}c Ajest A- ograniczony, wtedy istnieje

Vm,(z) <K (6.18)

podciag (tak samo oznaczony) oraz (u,m)e A taki, ze (u,,m, ) zbiega stabo do (u,m).
To twierdzenie jest bardzo wazne dla naszego rozumowania, gdyz zapewnia istnienie
minimizeréw, ktére sa stabymi granicami ciagéw minimalizujacych.
Dowdd twierdzenia sklada sie z kilka krokéw (lematy 7.1-7.6). Najpierw wprowadzono
nastgpujace zbiory:
A’ ={xeQ:detVu, (x)<t}, <1,
B! ={xeQ:detVu,(x)>1}, t>1.
Oczywiscie w ponizszym rozumowaniu wszystkie stale w szacowaniach zaleza od parametru

€ (& >0). Dowody powtarzaja rozumowanie z pracy [63] z nastgpujaca identyfikacja funkcji

w()-ov()=—y()+C (6.19)

o | =

gdzie C° = —lry(l) jest stala.
e

Lemat 7.1. Jezeli ciag {(u,,m,)} = A jest A -ograniczony, wtedy

A

<t'c;'K oraz SETK

B’
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Dowdéd. Rozpatrzmy najpierw:

A’

Ll

t 1 1 ‘ R
= [ax= [ Sxsi [, detvu"dxﬁf[ [; oy dx] |4

Otoz, wykorzystujac (6.12) mamy:

A

<t -L;" (detVu,) “dx <t'c;’ L_ w(detVu, Jdx <'c]'K dlar<1,

Szacujemy rowniez:

1
1271 = L: lox= L: %dx st L; detVu,dx <t (L: (detVu, )’ dx)’ 1877,

1

Wtedy, korzystajac z (6.12) mamy:

B

<t _L, (detVu, )'dx <1’ L,» w(detVu, Jax <17%c;'K dlaz>1. 9

Ponizej przedstawimy gléwny lemat o zbieznosci {u,,}A Rezultaty dotyczace

zbiezno$ci{detVu,} podane ponizej wynikaja z twierdzei o zanurzaniu przestrzeni

Sobolewa oraz twierdzenia o zwartosci [1]. Istotne sa w tych rozwazaniach warunki wzrostu
(6.12) .
Lemat 7.2. Jezeli ciag [(u,,,m,, )} = A jest A -ograniczony, wtedy istnieje podciag taki, ze

u, —uw#?(QR),

oraz
detVu, »>detVu w 17 (Q) dlap<g, (6.20)
detVu, — detVu w L7 (Q), (6.21)
[ v (detVu)ix <o, (6.22)
detVu>0 p.w. (6.23)

Dowéd. Wystarczy udowodni¢ ograniczono$¢ ciagu norm [u,|| .. , zeby pokazaé istienie

podciagu {u,}” , ktéry jest stabo zbiezny w W*?(Q;R*). Majac .A -ograniczonosé ciagu

{(u,.m,)} wystarczy pokazaé wspélng ograniczonosé dla
[ o, (<) dix <2 { [, (x) = (x) dix+2 [ Ju, (x)]

<20(Q) [ [V(u, (x)-u, (x))lzdx +2 [ug (x) dx

<c( [Jvu, (®fax+1)sc(k+1).

uﬂ

,» - Ot6Z mamy:
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Poniewaz ciag {u,} jest stabo zbiezny w W** (Q;R’) , to wykorzystujac twierdzenia

o zanurzeniu w przestrzeniach Sobolewa wnioskujemy, ze istnieje podciag u, —u silnie

zbiezny w W'* (Q;]R“) dla p <6 oraz zbiezny w C™* (5;R3]dla O<a< 1—% -l

5
Dla tego podciggu mamy:
Vu,—»Vu pw.
detVu, > detVu p.w.
detVu, - detVu w 17 (Q) dla p<2. (6.24)

Teraz mozemy poprawi¢ zbiezno$¢ w (6.24). W tym celu pokazemy, ze funkcje

{(detVun)”} s jednakowo catkowalne dla kazdego p <g¢q, co oznacza, ze dla kazdego n

istnieje & > 0 takie, ze jezeli ¥ < Q spelnia nieréwnos¢ |V| < & , wiedy

[ (detvu, Y ax<n. (6.25)
Otéz, dla kazdego ¥V < Q oraz t >1 mamy:
L(detVu” )pdx =( LB: + ,[ma: )(detVu" )’ dx. (6.26)
Korzystajac z definicji na B mamy:
P
& £
[ (detvu, Y ax<er|y/8; +(Lns,(davu,)' dx)" |B7[ s

<ePV]+c? ( _L_ y* (detVu, )dxF : (f“'c[']{)('-f)
<1 V)4 ] K.

Mozemy wybra¢ ¢ >1 dostatecznie duze, tak zeby drugi czton byt mniejszy od 7/2.
Woéwczas dobierajac & dostatecznie male, zeby 1”8 <n/2 zachodzi (6.25), poniewaz
Vl<s.

Poniewaz podciag u, prawie wszedzie zbiezny, to z twierdzenia Vitaliego [63],
mamy:

detVu, > detVu w L7 (Q) dlap<g.
Ponadto mozna wyciagnaé wniosek [63], ze
(detVu,)” —(detVu)” w L'(Q) dla p<gq.
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Tak wigc, (6.20) jest udowodnione.
Dla udowodnienia (6.21) korzystamy z warunku wzrostu na w° z (6.12) i

otrzymujemy, ze ciag {detVu,} jest ograniczony w L7(Q). Z drugiej strony, zawiera on
podciag stabo zbiezny do g. Jednoznaczno$¢ granicy daje nam g = det Vu.

Dla dowodu (6.22), zauwazmy, ze poniewaz detVu, —detVu w L'(Q), to istnieje
podciag (tak samo oznaczony) taki, ze detVu, — detVu prawie wszedzie w Q. Dalej,
zakladajac, ze ciag {(u,,m, )} jest A -ograniczony oraz korzystajac z lematu Fatou, mamy:

_Ly/‘ (detVu)dx <liminf Lw‘ (detVu, Jdx < K < 0.

Nastgpnie pokazemy, ze zachodzi (6.23). Wykorzystamy technike rozbicia funkcji.
Zdefiniujemy nastgpujacy zbior dla ¢ <1
A ={xeQ:detVu<r}.

Oczywidcie, ze nierébwno$¢ (6.23) zachodzi, jezeli wprowadzimy nastepujace
oszacowanie
|4|<erf, (6.27)
gdzie ¢ jest dodatnig staly. Poniewaz
detVu = detVu, +(detVu - detVu, )

oraz detVu, >0 prawie wszedzie, mamy dla wszystkich ne N inkluzje
A c A v {x € Q:|detVu(x)-detVu, (x)|> r} = A VE".
Korzystajac z twierdzenia Jegorowa, dla kazdego ¢ (0,1)istnieje ¥ cQ takie, ze

[V|<t® oraz detVu, zbiega réwnomiemie do detVu na Q/F. Wobec tego zachodzi

oszacowanie
4| <| 45| +|E" V| +|E" V| < ' K200 + 10 +|E" 1Y)
Woéweczas, dla pewnego stalego foraz dostatecznie duzego n zbiér E”/V jest pusty.
Otéz, zachodzi (6.27) przy ¢ =1+c]'K2% Wtedy, wykonuje sie (6.23). o

Lemat 7.3. Jezeli 1< p < g, wtedy (detVu, )™ zbiega do (detVu)™ w L*(Q).
Dowdd. Wyzej (lemat 7.2) pokazali$my, ze ciag detVu, jest zbiezny prawie wszg¢dzie oraz

ze granica detVu jest dodatnia. (detVun)" —>(detVu)" prawie wszedzie. Stosujac
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twierdzenie Vitaliego o zbieznosci wystarczy pokazaé, ze ciag (detVu,)” jest jednakowo-
catkowalny. Zeby to pokaza¢ zalézmy, ze n>0 jest zadane. Wtedy dla VcQ =z

|V'| < 8 podobnie jak w dowodzie w (6.26) mamy:

[ (detvu, ) “ax = ( Lotk )(detw,, )" dx

1-£
Al 9

1

P
- -q 4

<t |V|+( _[,M: (detVu,) dx)

<t?|V|+c]'Kt1"? <

dla odpowiednio dobranych ¢ oraz & .
Teraz musimy upewni¢ sig, Zze graniczne odwzorowanie jest prawie wszgdzie
odwzorowaniem wzajemnie-jednoznacznym.

Lemat 7.4. Zakladamy, ze Qc R’ jest otwartym zbiorem, odksztalcenie u, : Q — R*jest
wzajemnie-jednoznaczne prawie wsz¢dzie oraz detVu, > 0 prawie wszedzie. Oprocz tego
zakladamy, ze ciag u, jest stabo zbiezny w W*?(Q) do u, detVu, >80 w L'(Q), oraz
6 >0 prawie wszedzie. Wtedy u jest wzajemnie-jednoznacznym odwzorowaniem prawie
wszedzie (oraz detVu =8).
Dowdd. Wykorzystamy definicje indykatrysy Banacha

N(u,Q.z)=#{xeQ:u(x)=z},
gdzie u jest cigglym odwzorowaniem. Otz mamy:

u(Q)= {z eR’: N(u,Qz)2 l] ;
Stwierdzamy, Zze u jest wzajemnie jednoznacznym odwzorowaniem wtedy i tylko wtedy,
gdy

I{ze R’:N(u,Q,z)2 2}‘ =0.
Dla dowodu tej réwnosci zalézmy, ze t||G jest wzajemnie- jednoznaczne oraz zbior

G jest miary pelnej. Wtedy zgodnie z [63] wnioskujemy, ze E =u(Q\G) ma miarg zero.
To oznacza, ze N (u,€,z)>2 wtedy i tylko wtedy, gdy z€ E.
Z drugiej strony zakladamy, ze E = [z eR*:N(u,Qz)2 2} jest zbiorem miary zero. Zbiér
G =Q\u™'(E). Musimy pokazaé, ze !u" (E)\ = 0. Korzystajac z formuty obszaru (area) [76,

theorem 5.11] otrzymamy:
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Il_l(s}detVu(x)dx = [N(woz)dz=o0.

Poniewaz detVu >0 prawie wszgdzie, to wnioskujemy, ze |u'1 (E)l =0.
Teraz pokazemy, ze

N(u,9Q,2,) <1 prawie wszedzie.
Niech funkcja ¢ eC, (IR3 ) bedzie nieujemna, ¢ 20. Mozemy uzyskaé pewny ciag
wzajemnie jednoznacznych u, p.w. taki, ze
[ #(u, (x))KetVu, (x)dx = Lm}(é(z)dzs [.¢(z)z.
Stad
[ #(u(x))detvu(x)dx < [ ¢(z)dz.
Ostatnia nieréwno$¢ implikuje, ze N(u,Q,z)S 1. A to oznacza, Ze u jest wzajemnie-

jednoznacznym odwzorowaniem prawie wszedzie. o

Dalej udowodnimy zbieznos$¢ ciagéw wektoréw namagnesowania {mn}.
Lemat 7.5. Jezeli {u,,m }c.A jest A-ograniczonym ciagiem, wtedy istnieje
me W' (O(u); R’) takie, Ze podciag (tak samo oznaczony) zbiega stabo do (u,m).
Dowdd. Skorzystamy z techniki rozbicia funkcji. Zdefiniujemy zbidr

D= {x €Q:|V,m,ou, (x)> r}

Pokazemy, ze

LT N
<Ke, ™ (6.28)

D

Wykorzystamy nieréwno$é Schwartz’a

_ ID:' ldx = J‘D" 1VI'II” det?Vu,,

'\ [Vm,|det?Vu,

dx

D;

1 1L
; o:loi:tVu,,dx)2 ( Iy |Vm,|” (detvVu, ) dx)2

< ( _Lr_ |Vm,

1.3 1. F
i
t L?detVu,,
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1.3 1 Z
) ;K [I": (detVu,)’ dx]

Li(1 a %
E;K (L{cl w(de:Vu")dx)
)

Dowodzi to prawdziwo$¢ wzoru (6.28).

1)
{3

Dy

Dy

{ =i Lt
S_cquKI 2q
t

D’

Przypomnijmy, ze obszar O(u)= u(ﬁ)\ u (65} jest otwarty. Zdefiniujemy dwie
rodziny zbioréw
O, (u)= {z € O(u):dist(z,00(u))> q} oraz O"(u)= {z e R’ :dist(z,0(u)) < z}} i

Zapiszemy

U, ()=0().

n>0
Dla pewnego >0 otrzymamy, ze O, (u)c O(u,) dla wystarczajaco duzego n
poniewaz mamy jednostajng zbiezno$¢ u, do wu. Teraz pokazemy, Ze dla kazdego
1> Oistnieje podciag (tak samo oznaczony) taki, ze
m,—m w (O, (u);R). (6.29)

Mamy dla kazdego >0

.L,(u} V,m, (z)rah < L(.,;

Korzystajac z ograniczenia (6.4) otrzymamy nastgpujacy rezultat:

L(n') m, (z)lzah = L

*detVu, dx < K.

vV,m, (z)ra‘z e L|Vﬁm"

m, (u, (x))lzdetVu, (x)dx= [ (detVu, (x)) dx

< 1.'1( L(detVun (x))hqu)i |Q.|'—%

<zt ( Lw(detVu" (x))a‘k)é |Q|'—r]; <K,
Stad wynika, ze istnieje podciag (tak samo oznaczony) taki, ze
m,—mw W4 (On(u);IR’).
Oproécz tego, istnieje podciag (tak samo oznaczony) taki, Zze
m, >m w (O, (u);R). (6.30)
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Teraz pokazemy, Ze
Zofa )M, = Zowm W L'(RSRY) oraz g, \V,m, — 7o, V,m w L (R*R>)
Najpierw oszacujemy Yoy, M, = Zo,M W normie L' (R’;R’). W tym celu zauwazamy,
ze
Hogu, M = ZotwM = Zote, = 2oy )M + oy (M, =)+ (o, = Zoto )

Wiedy

m_

+]

[t .~ 2o m, -, + ]

=I+1+1l.

£{0(v,)a0,(u)) 2(o,) 2(0(u)\o,(u)

Do oszacowania I zdefiniujemy zbiér Q7 :=u’' (Q’ (u)) Korzystajac z (6.4) oraz z (6.12)

dla <1 mamy:

"2=L(1_zn:]2

= [ L"(detIVu,, ]quf

-1 72 "
ser+—a\(Qu4)

(1 “Zan )2 a
detVu,

ml!

2detVu,,dx=(_|'.+ )
w g

A 8
r +%-‘Q\(QEUA,")

e

Najpierw wybierzemy ¢ <1 tak, zeby pierwszy czion byt mniejszy niz —%(5 / 3)2. Wtedy

pokazemy, ze mozna wybra¢ takie 77, Zze drugi czton bedzie mniejszy od —;—(5;‘3)2‘ To

powoduje, ze / <&§/3, co i chcemy. Mozna to zrobi¢ dlatego, ze:

o7 W)\, (w)2|u, (\02)|2|u, (@\(Q1 U 47))

(6.31)

- (o) 37U 2 dav(@ru )

poniewaz |O° (u)\ O, (u)l mozna zrobi¢ dostatecznie matym dla pewnego 7.

Dla pewnego n>0 oraz wystarczajaco duzego » mamy, ze I/ <&/3 zgodnie z
(6.30).
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Dalej, dla wybranego & mozna znalezé 7n>0, zeby [l <&/3 dzieki temu, zZe
|(9(u)\0q (u)‘ moze by¢ dostatecznie mate oraz faktu, ze catka jest ciagly na zbiorze
catkowania.

Pokazemy, ze =zachodzi slaba zbieznoéé. Dla ¢@el? (FR’;]R"") rozpatrzmy
_L_. (Zn(.._)vzmn = Ze;(.,)vxmk’dz

= L: [(Zo(.,,} ~ Xon(u) )vzmn "PF Xonw) (V,m,~V,m) ¢+ (Z.p,,{..} ~ Xoqw) ) V.m ‘@]dl
=Y+YY+YYY.
Oceniamy pierwszy skiadnik:

|¥]<|V.m,

£(o(s,)) ||¢’||L’(0(u.}\0,(-}} 3
Mozemy otrzymaé |Y|< /3 przez dobér dostatecznie matego 7> 0.

Drugi skiadnik bedzie maly dzigki (6.29). Nieréwnosé [YYY|<§/3 zachodzi jezeli

wybieramy dostatecznie mate 7> 0. o
Teraz pokazemy dolng pélciaglosé cztonu L[Vm”rdeﬂ?undx :
Lemat 7.6. Jezeli {(u",m“)} c A jest A -ograniczonym ciagiem, wtedy
[|v.m| detvudx <timinf [ [v,m,[detVu,dx.
Dowdd. Dla kazdego & > 0 istnieje takie >0, ze

b

Korzystajac z (6.29) mamy, ze

2
V,m| dz—-35.

Vzmrdz > L(

u)

limin [ |V,m,

LE

‘detVu,dx =liminf [ [V,m,|'dz2 liminf [ |V,m,['dx

2 2
2 [, oV 2> [ |V.m[dz-5 = [ |V,m] detvudx-s.

Przez to, Zze & jest wybrane dowolnie otrzymujemy dowod lematu. o
Wowezas, mozemy udowodni¢ Twierdzenie 7.1.

Dowéd twierdzenia 7.1. Jezeli {(u,,m,)}c.A jest A-ograniczonym ciagiem (6.18),

ktérego ograniczeniem jest K, wtedy wobec lematéw 7.1-7.6 jego podciagi sa stabo zbiezne

do elementu (u,m) w A oraz
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L{‘D"ur +[Vu[* +y* (dctVu)}dx + L{")|V=m|2dz <K. o

Teraz mozemy pokaza¢ dolna péiciaglosé funkcjonatu energii J, (u,m). Najpierw
rozpatrzmy wlasnos¢ ciaggéw minimalizujacych.
Lemat 7.7.Jezeli {(“..»'“.. )} c A jest ciagiem minimalizujacym, wtedy jest on A-

ograniczony.
Dowdd. Chcemy oszacowaé czlon oddzialywania magnetycznego energii catkowitej, ktory

wnosi niedodatni wkiad do energii J, (u,m):
L(nl)ﬂ(z)-mn(z)dz‘ =| [ H(u, (x))-m, (u, (x))Ketvu, (x)d

<G, [, B (2)dz+n [ |m, (u, (x))f detVu,x

Y=

n

<C, ||H||i,[3.,} +n7? [ (detVu,)"dx

s L4
S C, [ )+ nee,” ( [v (detvu, Jax [ .
Wykorzystujac nieréwnos¢ Younga, otrzymujemy (dla ustalonego £>0):
1
. -1 . -1
72 <, +n7'e? [; [* (det¥u, +£q_1cz|].
Dalej, korzystajac z (6.13) mamy:

L[k|D’u,,

< max{l,l}q(u”,m")hl“ +|Q|
G,

4 +|Vu, [ +y* (detVu, ) +|V,m, ou,| detVn"}dx

<K +Q+C, ||Hi§,(n,] +r;rzc:$ & [v (de:Vu,,)dx+-?q;l|n|J.
Poniewaz 7 jest dostatecznie matym parametrem oraz mozemy zalozyé, ze H e I (R’) s
wobec tego otrzymujemy tezg. o
Twierdzenie7.2. (por.[63]). Niech energia swobodna dla prawie niesci§liwego ciala
magnetosprezystego J, (u, m) zadana w postaci (6.17) speinia warunki wzrostu (6.12) oraz
(6.13). Wtedy przy zaloZeniu ograniczenia nasycenia magnetycznego (saturacji) (6.4) energia

osigga minimum.
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Dowod. Rozpatrzmy ciag minimalizujacy {(u,.m,)}c.A. Wobec lematu 7.7.
{(u",mn )] jest A - ograniczonym ciagiem. Jak pokazano w twierdzeniu 7.1. istnieje element
(u,m)e A taki, ze podciag {(u,,‘ ,m, ]} jest stabo zbiezny do (u,m).
J,(u,m)<liminf /(u,,m, )
k LlDlurdx < lim min k LlDzunlzdx.
Podobnie jak w (6.11) energia anizotropii przedstawiona zostata w postaci sumy
W, (F,m)=W,(F,m)+y* (detF). (6.32)

Najpierw pokazemy, ze

lim [ W, (Vu,,m, Jdx= [ W, (Vu,m)dx. (6.33)
Otoz , wiemy, ze Vu, = Vu w L* (Q;IR”") dla p<6 oraz m,ou, >mou p.w. Q.

Oprécz tego, korzystajac z lematu 7.3, mamy, ze
m, ou,|=

Korzystamy z faktu [74, Theoreml], (bez potrzeby wybierania innego podciagu)

L =|meou| w L'(Q).
detVu,, detVn

wnioskujemy, ze m,cu, >mocu w L (Q;]R]). Wobec tego, z ciaglodci operatora
Nemytskii’ego [63], mamy

L (Q)xL(Q)>(Vu,m)—W,(Vu,m)e L (Q),
gdzie r <6 jest wykladnikiem wzrostu dla W](F,m)danym w  (6.13), stad wnioskujemy
(6.33).

Teraz chcemy udowodnié, ze
[ w* (detVu)dx < liminf [ y* (detVu, ).
Dla energii wymiany magnetycznej mamy z lematu 7.6, ze
a LlerdetVudx < lirﬂ’i‘r’lfa L|anlzdetVundx :
Wracajac do energii oddzialywania magnetycznego zauwazymy, Ze
lim L(huu, -mou, )detVu,dx = L(hou -m ou)detVudx.

Wtedy mamy:
L(hou -meu,)detVu, dx = _L m,(z)-h(z)dz= Lz“ (@M, (z)-h(z)dz.
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0t6z, %, qm, zbiegado z,om W L*(R*;R*), co trzeba bylo pokazaé.

Dalej chcemy pokazaé zbieznos¢ energii magnetostatycznej e, (u,m), podanej w
(6.7), spetniajacej warunek

L (_v‘g N zo{")m)v,qdz =0 dla wszystkich 7€ 7 (R*), (6.34)
gdzie
H(R’):{ge D'(R*):v¢ e, _L,.;(z)afno}.

Poniewaz V ¢ dla { e (]R3) jest w przestrzeni [} (]R’;]R’) odwzorowaniem yo,,m(z),
mamy:

"VzC”g = “Zo(u)ml’_,; ;

Oraz poniewaz Ze, \m, —> YoM W L’ (]R’;]R]), to:

1 2 1 2
lim= [, [V.¢,[ dz == [ |V.¢] de

Teraz pozostalo udowodni¢, ze stabe granice réwniez spelniaja ograniczenia
dotyczace saturacji magnetycznej (6.4). Jezeli (u,,m,)c A jest ciagiem minimalizujacym,
wtedy nieréwnos¢ (6.4) bedzie udowodniona, jezeli pokazemy w L’ zbiezno§¢é m, ou, oraz
detVu . Otéz mamy:

[ |[(m, ou,)detVu, - (mou)detVulix
<|jm, —m|; |[detVu,| . +|m], |detVu, - detVu] . .
Wowczas, zbierajac wszystkie rezultaty, otrzymamy:
J,(u,m)<limJ, (u,,m,).
Oznacza to, zZe (u,m) e A jest poszukiwanym minimum energetycznym dla
funkcjonatu J, (u,m). o

Rozpatrzmy zwiazek pomigdzy minimizerami dla ciata magnetosprezystego prawie

niescisliwego i niescisliwego.
Zapiszmy funkcjonat energii (6.17) w postaci:
J,(u,m)= Jo(u,m)+§ [[[v (detvu)—y (1) Jox. (6.35)

Wiemy na mocy twierdzenia 7.2, ze funkcjonal J, osiaga V& >0 swoje minimum,

ktore jest realizowane w zbiorze (6.14):
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A:{(u,m)e W“(Q;]R’)XW”(O(u);R’):u(x):un(x)
dla VxedQ, =T y/(detVu)e L'(Q), detVu>0 pw. wQ

oraz u jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznymp.w.w Q — R’} =
oraz zachodzi zalozZenie o saturacji magnetycznej (por.(7.4)):
‘m (u (x))‘ detVu(x)=7 w Q.
Przyjmijmy, ze dla dowolnej lecz ustalonej liczby £, £ € (0,1) minimum funkcjonatu
J,(u,m) jest osiagalne w punkcie (u‘ ,m‘) € A, czyli (dla ustalonego & ):
oI (wm) =, (o).
Sformutujemy nastepujace zadania minimalizacji funkcjonaloéw energetycznych.

Zadanie (P,).

Dla dowolnej ustalonej liczby rzeczywistej & & (0,1) znalezé minimum funkcjonatu
inf {J, (u,m)| (w,m) e An|m(u(x))|detVu(x)=7 w Q}, (6.36)
gdzie A dane wzorem (6.14).
Zadanie (R).
Niech A, ={(um)e W (R’ )< W' (O(u);R*):u(x) = uy(x)
dla VxedQ, =T, detVu=1 p.w. oraz u jest odwzorowaniem (6.37)
jednoznacznym p.w. w Q — R’} ;
Oczywiscie zbior A, c A.
Znalez¢ minimum funkcjonatu J
inf {Jo (u,m)l (u,m)e A, r‘\‘m (u (x))] = r} :
Zauwazmy, ze zaréwno J, (u,m)oraz J,(u,m) sa funkcjonatami dolnie
potciagtymi.
Dolna pélciagtos¢ J, wynika z twierdzenia 7.2. Udowodnimy nast¢pujacy lemat.
Lemat 7.8. Funkcjonat J,(u,m) okreslony wzorami (6.35) oraz (6.17) jest dolnie poiciagty.
Dow6d. Niech funkcjonat J, (u,m) nie bedzie dolnie polciagly, wtedy

Jo(u,m)+£ [ [ (detvu) -y (1) Jix

tez nie jest polciagly. Ale
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J, (u,m)=J,(u,m)+ i L[!y (detVu) -y (1) Jdx
jest funkcjonatem dolnie pélciaglym. Mamy sprzeczno$¢, co oznacza, Ze przypuszczenie o
nieciagtosci funkcjonatu J; (u,m) byto bigdne. o
Mamy nastepujaca hipotez¢ o istnieniu rozwiazania dla zagadnienia
magnetosprezystego niescisliwego.
Hipoteza H.
Problem (F,) ma rozwiazanie w zbiorze A,, okreslonym wzorem (6.37), oraz wektor
magnetyzacji spetnia warunek nasycenia Im (u (x})' =
Udowodnimy nastgpujace twierdzenie méwiace o tym, ze granica ciggu stabych
rozwigzan dla zagadnienia prawie niesci§liwego jest rozwiazaniem problemu niescisliwego .
Twierdzenie 7.3.
Dla dowolnego ciagu &, — 0 (n— ) istnieje podciag (oznaczamy jego identycznie &,)
oraz istnieje rozwiazanie (u,,m,) € A, zadania (B,), takich ze
u, —u, w w22 (Q;]R’),
m, —m, w #'?(O(u);R’), (6.38)
detVu, —1 silniew L'(Q).
Dowdd. Najpierw pokazemy ograniczono$é ciagu (uﬂ y,m, ) Poniewaz A, c A, wobec
tego mamy
J, (u;" ,m, )= inf J, (u,m)< inf J,, (u,m)=J, (uy,m,). (6.39)
Poniewaz J,_ (ur_ ,m, ) jest ograniczonym z dotu, wobec tego na mocy zalozenia o
koercywnosci, por. rozdziat 7 lub [63], mamy:
[v*u..

. <C. |vu,

<C, |detvu,| <c, [vm,

[Z

56, (6.40)

gdzie C jest stalg niezalezng od ¢, .

Poniewaz z kazdego ciagu ograniczonego mozna zawsze wybra¢ podciag stabo
zbiezny, to
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u, —u w W (QRY),
m, —m w #'?(O(u);R%), (6.41)
detVu, =6 w L'(Q).
Z twierdzen o zanurzaniu przestrzeni Sobolewa wnioskujemy, ze
u, Su w W“(.Q,R’), 2<5<6.
Z wiasnosci stabej ciaglosci funkcji, ktére sg znane jako tzw. zerowe lagrangiany
(ang. null-Lagrangians), por. Ball [5,7], Dacorogna [23], w szczeg6lno$ci wyznacznika

(det Vu), ktéry jest szczegélnym przypadkiem zerowego lagrangianu, wynika, ze
detVu, — & =detVu, (6.42)
gdzie (G,ITI) eA.
Poniewaz funkcjonat energii J;, jest dolnie péiciagly (zgodnie z lematem 7.8), to
istnieje nastgpujaca granica oraz zachodzi nieréwnosdé

liminf J, (u,,,m,, ) > J, (4,m). (6.43)

Niech minimum funkcjonatu J, , por. (6.35) bedzie realizowane w (u" ,m, ) . Mamy

wobec tego
Z, (“s, ,m, ) = (u,_ ,m, )+ gi L[ (detVu w(l)]a‘x (6.44)
Mnozac stronami powyzsza relacje przez £, >0 dostajemy
&% (u,om, )=, (u,m, )+ [ [v(detvu, )-y (1) jix. (6.45)

Ze zwiazkow (6.44) oraz (6.45) wynika nieréwno$¢:
£,J, (ug. ,m, ) <gJ" (“s. ,m, ) <g,Jy(uym,), (6.46)
por. takze (6.39).

Poniewaz J, (u‘" ,m, ) jest ciagiem ograniczonym z dofu, wobec tego wnioskujemy
na mocy (6.46) , ze
liminf £,/ (u, ,m, ) =0.

n—a

Konsekwencja tego, ze liminf g,/ (u,_ ,m, ) =0, jest zwigzek

liminf [ [y (detVu, )-y (1) fx=o0.

Poniewaz, zgodnie z wczesniejszymi zalozeniami funkcjonat v (-) jest wypukly oraz
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v(a)-y(1)=0=a=1,

to
detVu, =1 w L'(Q).

Stad takze
detVa=1 p.w., czyli ue A,
Z drugiej strony
W0f, o (u,m) = J, (uy,m,) 2 lim inf J (u,.m, )=
> cl.i_rpqinf Jo(u, ,m, ) + lim infg—lu ‘_ﬂ:w (det Vu, ) - rp(l)]dx >
> liminf J, (u,,m,) > J, (4, m).
Poniewaz (ﬁ,ﬁ) e A, (det Vu = 1) , zatem (u,,m,) = (ﬁ,l;“l) , oTaz
Jo(ugym, ) = liminf J* (u, ,m, )= lim inf J, (u, ,m, )+

+11m1nf w(detVu I)de-hmmf.] u_,m, ) Jo(ug,my).
Q

Czyli lun( ..»m, ) =(us,m,) € A, jest rozwigzaniem zagadnienia (F, ): znalez¢
oinf Jo(u,m). o

Znaczenie tego twierdzenia jest nastgpujace: materialy sprezyste lub
magnetosprezyste, ktére wykazuja niski stopien SciSliwosci i sa w literaturze nazywane
prawie niescisliwymi, moga by¢ w pelni aproksymowane materiatami niescisliwymi, ktérych

opis i zwiazki konstytutywne sa znacznie prostsze.
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Rozdziat 7

Podsumowanie i wnioski koncowe

W niniejszej prace przedstawiono podstawowe aspekty dotyczace fizycznych i
matematycznych zagadniefi modelowania materialéw magnetycznych.

Rozwazania w rozprawie dotyczyly materialébw magnetycznych nieodksztalcalnych
oraz magnetosprezystych. Do ich opisu stosowano teori¢ mikromagnetyzmu, giéwne tezy
ktérej podano w rozdziale drugim. Réwnania mikromagnetyzmu prowadza do zagadnienia
minimalizacji energii catkowitej materialéw magnetycznych. W pracy rozpatrzono
zagadnienia minimalizacji energii dla sztywnych ferromagnetykéw, ktére prowadza do
minimalizacji funkcjonatéw niewypuktych. Takie zagadnienie nie zawsze maja rozwigzania
w klasycznym sensie, tzn. w klasie funkcji mierzalnych w sensie Lebesgue’a. Dla
rozwigzania takich zagadnien stosowano relaksacje przy pomocy miar Younga, ktéra zostala
opisana w rozdziale czwartym. Poszukiwano rozwiazan zagadnienia minimalizacji energii dla
materialéw magnetycznych w sensie miar Younga. Elementy teorii miar Younga podano w
rozdziale trzecim. W rozdziale piatym zostal zrealizowany przyklad obliczenia
numerycznego dwuwymiarowego zagadnienia zrelaksowanego dla nieodksztalcalnego
ferromagnetyka jednoosiowego. Otrzymane wyniki jako$ciowo sa zgodne z danymi o
mikrostrukturze takiego ferromagnetyka. Mozna zatem stwierdzi¢, Ze stosujac przedstawiong
w rozdziale 5 metod¢ numeryczna do rozwiazania zrelaksowanego przez miary Younga
zagadnienia mozemy obliczy¢ i analizowa¢ mikrostruktur¢ magnetyczng rdéznorodnych
materialéw magnetycznych.

Ciekawy wydaje si¢ przypadek stosowania teorii miar Younga do modelowania
materialtéw magnetosprezystych. Zagadnienia te stanowi¢ beda zapewne tematyke dalszych
prac autorki.

Zagadnienia zwigzane z cialem magnetospr¢zystym sa rozpatrywane w rozdziale
széstym i dotycza specjalnego przypadku cial — cial niesci§liwych i prawie niescisliwych.
Udowodniono istnienie rozwiazania zagadnienia minimalizacji funkcjonatu, opisujacego

takie materiaty.
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Dodatek 1
Program numeryczny w jezyku ,,Maple” do przykiadu numerycznego z rozdziatu 5.

1.0Obliczenie zewnetrznego pola magnetycznego H, przylozonego do jednoosiowego
ferromagnetyka.

>restart;

>with(linalg) ;

>a:=3.5%10~(-2);

b:=2*10"(-3) ;

c:=10~(-3) ;

a = .03500000000

1
b-_'s'ﬁ
C"-=—-l
1000
> H:=[a%x* (x-1) ,b¥x-c];
>
-
1 1
H ._[ 03500000000 x (x— 1), ﬁx—m]

>N:=6;

H:=array(1l..N):
for i from 1 to N do
H[i] :=evalf ([int (a*x* (x-1) ,x=(i-1)/N..i/N) ,int(b*x-c,x=(i-
1)/N..i/N)1);
>od;
N=6

H:=array(1..6,[ ])
H, :=[-.0004320987654, -.0001388888889]

H, :=[-.001080246914, -.00008333333333 ]
H, :=[-.001404320988, -.00002777777778]
H, =[-.001404320988, .00002777777778]
H, :=[-.001080246914, .00008333333333 ]
H, :=[-.0004320987654, .0001388888889]
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2. Rozwiazanie u, (x) réwnania Maxwella (5.13) dla plaskiego przypadku z

wykorzystaniem catkowania symbolicznego programu ,,Maple”
> restart;

N:=6;

N:=6
>81 := proc (u, v) options operator, arrow;
1/2*u*1ln(u*2+4+v~2) -u+v*arctan(u/v) end proc;
S2 := proc (u, v) options operator, arrow;

1/2*y*1n(ur2+v~2)-v+u*arctan(v/u) end proc;
>81(u,v)-82(v,u);

>Gl:=array(l..N):

for i from 1 to N do

G1l[i] :=unapply(-(S2(x1-1,i/N-x2)-S82(x1-1, (i-1) /N -x2)-
S2(x1,i/N-x2)+82(x1, (i-1) /N -x2))/(2*Pi) ,x1,x2);

od;

>G2:=array(l..N):

for i from 1 to N do

G2[i] :=unapply (- (S1(1-x1,x2-i/N)-S1(-x1,x2-i/N)-S1(1-x1,6x2-
(i-1) /N)+81 (-x1,x2-(i-1) /N))/(2*Pi) ,x1,x2) ;

od;

>im='1";

u:=unapply (sum(m[q] [1]*Gl[q] (x1,x2)+m[g] [2] *G2[q] (x1,x2) ,g=
1..N),x1,x2);

>Ull:=limit(u(x,y) ,x=1);

>U10:=1limit(u(x,y) ,x=0);

>ul:=array(l..N);

for i from 1 to N do

ul[i] :=evalf (int (U11-U10,y=(i-1)/N..i/N)):

od;

>Wu:=array(l..N);

for i from 1 to N do

Wu[i] :=limit(u(x,y) ,y=1i/N)-limit(u(x,y) ,y=(i-1)/N);
od:

>u2:=array(l..N);

for i from 1 to N do

u2[i] :=evalf (int (Wu[i] ,x=0..1)):

od;

>ul[l] := .1649661958e-1*m[3][1]+4.1037003455e~
1*m([4][1]+.5752335127e-1*m[1] [1]+.3053000791e-1*m[2] [1];
ul[2] := .1649661958e-1*m[4][1]+.3053000791e-
1*m[3][1]+.3053000791e-1*m[1][1]+.5752335127e~-1*m[2] [1];
ul[3] := .5752335127e-1*m([3][1]+.3053000792e-
1*m[4][1]+.1649661958e-1*m([1] [1]+.3053000791e-1*m[2] [1];
ul[4] := .1649661958e-1*m[2][1]+.1037003455e-

1*m[1][1]+.5752335127e-1*m[4] [1]+.3053000791e-1*m[3] [1];
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u2[1] := .1924766489*m[1] [2]-.3053000791e-1*m[2] [2]-
.1649661969e~-1*m[3] [2]-.1037003440e-1*m[4] [2] ;

u2[2] := -.3053000777e-1*m[1] [2]+.1924766489*m[2] [2]-
.3053000791e-1*m[3] [2]-.1649661969%e-1*m[4] [2] ;

u2[3] := -.164966196%e-1*m[1][2]-.3053000772e-

1*m[2] [2]+.1924766488*m[3] [2]-.3053000791e-1*m[4] [2] ;
u2[4] := -.1037003435e-1*m[1] [2]-.1649661988e-1*m[2] [2]-
.3053000806e-1*m([3] [2]+.1924766488*m[4] [2] ;

3. Program do obliczenia wektoréw namagnesowania na kazdej z 6 warstw.

>mi6:=
proc(N::integer, K, theta: :array(l..3) ,alpha::array(1l..3))
local

a,b,em,s,s,i,Ul11,010,Wu,Gl,G2,x,rw,W,A,E, El,eq,egs,sol,L,k

global ul,u2,u,Ec,X;
>a:=3.5%10"(-2);
b:=2*10"(-3) ;

c:=10*(-3);
X:=array(l..N,1..K);
s:='s':

for i from 1 to N/2 do

m[i] :=array(l..2, [sum(X[i,s]*cos(theta[s]),s=1..K),sum(X[i,
s]*sin(theta[s]),s=1..K)]);

od;
s:='s
for i from N/2+1 to N do

m[i] :=array(l..2, [sum(X[i,s]*cos(alpha[s]),s=1..K),sum(X[1i,
s]*sin(alpha[s]) ,s=1..K)]):

od;

g =ta by

for x from 1 to N do

rw[x] :=sum(X[x,i] ,i=1..K)-1;

od;

>x:="x'";

W:=sum(L[x]*rw[x] ,x=1..N);

ul:=array(l..6);

ul[l] := .2912589885e-1*m[1][1]+.1698789401e~

1*m[2] [1]+.1038872267e-1*m[3][1]+.7208887381le-

2*m[4] [1]+.5262927920e-2*m[5] [1]+.3975424313e-2*m[6] [1];
ul[2] := .1698789403e-1*m[1][1]+.2912589885e-

1*m[2] [1]+.1698789404e-1*m[3][1]+.1038872285e~-

1*m([4] [1]+.7208887465e-2*m[5] [1]+.5262927920e-2*m[6] [1];
ul[3] := .1038872270e-1*m[1][1]+.1698789401le~
1*m[2][1]+.2912589880e-1*m[3] [1]+.1698789401e-

1*m([4] [1]1+.1038872275e-1*m[5] [1]+.7208887180e-2*m[6] [1];
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ul[4] := .7208887444e-2*m[1]([1]+.1038872268e-
1*m([2][1]+.1698789404e~-1*m([3] [1]+.2912589880e-
1*m[4][1]+.169878939%e-1*m([5] [1]+.1038872268e~1*m[6] [1];
ul[5] := .5262927920e-2*m[1][1]+.7208887291e~
2*m[2][1]+.1038872264e-1*m([3][1]+.1698789401e~
1*m([4][1]+.2912589880e-1*m[5] [1]+.1698789399%e-1*m[6] [1];
ul[6] := .3975424556e-2*m([1] [1]+.5262927699%e~
2*m[2][1]+.7208887159e-2*m[3] [1]+.1038872275e~

1*m[4] [1]+.169878939%~-1*m[5] [1]+.2912589880e~1*m[6] [1];
u2:=array(l..N);

u2[l] := .1375407676*m[1] [2]-.1698789380e-1*m[2] [2]~
.1038872242e~-1*m[3] [2]-.7208887555e-2*m[4] [2]-.5262927920e~
2*m[5] [2]-.3975424334e-2*m[6] [2];

u2[2] := -.1698789410e-1*m[1][2]+.1375407676*m[2] [2]-
.1698789382e-1*m[3] [2]-.1038872242e-1*m[4] [2]-.7208887493e-
2*m[5][2]-.5262927920e-2*m[6] [2] ;

u2[3] := -.1038872264e-1*m[1][2]-.1698789408e-

1*m[2] [2]+.1375407676*m[3] [2]-.1698789401le-1*m[4] [2]-
.1038872240e-1*m([5] [2]-.7208887250e-2*m[6] [2] ;

u2[4] := -.7208887402e-2*m([1][2]-.1038872246e-1*m[2] [2]-
.1698789380e-1*m([3] [2]+.1375407676*m[4] [2]-.1698789401e~
1*m[5] [2]-.1038872248e-1*m[6] [2];

u2[5] := -.5262927920e-2*m([1][2]-.7208887555e~-2*m([2] [2]-
.1038872246e-1*m[3] [2]-.1698789408e-
1*m[4][2]+4.1375407676*m[5] [2]-.1698789406e-1*m[6] [2];

u2[6] := -.3975424467e-2*m[1] [2]-.5262927920e-2*m[2] [2]-
.7208887333e-2*m[3] [2]-.1038872242e-1*m[4] [2]-.1698789404e~
1*m[5] [2]+.1375407676*m[6] [2] ;

>i:='i";
A:=sum(m[i] [1]*ul[i]+m[i] [2]*u2[i],i=1..N)/N:
>xr=lx! .

for i from 1 to N/2 do
E[i]:=1/N*sum(X[i,3]*int (10~ (-2)*
(cos(theta[j])“2+cos (theta[]j]) *4) - (a*x* (x-

1) *cos (theta[j] )+ (b*x-c) *sin(theta[j])) ,x=(i-
1)/N..i/N),j=1..K);

od;

for i from N/2+1 to N do

E[i] :=1/N*sum(X[i,j]*int (10~ (-2)*

(cos (alpha[j]) *2+cos(alpha[j]) *4) - (a*x* (x-

1) *cos (alpha[j])+(b*x-c) *sin(alpha[j])) ,x=(i-
1) /N..i/N) ,3=1..K) ;

od;

>i:='i";

El:=sum(E[i] ,i=1..N);

>eq:=array(l..N,1..K);

for m from 1 to N do
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for i from 1 to K do

eg[m,i] :=diff (A/24E1+W,X[m,1])=0;

od;

od;

egs:=array(l..N);

>for s from 1 to N do

eqs([s] :=diff (A/24+E14W,L[s])=0;

od;

>
sol:=solve({seqg(seqg(eq[k,m] ,k=1..N) ,m=1. .K),seqg(egs[s], s=1.
-N) },

{seq(seq(X[k,m] ,k=1..N) ,m=1. .K) ,seq(L[k] k=1..N)});
assign(sol) ;

=

s:='s';

for i from 1 to N/2 do

m[i] :=array(l..2, [evalf(sum(X[i,s]*cos(theta[s]) , s=1. .K)) , e
valf (sum(X[i,s]*sin(theta[s]),s=1..K))]1):

od;

s:='s';

for i from N/2+1 to N do

m[i] :=array(l..2, [evalf(sum(X[i,s]*cos(alpha[s]),s=1..K)) e
valf (sum(X[i,s]*sin(alpha[s]),s=1..K})1);

od;

Ec:=A/2+E1+W;

m;

>end proc:

4. Wprowadzamy dane do procedury numerycznej (mi6) i po wykonaniu jej
otrzymujemy wektor namagnesowania na kazdej warstwie oraz energie, ktora przy tym
jest osiagalna. Przy tym réwniez obliczamy intensywnosci 4, (por.5.7-5.8 z rozdziatu
5). (W procedurze A, oznaczono jako X[i,s]).

1)Wybieramy nastgpujace katy 6, =0,27/3;-2x/3 do dyskretyzacji okrggu S
(por.rys.5.1)

>M:=evalf (eval (mi6 (6,3 ,vector(3,[0,2*Pi/3, -
2*pi/3]),vector(3,[0,2*Pi/3,-2*Pi/3])))):

evalf (Ec) ;

eval (X) ;
M :=table([1 = [-.0238051548, -.001042160076], 2 = [-.0362220380, -.0006706019218],

3 =[-.0405251924, -.0002298414102], 4 = [-.0405251916, .0002298414102],
5 =[-.0362220378, .0006706017486],
6 =[-.0238051552, .001042160076]
D
.001409155328
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3174632302 3406666935 .3418700763
3091853080 .3450201738 .3457945182
3063165384 3467090318 .3469744298
3063165390 3469744295 3467090315
3091853081 3457945181 3450201738
3174632298 3418700765 .3406666937

2) Najlepsze rozwiazanie otrzymujemy przy wyborze nastgpujacych katow dla
dyskretyzacji okregu S (por.rys.5.1): 6, =-n/6;27x/3;-2x/3

>M:=evalf (eval (mi6 (6,3 ,vector(3,[-Pi/6,2*Pi/3,-

2*pi/3]) ,vector (3, [-Pi/6,2*Pi/3,-2*Pi/3]))));

evalf (Ec) ;

eval (X) ;

M := table([1 =[-.0110233785, -.0010421600], 2 =[-.0304836608, -.0006706018],

3 =[-.0346074560, -.0002298412], 4 = [-.0346074554, .0002298416],
5=[-.0304836608, .0006706017],
6=[-.0110233789, .0010421601]
)
001100981308

3579557306 4237533620 .2182909074
3437098152 4269783974 2293117874
3406909877 4278708239 2314381885
3406909881 4281362218 .2311727901
3437098152 4277527417 2285374431
3579557302 4249567449 2170875249
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