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Sur l'analyse des reponses impulsionnelles 
en grandes deformations spheriques 

P. GUELIN (GRENOBLE), W. K. NOWACKI (V ARSOVIE) et 
J. M. TERRIEZ (GRENOBLE) 

Nous avons montre que la methode de resolution directe des problemes aux limites hyper­
boliques non-lineaires (dans l'analyse des continus anelastiques) presente dans [1], permet 
d'obtenir les solutions d'une precision satisfaisante dans le cas des problemes impulsionnels 
de grandes deformations spheriques. Nous avons consider6 les equations constitutives pour 
les milieux isotropes anelastiques. Nous avons donne les exemples des solutions obtenues 
dans le cas d'une coque mince spherique ainsi que dans le cas d'une cavite spherique, soumise 
a une sollicitation impulsionneUe de pression. 

Przedstawiono metod~ bezposredniego rozwi~nia zagadnien granicznych nieliniowych typu 
hiperbolicznego (w analizie osrodk6w cillglych niespr~zystych) zaproponowanll w pracy [1], 
pozwalajllCll otrzymac z dostatecznll dokladnoScill rozwi~nia problem6w dzialan impulso­
wych w zakresie skonczonych deformacji sferycznych. Rozwai:ono przypadek r6wnan kon­
stytutywnych dla osrodk6w izotropowych niespr~zystych. Podano przyklady otrzymanych 
rozwillzan dla przypadku gruboSciennej kuli z pustkll oraz dla cienkiej powloki sferycznej 
poddanej dzialaniu impulsu cisnienia. 

llpe~craBneH MeTO~ Henocpe~CTBeHHoro pemeHJUI npe~eJILHhiX HeJillHeHm.IX ~aq rHIIep-
6onH'IecKoro THIIa (B aHaJIH3e cnnoiiiHbiX Heynpyrax cpeA) npe~o>KeHHhiH B pa6oTe [1], 
KoTopblli no3BOJVIeT nOJIY'DtTL, c ~ocraTO'IHoit TO'IHOCTLIO, pemeHJUI 3~a'l HMIIYJILCHbiX 
~eiiCTBHH B o6naeTit KOHe'IHhiX c<l>epl{'leCIGOC ~e<l>opMaUldi. PaccMOTpeH c.nyqaH onpe~eJIJI­
IOIIUIX ypaBHeHd rom ll30TpOnHhiX Heynpyrax cpe~. IlpllBe~eHhl npllMepbi nonyqeHHhiX 
pemeHd ~H CJIY'IaH TOJICTOCTeHHoro mapa c uycroToit a rom TOHKOH c«J>epiAecKOH o6ono­
'1Kil no.rtBeprHyToii ~eiiCTBiliO llMnyJILca ~aBneHilH. 

1. Introduction 

UNE METHODE de resolution directe [1] a ete adaptee en vue du traitement des problemes 
aux limites hyperboliques non-lineaires dans l'analyse des continus anelastiques, avec 
ou sans hysteresis, dans le cas mono ou multidimensionnel [2, 3, 4]. 

On montre que cette methode permet d'obtenir des solutions d'une precision satisfai­
sante dans le cas des problemes impulsionnels de grandes deformations spheriques. L'un 
des resultats foumis ici conceme la comparaison du calcul avec la solution analytique 
du probleme de la propagation en milieu elastique d'un Dirac de pression interne ap­
plique dans une cavite spherique [5]. Un second controle est effectue, dans le cas visco­
elastique, en utilisant des resultats obtenus par la methode des caracteristiques [6]. 

2. Cinematique. Equations de conservation. Conditions aux limites 

On considere une enveloppe spherique de rayon interieur r1 et de rayon exterieur r2, 
initialement au repos et a l'etat neutre. Dans le systeme de coordonnees spheriques la-

6* 
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grangiennes: r, q;, () (r1 ::::;; r::::;; r2 ), le deplacement du point materiel a !'instant t est 

d6fini par u(r, t). Le vecteur accc!l6ration a pour composantes: { iJlua~; t) , 0, o}. 
On note u' la derivee partielle ~~ . Les tenseurs de Lagrange F et de Green-Lagrange 

E ont pour composantes: 

lt+u' 0 0 
(u')2 

0 0 u'+--
2 

(2.1) F= 0 
u 

0 E= 0 _.._ + -'-( _,_ r 0 1+-
r r 2 r 

0 0 
u 

0 _.._ + J_( _.._ r 1+- 0 
r r 2 r 

S . OX; 1 . d . , . I L . d d'C' . ott V; = & a vttesse u pomt matene . e tenseur vttesse e e.ormatlon: 

(2.2) 

est lie au tenseur de Green-Lagrange E par la relation: 

(2.3) 8Eu(a,t)- tJ)! ( ) axk OXm 
a - ;:ukm a, t -a- --a ' 
t a1 ai 

oil a note les coordonnees de Lagrange de la configuration initiate. 
Avec (2.1) et (2.3), (2.2) s'ecrit: 

ou' jot 
0 0 

1 +u' 

(2.4) g)= 0 
(oufot)/r 

0 1 +u(r--

0 0 
( ouf ot)/r 

1 +u/r 

Les composantes non-nulles du tenseur de Cauchy a sont f1,, et (Jiflrp = f199 • 

L'equation lagrangienne du mouvement est: 

(2.5) 

oil eo est la densite de masse initiale et T le tenseur de Piola-Lagrange ayant pour com­
posantes: 
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(1+;ru .. 0 0 

(2.6) T = (detF)o(F-1)T = 0 (I+ u') ( 1 + ; ) u,. 0 

0 0 ( 1+ u') ( 1 + ; ) u ••I 
Les conditions initiates et aux limites sont respectivement: 

(2.7) v(r, 0) = arr(r, 0) = a8,lr, 0), V rE [r1 , r2 ] 

d'une part et: 

(2.8) 
arr(r1 , t) = p1 (t), 

Ur;r(r2, t) = P2(t), V t > 0 

d'autre part. 

3. Lois constitutives envisagees 

3.1. 

Nous allons considerer les equations constitutives pour les milieux isotropes non­
elastiques. Soit pour un continu isotrope anelastique, une loi de la forme 

(3.1) 

ou (J est le deviateur du tenseur contrainte de Cauchy, ci la derivee de Jaumann de (J iden­
tique ici a la derivee partielle aa 1 at, 

sl la trace du tenseur a: sl = (]rr+2a,,, 
E1 la trace du tenseur ~: E1 = ~rr+2~98 , 

A. et p les constantes de Lame. 

La fonction fP vaut simplement -
1
- pour le modele de Maxwell. Dans le cas elasto-

to 
viscoplastique (Malvern, Prager, Perzyna) elle est de la forme: 

(3.2) fP = 2p g(a, a) 

ou a est une famille de parametres caches etfou observables caracterisant l'etat intern:: 
du materiau et son ecrouissage [7]. 

3.2. 

L'elasticite consideree ici est a deux parametres A. et p. 

4. Le probleme aux lim.ites 

On met !'equation du mouvement (2.5) sous la forme: 

( aa:r 2 ( e ) 8
2u BE 2 (E F) 

4.1) ar + r a;,.-aon -eo 8t2 = Tr + r - ' 
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avec 

(4.2) 
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er,.= (A+2,u)u'+2A~, 
r 

n8o = Au'+2(A+,u)~. 
r 

Dans le cas des corps anelastiques, compte tenu de (3.1) et (2.4), on a: 

, I ou' ou} 
E=- at 2_ ou' 7ft f 2p-+AE1 --<p0'0 -(A+2p)--2A- dt 

o A 3 ot r ' 
(4.3) 

'{ au oul F = - at I _ ou' at f 2,u-+).E1 --<pG0 -A--2().+p)- dt. 
o rB 3 ot r 

Dans le cas du milieu elastique, compte tenu de (2.1), on a: 

(4.4) 
[ (u'2 u2) ] E= -(l+u') ). T+fl +pu'2 -u'O:,, 

( u) [ (u'2 u2) u
2

] u F=- 1+- ). -+- +p- --a;,. 
r 2 r2 r2 r 

La condition aux limites en contrainte (2.8) est, sur r = r1 par exemple, de la forme: 

O:,(r1 , t) = p 1(t)+p*(t), 

(4.6) 

S. Solution du probl~me 

Les premiers membres de (4.1) et (4.5) sont des operateurs lineaires en u. 11 est facile 
de generer par elements finis l'approximation de la fonctionnelle lagrangienne associee 
[1]. La technique de la discretisation est classique. Soit A et M les operateurs materiels 
relatifs d'une part a l'energie de deformation associee a (4.2) et d"autre part a l'inertie. 
Si G note le vecteur associe a la densite des forces volumiques ou fictives representatives 
des non-linearites du second membre de (4.1), on obtient dans le cas explicite: 

(5.1) 

La discretisation dynamique peut faire appel a une methode de type implicite regularisee. 
On a par exemple: 

(5.2) 
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Cette formulation est utilisee sous forme semi-implicite en approximant G'+ 1 par 
extrapolation [2]. 

Pour l'analyse des resultats, il est utile d'illustrer des a present les principales diffe­
rences observees entre les solutions obtenues par (5.1) et (5.2) respectivement. Une 
illustration commode est obtenue en considerant la propagation d'une onde de pression 

. , . d 1 " 4c0 • e 1 . e d .~.. 1 . . mteneure e a 1orme: -- t st t < -
4 

, st t ~ -
4 

ans une coque c asttque mmce: 
e c0 c0 

Tt 
e r 2 - r1 = 10. La pression exterieure est nulle - la vitesse de propagation est 

G"rr! 

FIG. 1. Propagation d'un echelon de pression interne dans une coque elastique mince: formulation 
explicite (5.1), discretisation telle que c = 2,5. 

orr 

FIG. 2. Propagation d'un echelon de pression interne dans une coque elastique mince: formulation 
semi-implicite (5.2), discretisation telle que c = 2,5. 
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FIG. 3. Propagation d'un echelon de pression interne dans une coque elastique mince: formulation 
explicite (5.1), discretisation telle que c = 0,5. 

FIG. 4. Propagation d'un echelon de pression interne dans une coque elastique mince: formulation 
semi-implicite (5.2), discretisation telle que c = 0,5. 

Fro. S. Cas de la figure 2 avec une discr6tisation spatiale dix fois plus fine. 

[2S6[ 
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c = .. / A+
2,u. L'element fini vaut L1r = ej500 et la dicretisation est telle que V eo 

c = c~~t = 2,5 (Fig. 1 et Fig. 2) ou 0.5 (Fig. 3 et Fig. 4). 

On observe que la description du front d'onde est de meilleure qualite avec (5.2) et 
que la solution presente moins d'oscillations avec (5.1). L'allure de la solution s'ameliore 

( 
1 e 1 e 

si, pour L1r fixe, c decroit L1t = 
200 

c;; pour les figures 1 et 2, L1t = 
1000 

c;; pour 

les figures 3 et 4) . 

Pour c fixe, les resultats sont evidemment ameliores, queUe que soit la formulation 
utilisee. Si Llr tend vers 0 -la comparaison de la figure 5 (c = 2,5 et Llr = e/50) et de 
la figure 2 (c = 2,5 et Llr = e/500) illustre cette propriete. 

6. Exemples de solutions obtenoes 

Pour tous les exemples presentes, on a A = 0,15 · 106 MPa, ,u = 0,075 · 106 MPa, 
eo = 7800 kg/m3

• Ainsi Co = 6200 ms-• . 

. 6.1. MIUeu elastique 

On considere une cavite spherique (e = 5r1) au sein d'un milieu elastique. On s'inte­
resse a la propagation d'une sollicitation impulsionnelle de pression, triangulaire, syme-

trique, de duree totale t = 
5
;co . 

r 

FIG. 6. Approximation numerique du cas de propagation d'un Dirac de pression interne appliquee dans 
une cavite [5]. L'impulsion de pression est approchee par une repartition triangulaire symetrique -

schema explicite (5.1); c = 0,5. 
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Le resultat que nous presentons a la figure 6, obtenu avec L1r = e/500 et c = 0,5, est 
directement comparable avec la solution analytique du probleme de la propagation d'un 
Dirac de pression dans un tel milieu [5]. Nous constatons une parfaite analogie dans 
l'allure des solutions. Un changement d'echelle (Fig. 7) permet de distinguer la prise en 
compte de !'impulsion (forme et propagation). 

L'utilisation du schema semi-implicite (5.2) avec, comme precedemment c = 0.5 et 
L1r = e/500, conduit a une solution plus satisfaisante malgre !'apparition d'oscillations­
Fig. 8. 

FIG. 7. Reprise de la figure 6 avec changement d'echelle visant a indiquer la forme et la propagation de 
I' impulsion. 

FIG. 8. Cas des figures 6 et 7 avec le schema semi-implicite (5.2). 

r 

FIG. 9. Cas de la figure 8 traite avec une discretisation telle que c = 2,5. 
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Si on prend c = 2,5, la formulation (5.2) fournit une solution particulierement per­
turbee- Fig. 9. Notons que le front est indique a celui qu'on obtient a partir de la 
formulation explicite (5.1) avec c = 0,5- C.f. figure 7. 

6.2. Milieu vlscoelsstique de Maxwell 

On considere encore la cavite spherique (e = 5r1) mais le comportement du milieu 

est viscoelastique defini par la loi constitutive (3.1) oil q; = _!_ = 5000 s- 1 • 
to 

La sollicitation en vitesse est instantanee: 

V(t) = v0 = I0- 3c0 , Vt > 0. 

Pour: c = 0,5, on obtient avec les formulations (5.2) et (5.1), les resultats presentes 
figures I 0 et 11, respectivement. 

Cfrr 

FJo. 10. Propagation d'un echelon de vitesse en milieu visco-Clastique. Schema semi-implicite (5.2) 

urr 

FIG. 11 Propagation d'un echelon de vitesse en milieu visco-6Iastique. Schema explicite (5.1). 

Nous presentons enfin la reponse a une sollicitation identique d'une coque mince 
(e = rtflO) munie de la meme forme de loi constitutive. 

On prend: q; = _!_ = 20.000 s- 1 en vue d'obtenir un amortissement sensible dans la 
to 

faible epaisseur de la coque. 
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urr 

' 
, rz r 

I 1 

..., 

FIG. 12. Le probleme precedent (Figure 10) dans le cas d'une coque mince. 

urr 

FIG. 13. Le probleme precedent (figure 11) dans le cas d'une coque mince. 

Comme on a pu le constater sur les exemples precedents, la formulation (5.2), avec 
c = 0,5, permet une description du front d'onde beaucoup plus correcte que la formula­
tion explicite (5.1). (Enpointille sur la figure 13 la solution obtenue par le schema (5.2)­
C.f. figure 12). 

References 

1. J. M. BoiSSERIE, P. LEBOURG, P. BAPRAU, M. LINDA, Trans. of 3rd lnt. Conf. on Structural Mech. 
in: Reactor Techn., part E 3/2, 2, 1975. 

2. J. M. BoiSSERIE, P. GUELIN, P. STUTz, J. M. TERRIEZ, Mech. Res. Corn., 4, 5, 291-296, 1977. 
3. P. GUELIN, J. M. 'TERRIEZ, Mech. Res. Corn., 1979 [a paraitre]. 
4. P. GUELIN, W. K. NOWACKI, J. M. TERRIEZ, Mech. Res. Corn., [a paraitre]. 
5. C. ERINGEN, E. S. SUHUBI, Elastodynamics, Academic Press, New York 1975. 
6. S. KALISICI, W. K. NOWACKI, E. WwnARczyx:, Proc. of Vibr .. Probl., S, l, 1964. 
7. W. K. NowACKI, Stress waves in non-elastic solids, Pergamon Press, Oxford 1978. 

INSTITUTE OF MECHANICS 
GRENOBLE UNIVERSITY, GRENOBLE, FRANCE 

and 

POUSH ACADEMY OF SCIENCES 
INSTITUTE OF FUNDAMENTAL TECHNOLOGICAL RESEARCH. 

Received February 28, 1979. 

http://rcin.org.pl




