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Sur Panalyse des réponses impulsionnelles
en grandes déformations sphériques

P. GUELIN (GRENOBLE), W. K. NOWACKI (VARSOVIE) et
J. M. TERRIEZ (GRENOBLE)

Nous avons montré que la méthode de résolution directe des problémes aux limites hyper-
boliques non-linéaires (dans I'analyse des continus anélastiques) présenté dans [1], permet
d’obtenir les solutions d’une précision satisfaisante dans le cas des problémes impulsionnels
de grandes déformations sphériques. Nous avons considéré les équations constitutives pour
les milieux isotropes anélastiques. Nous avons donné les exemples des solutions obtenues
dans le cas d’une coque mince sphérique ainsi que dans le cas d’une cavité sphérique, soumise
4 une sollicitation impulsionnelle de pression.

Przedstawiono metode bezposredniego rozwiazania zagadniefi granicznych nieliniowych typu
hiperbolicznego (w analizie ofrodkéw ciaglych niespreZystych) zaproponowana w pracy [1],
pozwalajacg otrzymaé z dostateczna dokladnoscia rozwigzania probleméw dzialann impulso-
wych w zakresie skoriczonych deformacji sferycznych. Rozwazono przypadek réwnan kon-
stytutywnych dla oérodkow izotropowych niesprezystych. Podano przyklady otrzymanych
rozwigzan dla przypadku grubosciennej kuli z pustka oraz dla cienkiej powloki sferycznej
poddanej dzialaniu impulsu cisnienia.

TlpencraBnen MeTof] HENOCPECTBEHHOIO PelleHHA Npe[eNbHLIX HEJMHEHHLIX 3aay CHIlep-
Goymueckoro Tuna (B aHANM3¢ CIUTOIIHBIX HEYNPYTHX Cpell) HmpeIoKeHHLINi B paborte [1],
KOTOPLIA I103BOJNIAET MOJYYHTh, C JOCTATOYHOH TOUHOCTBIO, PElNeHMA 3aJa4 HMITYJIBCHBIX
JeiicTBuil B 06acTH KoHeuHbX chepuueckux Aedopmammii. Paccmorpen cnywait onpenens-
IOMMX YPaBHEHWH [UIA M30TPOIHEBIX HeYNPYTHX cpef. IIpHBefeHL! mpuMephbl MOXYUeHHBIX
pelleHudit JNA CIy4Yas TOJCTOCTEHHOTrO IIAPa ¢ MyCTOTOH H JnA ToHKoH chepuueckoit obomo-
YKY NOABEPrHYTOH [EHCTBHIO HMIYJILCA JaBJICHHA.

1. Introduction

UNE METHODE de résolution directe [1] a été adaptée en vue du traitement des problémes
aux limites hyperboliques non-linéaires dans I’analyse des continus anélastiques, avec
ou sans hystérésis, dans le cas mono ou multidimensiounnel [2, 3, 4].

On montre que cette méthode permet d’obtenir des solutions d’une précision satisfai-
sante dans le cas des problémes impulsionnels de grandes déformations sphériques. L’un
des résultats fournis ici concerne la comparaison du calcul avec la solution analytique
du probléme de la propagation en milieu élastique d’un Dirac de pression interne ap-
pliqué dans une cavité sphérique [5]. Un second contrdle est effectué, dans le cas visco-
élastique, en utilisant des résultats obtenus par la méthode des caractéristiques [6].

2. Cinématique. Equations de conservation. Conditions aux limites

On considére une enveloppe sphérique de rayon intérieur ry et de rayon extérieur r;,
initialement au repos et a I'état neutre. Dans le systéme de coordonnées sphériques la-
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grangiennes: r, @¢,0 (r, < r < r,), le déplacement du point matériel & P'instant ¢ est

2
défini par u(r, t). Le vecteur accélération a pour composantes: { 6—‘:,3(:—;—‘—)——, 0, 0}.

On note u' la dérivée partiellcﬂ . Les tenseurs de Lagrange F et de Green-Lagrange

aor
E ont pour composantes:
' 2
I+4 0 0 (") 0 0
@) F=0o 1+% o E=| 0 ”+I—1)z 0
S e € B FTEVs
u u 1f{ul’
0 0 1+— 0 0 —+=|—
r r 2\r
Soit 7; = %- la vitesse du point matériel. Le tenseur vitesse de déformation:
_ 1 [dv, Oy
(2.2) Dy = 2 (6—{, + Taﬁ)

est lié au tenseur de Green-Lagrange E par la relation:

OE,y(a,t)
o

axk av,,,

= @km( ) a a, aaj »

(2:3)

ol a note les coordonnées de Lagrange de la configuration initiale.
Avec (2.1) et (2.3), (2.2) sécrit:

wjor i |
1+u"
| (ufon)|r
(2.4) g=| 0 oo
i (ulot)r |
T+ufr |

Les composantes non-nulles du tenseur de Cauchy o sont o,, et o,, = Gy
L’équation lagrangienne du mouvement est:

o oT, 2
(2’5) Qo _a}_j" = or + _r" (Trr‘_ TW)’

oll g, est la densité de masse initiale et T le tenseur de Piola-Lagrange ayant pour com-
posantes:
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2
(1 + 3) Orr 0 0
r
2.6) T = (detFo(F1)" = 0 (1+4) (l + %) Tgo 0
o u
0 0 (1+u){1+ + | %ee
Les conditions initiales et aux limites sont respectivement:
2.7 o(r, 0) = 0,0(r, 0) = 04e(r, 0), Vreln,r)]
d’une part et:
0"(!' s f) = t )s
@.8) 1 Pl
0 (ra, 1) = py(t), Vi>0
d’autre part.

3. Lois constitutives envisagées
3.1.

Nous allons considérer les équations constitutives pour les milieux isotropes non-
¢lastiques. Soit pour un continu isotrope anélastique, une loi de la forme
(3.1) o+¢8 = 2u9, S, = (3A+2u)E,
ol @ est le déviateur du tenseur contrainte de Cauchy, @ la dérivée de Jaumann de @ iden-
tique ici & la dérivée partielle da/dt,

S, la trace du tenseur a: S, = o0, + 20y,

E, la trace du tenseur 9: E, = 2,,+2%,,,
A et pu les constantes de Lamé.

A : 1 i
La fonction ¢ vaut simplement - pour le modele de Maxwell. Dans le cas élasto-
]

viscoplastique (Malvern, Prager, Perzyna) elle est de la forme:

(3.2 ¢ = 2ug(s, o)
ol « est une famille de paramétres cachés et/ou observables caractérisant I’état internz
du matériau et son écrouissage [7].

3.2.

L’élasticité considérée ici est & deux paramétres A et u.

4. Le probléme aux limites

On met ’équation du mouvement (2.5) sous la forme:

dat, 2 , 0%u _O0E 2
4.1) ar +T(0fr—3m)"90—ar—{ — F-'—T(E_F)’
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avec

- (A+2y)u'+22.1:-,
(4.2)
< Z.u'+2(.1+,u)-:—.

Dans le cas des corps anélastiques, compte tenu de (3.1) et (2.4), on a:

ou' ou
- - f o 2 o
J |2+ AE 5 950 - (l+2p)——-—22 dt,

4.3)
au

F=-— f ot 1
5 lz‘“EJ' B~ 930 -4
Dans le cas du milieu élastique, compte tenu de (2.1), on a:

, ufz uz - ,
E=—(1+u)|4 —— ) —u'at,,

bl B2

La condition aux limites en contrainte (2.8) est, sur r = r, par exemple, de la forme:

4.4

4.5) on(ry, 1) = p (1) +p*(1),
d’olt
@.6) 24t = pu(8) [(1 +$) " 1] +E.

5. Solation du probléme

Les premiers membres de (4.1) et (4.5) sont des opérateurs linéaires en u. Il est facile
de générer par €léments finis 'approximation de la fonctionnelle lagrangienne associée
[1]. La technique de la discrétisation est classique. Soit A et M les opérateurs matériels
relatifs d’une part 4 I'énergie de déformation associée a (4.2) et d’autre part A I'inertie.
Si G note le vecteur associé & la densité des forces volumiques ou fictives représentatives
des non-linéarités du second membre de (4.1), on obtient dans le cas explicite:

(5.1) Auttt 4 A_L;I‘z' (u*t —2u'+ “.‘_1) e

La discrétisation dynamique peut faire appel 4 une méthode de type implicite régularisée.
On a par exemple:

(5.2) %A(u‘“+u‘+u‘“‘)+ A—hfz—(u‘“—Zu‘+u'“) = _?’_(Gr+r+gs+cr-1)_
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Cette formulation est utilisée sous forme semi-implicite en approximant G'+! par
extrapolation [2].

Pour I’analyse des résultats, il est utile d’illustrer dés a présent les principales diffé-
rences observées entre les solutions obtenues par (5.1) et (5.2) respectivement. Une
illustration commode est obtenue en considérant la propagation d’une onde de pression

5 4co | . e ; e . g
intérieure de la forme: ue—"z si £ < o, 1siz> o dans une coque élastique mince:
0

e=r,—r = L. ra pression extérieure est nulle — la vitesse de propagation est

10
orr b
r1 /// ’ 4:-:-_
Gpg “
.I'1' e
2 L

Fic. 1. Propagation d'un échelon de pression interne dans une coque élastique mince: formulation
explicite (5.1), discrétisation telle que ¢ = 2,5.

17 "z

F1G. 2. Propagation d'un échelon de pression interne dans une coque élastique mince: formulation
semi-implicite (5.2), discrétisation telle que ¢ = 2,5.
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Fic. 3. Propagation d'un échelon de pression interne dans une coque élastique mince: formulation
explicite (5.1), discrétisation telle que ¢ = 0,5.
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Fic. 4. Propagation d’'un échelon de pression interne dans une coque élastique mince: formulation
semi-implicite (5.2), discrétisation telle que ¢ = 0,5.

F16. 5. Cas de la figure 2 avec une discrétisation spatiale dix fois plus fine.

[236[



SUR L'ANALYSE DES RESPONSES IMPULSIONNELLES EN GRANDES DEFORMATIONS SPHERIQUES 257

c= ]/“'2'" . Lélément fini vaut Ar = ¢/500 et la dicrétisation est telle que
Qo
cﬁ‘ =2,5 (Fig. 1 et Fig. 2) ou 0.5 (Fig. 3 et Fig. 4).
On observe que la description du front d’onde est de meilleure qualité avec (5.2) et

que la solution présente moins d’oscillations avec (5.1). L’allure de la solution s’améliore

: v 1 e 1 e
si, pour Ar fixé, ¢ décroit (A! = 300 oo pour les figures 1 et 2, At = 1000 <5 pour

les figures 3 et 4).

Pour c fixé, les résultats sont évidemment améliorés, quelle que soit la formulation
utilisée. Si Ar tend vers 0 — la comparaison de la figure 5 (¢ = 2,5 et Ar = ¢/50) et de
la figure 2 (c = 2,5 et Ar = ¢/500) illustre cette propriété.

6. Exemples de solutions obtenues
Pour tous les exemples présentés, on a 4 = 0,15- 105 MPa, u = 0,075- 105 MPa,
00 = 7800 kg/m3. Ainsi ¢; = 6200 ms™'.
. 6.1. Milleu élastique

On considére une cavité sphérique (e = 5r;) au sein d’un milieu élastique. On s’inté-
resse 4 la propagation d’une sollicitation impulsionnelle de pression, triangulaire, symé-

7 e

trique, de durée totale ¢ = i
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FiG. 6. Approximation numérique du cas de propagation d’un Dirac de pression interne appliquée dans
une cavité [5]. L'impulsion de pression est approchée par une répartition triangulaire symétrique —
schéma explicite (5.1); ¢ = 0,5.
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Le résultat que nous présentons a la figure 6, obtenu avec Ar = ¢/500 et ¢ = 0,5, est
directement comparable avec la solution analytique du probléme de la propagation d’un
Dirac de pression dans un tel milieu [5]. Nous constatons une parfaite analogie dans
I’allure des solutions. Un changement d’échelle (Fig. 7) permet de distinguer la prise en
compte de I'impulsion (forme et propagation).

L'utilisation du schéma semi-implicite (5.2) avec, comme précédemment ¢ = 0.5 et
Ar = ¢/500, conduit A une solution plus satisfaisante malgré I’apparition d’oscillations —
Fig. 8.

Gpp

ry 4

Fic. 7. Reprise de la figure © avec changement d'échelle visant a indiquer la forme et la propagation de
I'impulsion.
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Fi1G. 8. Cas des figures 6 et 7 avec le schéma semi-implicite (5.2).

FiG. 9. Cas de la figure 8 traité avec une discrétisation telle que ¢ = 2,5.
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Si on prend ¢ = 2,5, la formulation (5.2) fournit une solution particuli¢rement per-
turbée — Fig. 9. Notons que le front est indiqué a celui qu’on obtient & partir de la
formulation explicite (5.1) avec ¢ = 0,5 — C.f. figure 7.

6.2. Milieu viscoélastique de Maxwell

On considére encore la cavité sphérique (e = 5r,) mais le comportement du milieu
est viscoélastique défini par la loi constitutive (3.1) ol ¢ = Ti- = 5000 s~1.
La sollicitation en vitesse est instantanée:
V() = 95 = 1073¢,, Vt>0.

Pour: ¢ = 0,5, on obtient avec les formulations (5.2) et (5.1), les résultats présentés
figures 10 et 11, respectivement.

Grr A Cee
ry I

Fic. 10. Propagation d'un échelon de vitesse en milieu visco-élastique. Schéma semi-implicite (5.2)

Grr “ Gee

-
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Fic. 11 Propagation d'un échelon de vitesse en milieu visco-élastique. Schéma explicite (5.1).

Nous présentons enfin la réponse & une sollicitation identique d’une coque mince
(e = r;/10) munie de la méme forme de loi constitutive.
1 ; ; :
On prend: ¢ = o 20.000 s~* en vue d’obtenir un amortissement sensible dans la
0
faible épaisseur de la coque.
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Fig. 13. Le probléme précédent (figure 11) dans le cas d’'une coque mince.

Comme on a pu le constater sur les exemples précédents, la formulation (5.2), avec
¢ = 0,5, permet une description du front d’onde beaucoup plus correcte que la formula-
tion explicite (5.1). (Enpointillé sur la figure 13 la solution obtenue par le schéma (5.2) —
Cf. figure 12).
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