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ZASTOSOWANIE METODY TLM DO NUMERYCZNEJ 
SYMULACJI PRZEPŁYWU CIEPŁA 

W NIEJEDNORODNYCH UKŁADACH 
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Marian Józef Buda^* 
Donard de Cogan^* 

Zastosowano numeryczni] metodę TLM (Transmission Line Matrix) 
do symulacji komputerowej przepływu ciepła w trójwymiarowym nie-
jednorodnym os'rodlcu. Przeanalizowano zależność czasową rozkładu 
temperatury wzdłuż pręta, którego rdzeń jest wykonany z innego mate-
riału niż pozostała częs'ć. Wykazano, że metodę TLM można z powodze-
niem stosować do analizy przepływu ciepła w materiałacłi o znacznym 
stopniu niejednorodności w których występują skokowe zmiany prze-
wodności. 

1. WSTĘP 

Więliszość metod numerycznych stosowanych w modelowaniu pól w 
analizowanych ośrodkach jest związana z dokonaniem dyskretyzacji prze-
strzennej ośrodka jak i dyskretyzacji czasu. Dyskretyzacja przestrzenna pole-
ga na przestrzennym określaniu wartości pól w poszczegókiych elementach, 
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Rys. 1 
Jednowymiarowa linia transmisyjna 

w postaci konwencjonalnej. 

Rys. 2 
Jednowymiarowa linia transmisyjna w meto-
dzie TLM z pojemnościową impedancją Z. 

na które ośrodek został podzielony. Ośrodek w którym rozchodzi się fala 
elektromagnetyczna może być interpretowany jako składający się z elemen-
tów sieci elektrycznej zawierających skupione rezystory, indukcyjności, kon-
densatory i upł}Avności. 

Model linii transmisyjnej (na przykład koncentryczny kabel) uzyskuje-
my łącząc w sposób pokazany na rysunku 1 elementarne elektryczne obwo-
dy, gdzie indeksy d przy R, L i C oznaczają odpowiednie wartości 
przypadające na jednostkę długości linii transmisyjnej. Następnie bada się 
reakcję tej linii na zmiany czasowe pola, na przykład narastanie impulsu na 
końcu linii. W tym celu stosuje się standardowe metody prowadzące w 
przypadku jednorodnej jednowymiarowej linii transmisyjnej do równania 
różniczkowego o postaci zwanej równaniem telegrafistów [1] 

(1) 

gdzie <I> oznacza potencjał, t - czas, A i B - stałe. 
Z uwagi na możliwość zastosowania metod analizy linii transmisyjnej do 

problemów przepływu ciepła, będziemy w dalszym ciągu rozpatrywali te linie 
o małych indukcyjnościach i upływnościach lecz znaczących stratach, co 
oznacza że R j jest dostatecznie duże. Wówczas w równaniu telegrafistów 
można pominąć wyraz z drugą pochodną: 

^ a R^C. " dt (2) 

Element obwodu zastępczego takiej linii, zgodnie z konwencją aprobo-
waną w literaturze, jest w uproszczony sposób pokazany na rysunku 2, gdzie 
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Z1 i Z 2 przedstawiają pojemnościowe impedancje charakterystyczne odcin-
ków bezstratnych o długościach 1, i U linii transmisyjnych, które łączą sąsied-
nie węzły, w których skupione są rezystory R j (tzw. rezystory skupione). 
Oznacza to, że takie wartości impedancji uzyskamy, gdy miernik impedancji 
zostanie podłączony między odcinkami pokazanymi w postaci grubych linii 
(rys. 2). 

Równanie (2) w swej formie przypomina równanie opisujące przepływ 
ciepła wciełe stałym. Zapiszemy je w postaci uogólnionej uwzględniając fakt, 
że przewodność ciepła K może być nieliniową funkcją temperatury: 

S/[K{T)VT{x,y,z,t)] + Hix,y,z,t) = dC^ M ^ p ^ l (3) 

gdzie T jest temperaturą, H - gęstością generowanego ciepła, d -
gęstością ośrodka, Cp - jego ciepłem właściwym. 

W przypadkach gdy analityczne rozwiązania są niewystarczające, rów-
nanie (3) można rozwiązać numerycznie stosując np. metodę różnic skończo-
nych. Jednak w zagadnieniach trójwymiarowych do anaUzy przebiegów 
czasowych ta metoda jest niewygodna, skomplikowana oraz często występują 
problemy niestabilności liczenia. 

W wielu przypadkach jest wygodniejsze pod wieloma względami stosowa-
nie metody TLM (Transmission Line Matrix). Metoda TLM do numerycznej 
analizy zagadnień elektromagnetycznych jest szeroko aprobowana [2 - 6]. 

Ze względu na formalne podobieństwo równań (2) i (3) metodę TLM 
zaczęto stosować do problemów dyfuzyjnej propagacji ciepła w jedno, dwu i 
trzywymiarowej przestrzeni układu Kartezjańskiego [7], sferycznego [8] i 
cylindrycznego. Uzyskano dobrą zgodność z metodą różnic skończonych i 
elementów skończonych. 

W metodzie TLM rozważa się rozwiązanie obwodów przez uwzględnie-
nie propagacji impulsów o kształcie funkcji delta wzdłuż linii transmisyjnych, 
które w przypadku jednowymiarowym są równoległe do siebie i ułożone w 
kierunku propagacji sygnału. Bierze się pod uwagę rozpraszanie na poszcze-
gólnych elementach, na które rozważany ośrodek został podzielony do celów 
analizy numerycznej [1,2, 3]. Wszystkie linie transmisyjne charakteryzują się 
tym samym czasem opóźnienia At, tak że wszystkie impulsy osiągają kolejne 
strefy rozpraszania jednocześnie. Charakterystyczna impedancja linii Z^ mo-
że być obliczona z zależności Z = (Lj /Cj) Ponieważ prędkość wzdłuż linii 
transmisyjnej Ax/At = (L^ Cj) to 
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(4) 

gdzie Ax oznacza rozmiary elementu, At - krok czasowy. Współczynnik 
odbicia na rezystorze p = (1 + IZo/R)' , gdzie R = RdAx. 

Rys. 2 przedstawia jednowymiarową linię wzdłuż której odbywa się 
propagacja impulsów. Rys. 3 pokazuje opisany wyżej mechanizm propagacji 
impulsów w przypadku jednowymiarowym gdy one są jednakowej wysokości 
w obu kierunkacłi rozproszenia. 

Węzeł Węzeł Węzeł 
(n-1) , n (n+1) 

padające 
odbite 

padające 
odbite 

padający 
odbite 

t=At 

• — t = 2 A t 

Rys. 3 
Propagacja impulsów wzdłuż 

jednowymiarowej linii transmisyjnej. 

Rys. 4 
Trójwymiarowy model TLM. 

Najmniejszy element dyskretny ciała stałego pod względem parame-
trów elektrycznych może być przedstawiony jak na rys. 4, w przypadku 
trójwymiarowym. Generator prądowy na rys. 4 modeluje generację ciepła w 
tym elemencie. Komórki zawierające rezystory R połączone za pomocą 
pojemnościowej bezstratnej linii transmisyjnej Z modelują odpowiednio cie-
plną oporność i cieplną pojemność. Jeżeli w taki obwód wprowadzimy wąski 
impuls potencjału (skok temperatury), to będzie on w ogólnym przypadku 
rozprzestrzeniać się w trójwymiarowym ośrodku a jego kierunek oraz zwrot 
przesuwania się można określić liczbami od 1 do 6 (rys. 4). Gdy impulsy 
przesuwają się wzdłuż napotkanych elementów będą ulegały rozproszeniu 
na węzłach tych elementów. 
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W następnym momencie rozproszone impulsy łączą się tworząc wypad-
kowy impuls w węźle. Ten impuls będzie rozwiązaniem lokalnym równania 
(2) po każdym skończonym (krótkim) przedziale czasu. Jak wspomniano, 
metoda TLM polega na określaniu wypadkowej wysokości impulsów po 
wprowadzeniu ich do obwodu linii transmisyjnej. Konwencja numerowania 
impulsów z uwzględnieniem kierunku i zwrotu jest pokazana na rys. 4. Załóżmy, 
że oś .V pokrywa się z kierunkami l,2,ośyiz z kierunkami 3, 4 itd. oraz R,= 
R2= R3= R4= Ry itd. oraz niech impedancja charakterystyczna Z nie zależy 
od kierunku. Niech jest impulsem napięciowym padającym (indeks i) na 
węzeł z kierunku j przy k-tej iteracji (upłynął czas kAt). Stosując teorię 
obwodów Thevenina i Nortona otrzymamy, że potencjał węzła O wynosi: 

jyi') , 2(,V3'+ 2{,VS'+ 
Z ^ Ry+ Z Z ^ (5) 

W przypadku trójwymiarowym pojemność węzła można podzielić na 
trzy linie transmisyjne w każdym prostopadłościanie o wymiarach Ax, Ayi Az. 
Zatem na podstawie (4) 

(6) 

oraz wprowadzając pojemność cieplną Cp otrzymujemy 

C = (7) 

Impedancja charakterystyczna może być różna dla sąsiadujących wę-
złów gdy zastosowana jest zmienna przestrzenna dyskretyzacja. Impulsy pa-
dające na węzeł ulegają częściowemu rozproszeniu. Ich wartości określają 
następujące zależności: 

= [Z,O +{Ry- Z) (8) 

'z 
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Biorąc pod uwagę także możliwość odbić na międzywęzłowych niecią-
głościach impedancji, występujących jeśli w sąsiadujących ze sobą obszarach 
zachodzi R^. = ^dj+j ^^ miejsce w materiałach niejednorod-
nych, można obliczyć wysokości impulsów padających w chwili (k+ l)At, czyli 
odpowiadającej temu momentowi k+1 iteracji. Umożliwia to relacja 

z ) = Fj + ( 1 - Fj) ( 9 ) 

gdzie współczynnik odbicia impulsu w kierunku j oblicza się z zależności 

^ Z(u,v,w) -
'i Z(u,v,w) + (10) 

Wartości j',u, v, w dla j = 1,2,...6 występujące we wzorze (9) są przedsta-
wione w Tabeli 1. 

Tabela 1. 

j j' u V w 
.1 2 X - 1 y z 

2 1 X + 1 y z 

3 4 X y - l z 

4 3 X y + 1 z 

5 6 X y z - 1 

6 5 X y z + 1 

Powtarzając wyliczenia zgodnie ze wzorami (5) - (10) otrzymamy zależną 
od czasu zmianę temperatury w każdym węźle trójwymiarowej przestrzeni. 

Jak z powyższego wynika, metoda TLM numerycznego modelowania 
zależnego od czasu rozkładu napięcia lub temperatury jest stosunkowo pro-
sta. Dodatkową zaletą tej metody jest łatwość ustalania różnych warunków 
brzegowych. Można wprowadzić warunek stałego napięcia, stałego natęże-
nia prądu, zwarcia, otwartego obwodu, warunków pośrednich między wyżej 
wymienionymi a także dopasować sąsiednie linie transmisyjne. 

W przypadku zastosowania metody TLM w analizie termicznej wymie-
nione warunki oznaczają odpowiednio: stałą różnicę temperatury, stały stru-
mień ciepła (stan stacjonarny), idealny kontakt termiczny i idealną izolację 
termiczną. 

Dyskretny charakter tej metody symulacyjnej umożliwia jej stosowanie 
do rozwiązywania problemów rozpływu ciepła gdy jest ono generowane w 
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różnych częściach rozważanego obiektu, który dodatkowo może być niejed-
norodny. Przykładem jest analiza rozpraszania mocy w warstwie przewodzą-
c e j na pod łożu izolacyjnym [10] a t akże w innych p rzy rządach 
półprzewodnikowych [11-14], 

W prezentowanej pracy metodę TLM zastosowano do analizy czasowej 
rozkładu temperatury w niejednorodnym pręcie, zawierającym rdzeń o róż-
niącym się współczynniku przewodnictwa cieplnego od pozostałej części tego 
pręta. Przy obliczeniach należy ustalić warunki brzegowe. Można tego doko-
nać drogą ustalenia wartości współczynnika odbicia Fj. Jeżeli rozważany 
obiekt jest symetryczny, wtedy do obliczeń można brać połowę lub nawet 
ćwierć tego obiektu. Jest to uwarunkowane względami symetrii. Na granicy 
podziału rozważanego obiektu przyjmuje się F = 1, co oznacza, że padające 
impulsy powi-acają z niezmienioną amplitudą. W przypadku doskonałej izo-
lacji powierzchni obiektu przyjmuje się także F = 1. Jest to równoważne z 
obwodem rozwartym. Natomiast na granicy gdzie zostały wytworzone wa-
runki doskonałego odprowadzania ciepła (krótkie zwarcie) należy przyjąć 
wartość F = - 1. W przypadkach innych, gdy na granicy występuje częściowy 
odpływ ciepła w wyniku złej izolacji, konwekcji, promieniowania, należy 
przyjąć wartości F pośrednie między 1 a -1, w zależności od intensywności 
utraty ciepła na gi'anicy. 

K / 1 0 K 1 0 0 0 ^ 

2. WYNIKI OBLICZEŃ 

Wyżej opisaną metodę nume-
ryczną TLM zastosowano do anali-
zy czasowej zależności rozkładu 
temperatury w prostopadłościen-
nym pręcie zawierającym rdzeń o 
różniącym się dziesięciokrotnie 
współczynniku przewodnictwa cie-
plnego od pozostałej części pręta 
(rys. 5). Czołowa powierzchnia jest 
utrzymywana w stałej temperatu-
rze. W wyniku czego ciepło płynie 
do wnętrza badanego ciała w przy-
bliżeniu osiowo. Prędkość przepły-
wu ciepła jest inna wzdłuż rdzenia 
niż wzdłuż pozostałej części pręta 

Rys. 5 
Niejednorodny prostopadłościan użyty do sy-
mulacji komputerowej trójwymiarowego roz-

pływu ciepła. Linia przerywana rozdziela 
obszary o różnych przewodnościach ciepła. 
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otaczającej ten rdzeń (różny współczynnik przewodnictwa). W obliczeniach 
przyjęto idealną izolację całego pręta. Ze względu na symetrię zagadnienia, 
obliczenia przeprowadzono jedynie w obszarze 1/4 prostopadłościanu, a 
przedstawione wyniki dotyczą płaszczyzny z = 0. 

Oddzielnie analizowano dwa przypadki: gdy współczynnik przewodnic-
twa rdzenia był 10 razy mniejszy od współczynnika pozostałej części pręta 
oraz przypadek odwrotny. Jak należało się spodziewać, w układzie pier-
wszym najwolniejszy przepływ ciepła zachodzi wzdłuż osi pręta. Oczywiście 
w miarę oddalania się od czołowej powierzchni (utrzymywanej w temperatu-
rze 1000°C) wzdłuż kierunku x temperatura spada. Wyników tego liczenia 
nie przedstawiono na rysunku. Pokazano natomiast wyniki przyrostów tem-
peratury AT wzdłuż kierunku y w różnych odległościach od powierzchni 
czołowej (rys. 5). W przypadku rdzenia o zmniejszonej przewodności, na 
płaszczyźnie x = const, najniższa jest temperatura na osi pręta, gdzie 
AT = 0. Zatem w tym przypadku miejscem odniesienia jest oś pręta gdzie 
oczywiście temperatura maleje w kierunku x. 

Numeryczne wyniki przedstawione na rysunku 6 dotyczą prostopadło-
ścianu o wysokości 12 mm posiadającego podstawę kwadratową o boku 
a = 16 mm, wykonanego z miedzi (K = 399 W/mK, d = 8933 kg/m^ 

C = 398 J/kgK), zawierającego 
wzdłuż swej osi materiał o przewod-
nictwie K' = K/10, o kształcie pro-
s t o p a d ł o ś c i a n u z p o d s t a w ą 
kwadratową o boku 3 mm. Sytuacja 
rozkładu temperatury wzdłuż osi y 
dotyczy momentu po upływie 0,1 se-
kundy od chwili rozpoczęcia grzania 
w warunkach stałej temperatury na 
powierzchni. Stwierdzono, że aby 
uzyskać wyniki niezależne od "kro-
ku" czasowego At (wzór (6)), należy 
przyjąć At < 0,001s. 

Rysunek 6 pokazuje w jaki spo-
sób przyrosty temperatury między 
osią prostopadłościanu a otaczają-
cym ją materiałem zależą od odle-

6 7 
y (mm] 

Rys. 6 
Wzrost temperatury w kierunku prostopad-
łym do osi pręta z rdzeniem źle przewodzą-

cym, po upływie 0,1 s od rozpoczęcia 
grzania. Liczby przy krzywych oznaczają od-

ległości w mm od grzanej powierzcłini. 
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głości od grzanej powierzchni czoło-
wej. 

Podobna zależność jest poka-
zana na rys. 7 w przypadku odwrot-
nym - gdy r d z e ń o k sz t a ł c i e 
prostopadłościanu (bok a = 3mm) 
jest wykonany z miedzi, a pozostała 
jego część z materiału o przewodno-
ści K' = K/10. T\i wzdłuż osi ciepło 
płynie szybciej. Na płaszczyźnie 
X = const temperatura jest najwy-
ższa na osi pręta spadając w kierun-
ku powierzchni bocznej prosto-
padłościanu, zatem przyrost tempe-
ratury wynosi zero na powierzchni 
pręta zwiększając się w kierunku je-
go osi (rys. 7). Oba rysunki dotyczą 
rozkładu temperatury jedynie na 
płaszczyznach x= const oraz tylko 
wzdłuż prostej będącej prostopadłą do osi i do boku prostopadłościanu. 

W celu uproszczenia wyliczeń przyjęto w tej pracy, że parametry mate-
riałowe warunkujące przepływ ciepła nie zależą od temperatury. Z uwagi na 
dyskretyzację objętości pręta jak i czasu, istnieje możliwość wprowadzenia 
zależności temperaturowych tych parametrów. Wiąże się to jednak z kilka-
krotnym wydłużeniem czasu liczenia. Przy znacznych różnicach temperatury 
i konieczności uzyskania precyzyjnych wyników, tej trudności nie da się 
uniknąć. 

y (mm) 

Rys. 7 
Wzrost temperatury w kierunku prostopad-
łym do osi pręta z rdzeniem miedzianym, po 
upływie 0,1 s od rozpoczęcia grzania. Liczby 
przy krzywych oznaczają odległości w mm od 

grzanej powierzchni. 

3. PODSUMOWANIE 

Znane są problemy związane z gwałtownym wydzielaniem się i propa-
gacją ciepła w kompozytach włóknistych, zwłaszcza w elektrotechnice. Mate-
riały te charakteryzują się obszarami posiadającymi parametry termiczne 
skokowo i wielokrotnie różniącymi się od obszarów sąsiednich. Analityczne 
rozwiązania nawet jeżeli są osiągabe w mniej złożonych przypadkach, są 
najczęściej niewystarczające. W pracy zastosowano stosunkowo prostą meto-
dę numeryczną zwaną TLM, do przestrzenno-czasowej analizy problemów 
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przepływu ciepła i wyznaczania wartości temperatury w trójwymiarowym 
pręcie jako ośrodku zawierającym rdzeń o skokowo i wielokrotnie różniącą 
się przewodnością ciepła w porównaniu z otaczającą rdzeń częścią pręta. W 
celu poprawnego wyznaczenia pola temperaturowego w postaci wartości 
liczbowych, niezbędne jest prawidłowe ustalenie warunków brzegowych i 
początkowych. Należy także dobrać, w zależności od potrzeb opracowania, 
podział przestrzenny obiektu. Od tego zależy wartość kroku czasowego sto-
sowanego w wyliczeniach. Ze względu na to, że mechanizm liczenia polega 
na przesuwaniu się po każdej iteracji impulsu cieplnego o jeden węzeł w głąb 
obiektu, liczba iteracji powinna być znacznie większa od liczby węzłów w 
danym kierunku (od wzajemnego stosunku tych liczb zależy błąd popełniony 
w wyliczeniach). 

Na rysunkach 6 i 7 pokazano, w jaki sposób zmienia się temperatura w 
niejednorodnym pręcie w trakcie przepływu ciepła. Pokazano zmiany tem-
peratury w kierunku poprzecznym do osi pręta w zależności od odległości od 
grzanej powierzchni. Porównanie wzajemne krzywych dotyczących różnych 
odległości od grzanej powierzchni pokazuje, że na przykład po upływie 0,1 s 
największe przyrosty temperatury wzdłuż osi y występują w odległości 3..5 
mm od źródła. Wyniki obliczeń dla dłuższych od 0,1 s czasów przepływu 
ciepła (nie pokazano na rysunkach) wykazują, że miejsce występowania 
maksymalnych zmian temperatury w kierunku poprzecznym oddala się od 
grzanej powierzchni oraz różnice temperatury zmniejszają się w miarę wy-
dłużania się czasu przepływu ciepła. Występują duże różnice w rozkładzie 
temperatury w obu rozważanych przypadkach (rdzeń lepiej lub gorzej prze-
wodzący). Przy czym większe różnice temperatur występują w przypadku 
lepiej przewodzącego rdzenia. Jednak należy brać także pod uwagę różnice 
w wielkościach przekrojów poprzecznych do osi pręta w jego części dobrze i 
źle przewodzącej. W przypadku analizowanym na rys. 6 przeważa przekrój 
części lepiej przewodzącej a na rys. 7 jest odwrotnie. 

Autorom nie jest znana żadna krajowa publikacja dotycząca rozwiązy-
wania problemów przewodnictwa ciepła metodą TLM. Z pewnością byłoby 
korzystne spopularyzowanie jej w ośrodkach zajmujących się problemami 
propagacji ciepła. Wydaje się także, że sama metoda nie została dotychczas 
wszechstronnie przebadana, a wszystkie jej możliwości dotyczące przepływu 
ciepła oraz innych problemów dyfuzyjnych wymagają dalszych badań. 
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