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ZASTOSOWANIE METODY TLM DO NUMERYCZNEJ
SYMULACJI PRZEPLYWU CIEPLA
W NIEJEDNORODNYCH UKLADACH
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Marian Jozef Buda®

Donard de Cogan”

Z astosowano numeryczng metod¢ TLM (Transmission Line Matrix)
do symulacji komputerowej przeptywu ciepta w tréjwymiarowym nie-
jednorodnym osrodku. Przeanalizowano zalezno$¢ czasowg rozktadu
temperatury wzdtuz preta, ktérego rdzen jest wykonany z innego mate-
riatu niz pozostata cz¢s¢. Wykazano, ze metod¢ TLM mozna z powodze-
niem stosowac do analizy przeptywu ciepta w materiatach o znacznym
stopniu niejednorodnosci w ktorych wystgpuja skokowe zmiany prze-
wodnosci.

1. WSTEP

Wigkszo$¢ metod numerycznych stosowanych w modelowaniu p6l w
analizowanych osrodkach jest zwiagzana z dokonaniem dyskretyzacji prze-
strzennej oSrodka jak i dyskretyzacji czasu. Dyskretyzacja przestrzenna pole-
ga na przestrzennym okreSlaniu wartosci pol w poszczeg6lnych elementach,
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Zastosowanie metody TLM...
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Jednowymiarowa linia transmisyjna Jednowymiarowa linia transmisyjna w meto-
w postaci konwencjonalne;. dzie TLM z pojemno$ciowg impedancjg Z.

na ktére osrodek zostal podzielony. Osrodek w ktorym rozchodzi si¢ fala
elektromagnetyczna moze byC interpretowany jako sktadajacy si¢ z elemen-
tow sieci elektrycznej zawierajacych skupione rezystory, indukcyjnosci, kon-
densatory i uptywnosci.

Model linii transmisyjnej (na przyktad koncentryczny kabel) uzyskuje-
my tgczac w sposob pokazany na rysunku 1 elementarne elektryczne obwo-
dy, gdzie indeksy d przy R, L i C oznaczaja odpowiednie wartosci
przypadajace na jednostke dtugosci linii transmisyjnej. Nastgpnie bada si¢
reakcje tej linii na zmiany czasowe pola, na przyktad narastanie impulsu na
koncu linii. W tym celu stosuje si¢ standardowe metody prowadzace w
przypadku jednorodnej jednowymiarowej linii transmisyjnej do rOwnania
rozniczkowego o postaci zwanej rownaniem telegrafistow [1]

od RR
V2<1>=ARdcd_at_+BdedW (1)

gdzie @ oznacza potencjal, t - czas, A i B - stale.

Z. uwagi na mozliwos¢ zastosowania metod analizy linii transmisyjnej do
problemodw przeptywu ciepta, bedziemy w dalszym ciagu rozpatrywali te linie
o malych indukcyjnosciach i uptywnoSciach lecz znaczacych stratach, co
oznacza ze R, jest dostatecznie duze. Wowczas w réwnaniu telegrafistow
mozna poming¢ wyraz z druga pochodna:

Vib = A Ry Gy o 2)

Element obwodu zastepczego takiej linii, zgodnie z konwencjg aprobo-
wang w literaturze, jest w uproszczony sposOb pokazany na rysunku 2, gdzie
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71172 przedstawiaja pojemnosciowe impedancje charakterystyczne odcin-
kéw bezstratnych o dlugosceiach 1, i1, linii transmisyjnych, ktore tacza sasied-
niec wezly, w ktorych skupione sa rezystory R, (tzw. rezystory skupione).
Oznacza to, ze takie wartosci impedancji uzyskamy, gdy miernik impedancji
zostanie podtaczony migdzy odcinkami pokazanymi w postaci grubych linii
(rys. 2).

Rownanie (2) w swej formie przypomina réwnanie opisujace przeplyw
ciepta wciele statym. Zapiszemy je w postaciuog6lnionejuwzglgdniajac fakt,
ze przewodno$¢ ciepta K moze by¢ nieliniowa funkcja temperatury:

OT(x,.2,1)
s 3)

VIK(T)VT(x,y,z)1+ H(xyz,t) = dC,

gdzie T jest temperatura, H - gc;s.toécia‘ generowanego ciepta, d -
gestoseig osrodka, C, - jego cieplem wlasciwym.

W przypadkach gdy analityczne rozwigzania sa niewystarczajace, roOw-
nanie (3) mozna rozwigza¢ numerycznie stosujac np. metod¢ réznic skoficzo-
nych. Jednak w zagadnieniach tréjwymiarowych do analizy przebiegéw
czasowych ta metoda jest niewygodna, skomplikowana oraz cz¢sto wystgpuja
problemy niestabilnosci liczenia.

W wielu przypadkach jest wygodniejsze pod wicloma wzglgdami stosowa-
nic metody TLM (Transmission Line Matrix). Metoda TLM do numerycznej
analizy zagadnien elektromagnetycznych jest szeroko aprobowana [2 - 6].

Ze wzgledu na formalne podobieristwo rownan (2) i (3) metod¢ TLM
zaczgto stosowac do problemow dyfuzyjnej propagaciji ciepta w jedno, dwu i
trzywymiarowej przestrzeni ukladu Kartezjariskiego [7], sferycznego [8] i
cylindrycznego. Uzyskano dobra zgodno$¢ z metoda réznic skoriczonych i
clementow skoriczonych.

W metodzie TLM rozwaza si¢ rozwiazanie obwodow przez uwzglednie-
nie propagacji impulséw o ksztalcie funkcji delta wzdhuz linii transmisyjnych,
ktére w przypadku jednowymiarowym sa rOwnolegle do siebie i utozone w
kierunku propagacji sygnatu. Bierze si¢ pod uwagg rozpraszanie na poszcze-
g6Inych elementach, na ktore rozwazany osrodek zostal podzielony do celéw
analizy numerycznej [1, 2, 3]. Wszystkie linie transmisyjne charakteryzuja si¢
tym samym czasem opéZnienia At, tak Ze wszystkie impulsy osiagaja kolejne
strefyrozpraszania jednoczesnie. Charakterystyczna impedancja linii Z , mo-
ze by¢ obliczona z zaleznoéci Z, = (L, /C,)"%. Poniewaz predkosé wzdhuz linii
transmisyjnej Ax/At = (L, Cd)?/2 to
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At

Z0 &= Cd—AX (4)

gdzie Ax oznacza rozmiary elementu, At - krok czasowy. Wspotczynnik
odbicia na rezystorze p = (1 + 2Zo/R) ", gdzie R = RqAx.

Rys. 2 przedstawia jednowymiarowq lini¢ wzdtuz ktorej odbywa sie
propagacja impulsow. Rys. 3 pokazuje opisany wyzej mechanizm propagacji
impulséw w przypadku Jednowymlarowym gdy one sg jednakowej wysokosci
w obu kierunkach rozproszenia.

Wezet Wezet Wezet
2 1} R SRR LA o

podchce_. ﬂ ° ﬂ

odbite P AR
L 2
bRl

padajgce ﬂ ﬂ

—0——0——+—0—-T—2A]‘

odblte
fise

Rys. 3 Rys. 4
Propagacja impulséw wzdhuz Tréjwymiarowy model TLM.
jednowymiarowe;j linii transmisyjnej.

Najmniejszy element dyskretny ciala statlego pod wzgledem parame-
trow elektrycznych moze by¢ przedstawiony jak na rys. 4, w przypadku
trojwymiarowym. Generator pragdowy na rys. 4 modeluje generacje ciepta w
tym elemencie. Komorki zawierajace rezystory R potaczone za pomocy
pojemnosciowe]j bezstratnej linii transmisyjnej Z modeluja odpowiednio cie-
plng opornos¢i cieplng pojemnos¢. Jezeli w taki obwdd wprowadzimy waski
impuls potencjatu (skok temperatury), to bedzie on w ogdlnym przypadku
rozprzestrzeniac si¢ w trOjwymiarowym oSrodku a jego kierunek oraz zwrot
przesuwania si¢ mozna okresli¢ liczbami od 1 do 6 (rys. 4). Gdy impulsy
przesuwajq si¢ wzdhuz napotkanych elementéw beda ulegaly rozproszeniu
na weztach tych elementow.
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W nastgpnym momencie rozproszone impulsy tacza si¢ tworzac wypad-
kowy impuls w weZle. Ten impuls begdzie rozwigzaniem lokalnym rOwnania
(2) po kazdym skorczonym (kr6tkim) przedziale czasu. Jak wspomniano,
metoda TLM polega na okreSlaniu wypadkowej wysokosci impulséw po
wprowadzeniu ich do obwodu linii transmisyjnej. Konwencja numerowania
impulséw z uwzglgdnieniem kierunku i zwrotu jest pokazana na rys. 4. Zatézmy,
ze oS x pokrywa si¢ z kierunkami 1, 2, 0§ yiz z kierunkami 3, 4 itd. oraz R =
R,=R,,R;= R,=R,itd. oraz niech impedancja charakterystyczna Z nie zalezy
od kierunku. Niech , V| jest impulsem napigciowym padajacym (indeks i) na
wezet z kierunku j przy k-tej iteracji (uptynal czas kAt). Stosujac teorig
obwod6w Thevenina i Nortona otrzymamy, ze potencjal wezta ® wynosi:

oo | 2Vt VD) 26V V) 2Vs+ V) |1
k=T R.+Z R+ Z R, +Z ¥

5)

i 4 2 2
§Rier= popat T L R
W przypadku tréjwymiarowym pojemnos$¢ wezta mozna podzieli¢ na
trzy linie transmisyjne w kazdym prostopadtoscianie o wymiarach Ax, AyiAz.
Zatem na podstawie (4)

At
Z=qz | 6)

oraz wprowadzajac pojemnosc cieplng C, otrzymujemy
C=dC,AxAyAz @)

Impedancja charakterystyczna moze by¢ r6zna dla sasiadujacych we-
zt6w gdy zastosowana jest zmienna przestrzenna dyskretyzacja. Impulsy pa-
dajace na wezet ulegaja czgsSciowemu rozproszeniu. Ich wartosei okreslaja
nast¢pujace zaleznosci:

l "

Wia= R+ Z 4@+ (R,- Z) )
It :

V34= Ri% [Z;@+ (R,— Z) V34 ®)
1

Vse= R T Vot (B W56l

29
http://rcin.org.pl



Zastosowanie metody TLM...

Biorgc pod uwage takze mozliwo$¢ odbi¢ na miedzyweztowych niecig-
glosciach impedancji, wystepujacych jesli w sasiadujacych ze sobg obszarach
zachodzi Ry Cy =R, | Cy,, |, O ma miejsce w materiatach niejednorod-
nych, mozna obliczy¢ wysokosci impulséw padajacych w chwili (k+1)At, czyli
odpowiadajgcej temu momentowi k+1 iteracji. Umozliwia to relacja

@i@09,2) =T @) + A-T) uyw)  (9)

gdzie wspotczynnik odbicia impulsu w kierunku j oblicza si¢ z zaleznoSci

Z(uyw) — Z
Ij= zEZ‘Jﬁ% e zgi,’g o

Wartosci j’,u, v, wdla j = 1, 2,...6 wystepujace we wzorze (9) sg przedsta-
wione w Tabeli 1.

Tabela 1.
j i u v w
a4l 2 x-1 y zZ
2 1 x+1 y z
3 4 X y-1 zZ
4 3 X Yt z
5) 6 X y z-1
6 5 X y 741

Powtarzajac wyliczenia zgodnie ze wzorami (5) - (10) otrzymamy zalezng
od czasu zmiang temperatury w kazdym wezle trojwymiarowej przestrzeni.

Jak z powyzszego wynika, metoda TLM numerycznego modelowania
zaleznego od czasu rozktadu napiecia lub temperatury jest stosunkowo pro-
sta. Dodatkowg zaletg tej metody jest tatwoS¢ ustalania roznych warunkow
brzegowych. Mozna wprowadzi¢ warunek stalego napigcia, statego nateze-
nia pradu, zwarcia, otwartego obwodu, warunkow posrednich mi¢dzy wyze;j
wymienionymi a takze dopasowac sagsiednie linie transmisyjne.

W przypadku zastosowania metody TLM w analizie termicznej wymie-
nione warunki oznaczaja odpowiednio: statg réznice¢ temperatury, staty stru-

mien ciepla (stan stacjonarny), idealny kontakt termiczny i idealng izolacje
termiczng.

Dyskretny charakter tej metody symulacyjnej umozliwia jej stosowanie
do rozwigzywania probleméw rozptywu ciepta gdy jest ono generowane w
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réznych czgsciach rozwazanego obiektu, ktory dodatkowo moze by¢ niejed-
norodny. Przykltadem jest analiza rozpraszania mocy w warstwie przewodza-
cej na podtozu izolacyjnym [10] a takze w innych przyrzadach
pOtprzewodnikowych [11-14].

W prezentowanej pracy metod¢ TLM zastosowano do analizy czasowe]
rozktadu temperatury w niejednorodnym precie, zawierajacym rdzen o roz-
niacym si¢ wspOtczynniku przewodnictwa cieplnego od pozostalejczgscitego
preta. Przy obliczeniach nalezy ustali¢ warunki brzegowe. Mozna tego doko-
na¢ droga ustalenia wartosci wspOtczynnika odbicia T';. Jezeli rozwazany
obiekt jest symetryczny, wtedy do obliczefi mozna bra¢ potowg lub nawet
¢wier¢ tego obiektu. Jest to uwarunkowane wzgledami symetrii. Na granicy
podziatu rozwazanego obiektu przyjmuje si¢ I' = 1, co oznacza, ze padajace
impulsy powracaja z niezmieniong amplituda. W przypadku doskonatlej izo-
lacji powierzchni obiektu przyjmuje si¢ takze I' = 1. Jest to rOwnowazne z
obwodem rozwartym. Natomiast na granicy gdzie zostaly wytworzone wa-
runki doskonatego odprowadzania ciepta (krotkie zwarcie) nalezy przyjac
warto§¢ I' = - 1. W przypadkach innych, gdy na granicy wyst¢puje cz¢sciowy
odplyw ciepta w wyniku zlej izolacji, konwekcji, promieniowania, nalezy
przyja¢ wartosci I' poSrednie migdzy 1 a -1, w zaleznosci od intensywnosci
utraty ciepla na granicy.

Wyzej opisang metod¢ nume-
ryczng TLM zastosowano do anali-
zy czasowej zaleznoSci rozktadu
temperatury w prostopadtoscien-
nym precie zawierajacym rdzed o
rOzniacym si¢ dziesigciokrotnie

K
2. WYNIKI OBLICZEN /
e
|
|
|

wspOlczynniku przewodnictwa cie- L.
plnego od pozostalej czgsci preta i
(rys. 5). Czolowa powierzchnia jest vx
utrzymywana w stalej temperatu-

rze. W wyniku czego cieplo ptynie Rys. 5

do wnetrza badanego ciata w przy- Niejed.porodny prosto;.)adlo.écian. uzyty do sy-

blizeniu osiowo. Predko$¢ przeply- Mulacii komputerowej trojwymiarowego roz-

Whesiotitnl o st Htisnaee N srlathis plywu ciepta. Linia przerywana rozdziela

2 szil ,'] BB N = ¢ obszary o roznych przewodnosciach ciepta.
UzZ poOZzZostai€] CZgSC1 preta
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otaczajacej ten rdzen (rézny wspotezynnik przewodnictwa). W obliczeniach
przyjeto idealng izolacj¢ calego preta. Ze wzgledu na symetrig zagadnienia,
obliczenia przeprowadzono jedynie w obszarze 1/4 prostopadtoScianu, a
przedstawione wyniki dotyczg ptaszczyzny z = 0.

Oddzielnie analizowano dwa przypadki: gdy wspotczynnik przewodnic-
twa rdzenia byt 10 razy mniejszy od wspdtczynnika pozostatej czesci preta
oraz przypadek odwrotny. Jak nalezato si¢ spodziewal, w uktadzie pier-
wszym najwolniejszy przeptyw ciepta zachodzi wzdtuz osi preta. Oczywiscie
w miare oddalania si¢ od czotowej powierzchni (utrzymywanej w temperatu-
rze 1000°C) wzdtuz kierunku x temperatura spada. Wynikow tego liczenia
nie przedstawiono na rysunku. Pokazano natomiast wyniki przyrostow tem-
peratury AT wzdluz kierunku y w réznych odlegtosciach od powierzchni
czotowej (rys. 5). W przypadku rdzenia o zmniejszonej przewodnosci, na
ptaszczyznie x = const, najnizsza jest temperatura na osi preta, gdzie
AT = 0. Zatem w tym przypadku miejscem odniesienia jest oS preta gdzie
oczywiscie temperatura maleje w kierunku x.

Numeryczne wyniki przedstawione na rysunku 6 dotyczg prostopadto-
Scianu o wysokoSci 12 mm posiadajacego podstawe kwadratowa o boku
a = 16 mm, wykonanego z miedzi (K = 399 W/mK, d = 8933 kg/m?,

C = 398 J/kgK), zawierajacego
wzdluz swej osi materiat o przewod-

AT(K) K/10 K nictwie K’ = K/10, o ksztalcie pro-
200[ 7, T35mm Py stopadtoScianu z podstawa
160 Y %//2’7’:/;’:—_ kwadratowg o boku 3 mm. Sytuacja
120 7///5’"/_* rozktadu temperatury wzdtuz osi y
80 4 05 dotyczy momentu po uptywie 0,1 se-
il i g kundy od chwili rozpoczegcia grzania

40 s 0 12 y p € g
ol . w warunkach statej temperatury na
0 1 2 3 4 5 6 7 8 powierzchni. Stwierdzono, ze aby

y (Mm)  uzyska¢ wyniki niezalezne od "kro-
ku" czasowego At (wzor (6)), nalezy

i rzyja¢ At < 0,001s

Wzrost temperatury w kierunku prostopad- przyla i :
lym do osi preta z rdzeniem Zle przewodza- Rysunek 6 pokazuje w jaki spo-
cym, po uplywie 0,1 s od rozpoczecia sOb przyrosty temperatury migdzy

grzania. Liczby przy krzywych oznaczajg od-

leglo$ci w mm od grzanej powierzchni. osig prostopadioscianu a otaczaja-

cym ja materiatem zaleza od odle-
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glosci od grzanej powierzchni czoto-
wej.

Podobna zalezno$¢ jest poka-
zana narys. 7 w przypadku odwrot-
nym - gdy rdzen o ksztalcie
prostopadtoscianu (bok a = 3mm)
jest wykonany z miedzi, a pozostata
jego czgsé¢ z materiatu o przewodno-
$ci K’ = K/10. Tu wzdhuz osi ciepto
plynie szybciej. Na plaszczyZnie 3
X = const temperatura jest najwy- y (mm)
zsza na osi pre¢ta spadajac w kierun-
ku powierzchni bocznej prosto-

Rys. 7

dlosei B v Ost (o tbe. Wzrost temperatury w kierunku prostopad-
PAICHAAIE) SN IINE 0> p tym do osi prgta z rdzeniem miedzianym, po

ratury wynosi zero na powierzchni uplywie 0,1 s od rozpoczecia grzania. Liczby
preta zwigkszajac si¢ wKierunku je-  przy krzywych oznaczajg odleglosci w mm od
go osi (rys. 7). Oba rysunki dotycza grzanej powierzchni.
rozkladu temperatury jedynie na

plaszczyznach x=const oraz tylko

wzdluz prostej b¢dacej prostopadta do osi i do boku prostopadioscianu.

W celu uproszczenia wyliczeni przyjeto w tej pracy, ze parametry mate-
rialowe warunkujace przeplyw ciepta nie zaleza od temperatury. Z uwagina
dyskretyzacj¢ objetosci preta jak i1 czasu, istnieje mozliwo$¢ wprowadzenia
zaleznosci temperaturowych tych parametrow. Wiaze si¢ to jednak z kilka-
krotnym wydluzeniem czasu liczenia. Przy znacznych r6znicach temperatury
1 koniecznos$ci uzyskania precyzyjnych wynikéw, tej trudnosci nie da sig¢
uniknac.

3. PODSUMOWANIE

Znane sa problemy zwigzane z gwaltownym wydzielaniem si¢ i propa-
gacja ciepta w kompozytach widknistych, zwhaszcza w elektrotechnice. Mate-
rialy te charakteryzuja si¢ obszarami posiadajacymi parametry termiczne
skokowo i wielokrotnie réZniacymi si¢ od obszar6w sasiednich. Analityczne
rozwigzania nawet jezeli s osiggalne w mniej ztozonych przypadkach, sa
najczg¢sciej niewystarczajace. W pracy zastosowano stosunkowo prosta meto-
d¢ numeryczng zwang TLM, do przestrzenno-czasowej analizy probleméw
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przepltywu ciepla i wyznaczania wartoSci temperatury w trojwymiarowym
precie jako oSrodku zawierajacym rdzen o skokowo i wielokrotnie rozniaca
si¢ przewodnosScig ciepta w porOwnaniu z otaczajaca rdzen cze¢Scig preta. W
celu poprawnego wyznaczenia pola temperaturowego w postaci wartosci
liczbowych, niezbedne jest prawidlowe ustalenie warunkow brzegowych i
poczatkowych. Nalezy takze dobra¢, w zaleznoSci od potrzeb opracowania,
podziat przestrzenny obiektu. Od tego zalezy warto$¢ kroku czasowego sto-
sowanego w wyliczeniach. Ze wzgledu na to, ze mechanizm liczenia polega
na przesuwaniu si¢ po kazdej iteracji impulsu cieplnego o jeden wezet w gltab
obiektu, liczba iteracji powinna by¢ znacznie wigksza od liczby weztow w
danym kierunku (od wzajemnego stosunku tych liczb zalezy btad popetniony
w wyliczeniach).

Na rysunkach 6 1 7 pokazano, w jaki sposOb zmienia si¢ temperatura w
niejednorodnym precie w trakcie przeplywu ciepta. Pokazano zmiany tem-
peratury w kierunku poprzecznym do osi preta w zaleznosci od odlegtosci od
grzanej powierzchni. Porownanie wzajemne krzywych dotyczgcych roéznych
odlegtosci od grzanej powierzchni pokazuje, ze na przyktad po uptywie 0,1 s
najwicksze przyrosty temperatury wzdhuz osiy wystepuja w odlegtosci 3..5
mm od zZrodla. Wyniki obliczen dla dtuzszych od 0,1 s czaséw przeptywu
ciepta (nie pokazano na rysunkach) wykazuja, ze miejsce wystgpowania
maksymalnych zmian temperatury w kierunku poprzecznym oddala si¢ od
grzanej powierzchni oraz roznice temperatury zmniejszaja si¢ w miar¢ wy-
dhuzania si¢ czasu przeptywu ciepta. Wystepuja duze roznice w rozktadzie
temperatury w obu rozwazanych przypadkach (rdzen lepiej lub gorzej prze-
wodzacy). Przy czym wigksze roznice temperatur wystepuja w przypadku
lepiej przewodzacego rdzenia. Jednak nalezy bra¢ takze pod uwage réznice
w wielkoSciach przekrojow poprzecznych do osi preta w jego czesci dobrze i
zle przewodzacej. W przypadku analizowanym na rys. 6 przewaza przekroj
czeSci lepiej przewodzacej a na rys. 7 jest odwrotnie.

Autorom nie jest znana zadna krajowa publikacja dotyczaca rozwigzy-
wania probleméw przewodnictwa ciepta metodg TLM. Z pewnoScig bytoby
korzystne spopularyzowanie jej w oSrodkach zajmujacych si¢ problemami
propagacji ciepta. Wydaje si¢ takze, ze sama metoda nie zostata dotychczas
wszechstronnie przebadana, a wszystkie jej mozliwosci dotyczace przeptywu
ciepla oraz innych probleméw dyfuzyjnych wymagaja dalszych badan.
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