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1. Wstep

Odkad ekologia istnieje, uporczywie pdwtar'zajq si¢ nawolywania do precy-
zyjinej kwantyfikacji, formalizacji matematycznej (modelowanie matematyczne),
a przynajmniej eleganckiej anahzy statystycznej danych. Nic wiec dziwnego, Ze
statystyczne metody analizy korelacji 1 regresji zna_]dUJa szerokie zastosowame .
\} ekologu ktora jest wszak naukq O wspolzaleznoscmch w przyrodzie. Obliczenia
statystyczne sa jednak do$é zawile, pracochlonne, podatne na pomytki. Trudnoéci
te sq wystarczajgce, aby kazdg probe zastosowania zmudnych rachunkéw poprze-
dzi¢ glebokim namystem. Zawito$¢ trudnych do zapamigtania wzorow kaze siggac
do podrecznikéw, w ktorych obok przepisu wykonama obliczen znajduje sie za-
zwyczaj rozdzial teoretyczny, zawierajacy rozne zastrzezenia i deklaracje koniecz-
nych do spelnienia zalozen, zachecajacy do namystu jeszcze glebszego. |

Tak bylo dawniej. Dzi§ mamy komputery i kalkulatory programowalne. Obli-
czenia statystyczne wykonuje si¢ przyciskajac guzik, a calg teorig¢ zastgpuje instrukcja
wczytywania danych i naciskania klawiszy. W pracach ekologicznych i pokrewnych
(na przykilad ewolucyjnych, zwlaszcza dotyczacych tzw. strategu zyciowych) roi sig
wiec od regresji 1 wspotczynnikow korelacji, po ktorych nastepuje zazwyczaj sgznista
dyskusja i daleko idgce wnioski (albo nic nie nastepuje, jezeli obliczenia miaty cha-
rakter rytualno-dekoracyjny). Autor dobrze wie co mowi, bo sam posiada taki
kalkulator 1 z upodobaniem i niezmgconym spokojem wiele takich rachunkéw sam
popeinil, lub, co gorsza, doradzit kolegom. Nie bez znaczenia jest tez fakt, Zze naj-
czeiciej uzywane przez biologéw podreczniki statystyki koncentruja sie na do$wiad-
czalnictviie, pobieznie traktujgc zagadnienia statystyki opisowej. Jak to jest z eks-
perymentem w ekologii 1 ewolucjonizmjé nie trzeba nikomu wyjasniac.

Tymczasem jednak podnosza si¢ glosy protestu' W ostatnich latach ukazalo
si¢ wiele prac zwracajacych uwage na bezkrytyczne a nawet bledne stosowanie
analizy statystycznej do badan wspolza]eznosa biologicznych. Sposéréd grzechéw
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réznych (np. nieumiejetnego stosowania transformacji logarytmicznej, por Smith
1980, Heusner 1982) krytycy zwracaja szczegdéing uwage na nierozrdoznianie ana-
lizy regresji od analizy korelacji. Zalecaja tez poprawne procedury, ktére trudno
znalez¢ w podrgcznikach (Harvey 1 Mace 1982, Seim 1 Saether 1983, II wydanie
,,Biometry”’ Sokala 1 Rohlfa 1981).

Wobec braku nowoczesnych podrecznikow statystyki dla biologéw w jezyku -
polskim (jezeli nie liczy¢ ksiazek o zakresie elementarnym) oraz znacznego rozpro-
szenia prac metodycznych w literaturze, zdecydowalem si¢ na napisanie tego arty-
kuhui. Moim celem nie jest wyjasnienie wszystkich niuansow statystycznej analizy
wspolzaleznosci biologicznych, bowiem zdaj¢ sobie sprawe z wlasnego dyletantyzmu
w tej materii. Z tego samego powodu wybralem metod¢ obrazkowa raczej niz forma-
lizm matematyczny, ktoremu 1 tak bym nie sprostal. Jezeli jednak uda mi sig pogor-
szy¢ samopoczucie czytelnikow, stosujacych dotad beztrosko analizy regresji 1 ko-
relacji, cho¢by w tym stopniu, w jakim pogorszylo si¢ moje samopoczucie po prze-
czytaniu wyzej cytowanyvch tekstow krytycznych, zadanie swoje uznam za wypel-
nior €.

2. Charakter rozkiadu dwuwymiarowego

Zwykly stereotyp postepowania przy badaniu wspoizaleznosci zmiennych (jak-
tego dowodza setki prac w roéznych czasopismach, z najbardziej renomowanymi
wlacznie) sprowadza sie do obliczenia wspotczynnikow korelacji Pearsona (r) 1 row-
nania regresji linlowej metoda najmniejszych kwadratow, zazwyczaj z podaniem
istotnosci regresji, rzadziej z oceng bledu standardowego wspdlczynnika nachylenia
regresji. Stereotyp ten czasem stanowi post¢gpowanie poprawne, a przynajmniej
nieszkodliwe, czasem jednak prowadzi do fatszywych wnioskow merytorycznych
i dowodzi zignorowania roznicy miedzy analiza regersji a analiza korelacyjna. Aby
wyjasni¢ o co tu cirodzi, trzeba niestety zaglebi€ si¢ w nieco trywialne rozwazania
o0 naturze rozkiadu dwuwymiarowego.

W ogromr ej wigkszosci wypadkow obie badane cechy sa zmiennymt losowymi,
a caiowita wariancja, kidora charakteryzuje ich rozklady, sklada si¢ z naturalnej
zmiennodci 1 bledu pomiarowego. Podstawowym warunkiem stosowalno$ci regresii
1 korelacjt jest normalny rozklad zmiennych 1 tylko takimi zmiennymi bgdziemy si¢
zaimowali. Pominiemy przy tym zagadnienie normalizacj rozkiadow poprzez
transformacie (np. logarytmiczra) darych, chociaz i1 te procedury nie sa wolne od
pulapek godnych uwagi.

Mamy wiec do czynienia z dwuwymiarowym rozkladem normalnym. Na tro;-
wymiarcwym modelu (rys. la) rozkilad taki wyglada jak symetryczny pagorek,
ktorego prostopadie pizekroje stanowia krzywe normalne, a ,,poziomice” oznacza-
jace okreSlone gestesci prawdopodobienstwa maja ksztalt koncentrycznych elips,
co jeszcze lepiej widad, gdy spojizymy na ten rozklad ,,z gory” (rys. 1b). W szcze-
golnym wypadku (brak korelacjl)) owe poziome przekroje moga przybraé ksztalt
kota (rys. 1c), badz tez — w przypadku zupetnego zdeterminowania wartosci jednej
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Rys. 1. Dwuwymiarowy rozklad normalny
a — przestrzenny obraz dwuwymiarowego rozkladu normalnego dla skorelowanych zmiennych

Y; 1 Y2, b — rzut pionowy rozkladu dwuwymiarowego; izolinie jednakowej gestosci rozkladu maja
ksztalt koncentrycznych elips, ¢ — przy braku korelacji izolinie maja ksztalt koncentrycznych két
Bivariate normal distribution

a — three-dimensional model of the distribution of two correlated normal variables ¥Y; and Y,
b — its vertical projection. The isolines of equal density of distribution are concentrically eliptic,
¢ — when there is no correlation the isolines form concentric circles
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Rys. 2. Dwuwymiarowy rozklad normalny, gdy wystepuje zupelna korclacja miedzy zmiennymi
(r=1)

a — przestrzenny obraz takiego rozkiladu, b — rzut pionowy

Bivariate normal distribution of two variables perfectly correlated (r=1)
a — three-dimensional model of such distribution, & — its vertical projection
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zmiennej przez drugg — pagorek moze splaszczy¢ si¢ do formy jednowymiarowe;j
pletwy (rys. 2). W kazdym razie obie zmienne charakteryzuja si¢ rozkiadami
normalnymi, co wida¢ po zrzutowaniu ich na S$cianki trojwymiarowego ukiadu
wspotrzednych (rys. 1, 2). b0
Nikt nie zliczy przyklad ow takich wspodtzaleznosci dwoch zmiennych w ekologii.
Siegajac do pierwszego z brzegu podrecznika znajdujemy na przykl_é_d korelacje
piersnicy i wysokosci drzewa, wspolzalezno$¢ cigzaru ciata 1 wielkosci terytorrum
u ptakow i ssakow, wielkosci ciata drapieznikow i ich ofiar, wielkosci ciata i dtugosci
trwania pokolenia 1 tak dalej. Czasami zalezno§¢ ma charakter wyrazaie asymetrycz-
ny, chociaz obie zmienne s3 niewatpliwie zmiennymi losowymi. Przyktadem niech
bedzie zalezno$é miedzy ewapotranspiracja a produkcja pierwotna w ekosystemach.
Zupelnie wyjatkowo mozemy mieé do czynienia z sytuacja, w ktorej tylko
jedna ze zmiennych ma charakter losowy, podczas gdy druga przybiera wartosci
§ci§le zdeterminowane, nie obciazone Zadna zmienno$cia ani bledem. Realnym
przykladem takiej sytuacji jest uklad doswiadczalny, w ktorym eksperymentator
ustala z géry wartoéci jednej zmiennej i dokonuje pomiaréw pozostalej, bedace;
zmienng losowa. Typowa ilustracja z literatury ekologicznej jest zaleznos¢ metabo-
lizmu od temperatury otoczenia u zwierzat stalocieplnych. OczywiScie 1 w tym wy-
padku pierwsza zmienna moze by¢ obciazona bigdem pomiarowym, lecz wzgledna
wielko$¢ i charakter rozkiadu tego bledu pozwalaja na pominigcie jego wplywu
w tych rozwazaniach. W takim wypadku rozklad, z jakim mamy do czynienia, ma
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Rys. 3. Dwuwymiarowy rozklad, kiedy jedna zmienna jest losowa (Y), a druga przybiera wartosci
ustalone (X)

a — przestrzenny obraz rozkladu, b — rzut pionowy; izolinie jednakowej gestosci rozkladu dla
zmiennej Y przebiegaja roOwnolegle, a maksima g¢stosci rozkladow Y wyznaczajg lini¢ regresji

The two-dimensional distribution of one random variable (¥) when the other (X) attains only fixed
values

a — three-dimensional model, b — its vertical projection. The isolines of equal density for the
variable Y are parallel, the maxima of the densites of Y-distributions determine the regression line
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zupelnie inne wiasciwosci niZz opisany wyzej symetryczny dwuwymiarowy rozklad
normalny.

Kazdej ustalonej warto$ci zmiennej kontrolowane; przez badacza odpowiada
normalny rozktad zmiennej losowej mierzonej w eksperymencie (rys. 3). Nasz model
ma ksztait wydhuzonego watka, ktérego przekroje stanowig krzywe normalne.
- Obszary jednakowej gestosci prawdopodobienstwa stanowig proste rownolegle, nie
za$ elipsy, jak w poprzednim wypadku. Juz na pierwszy rzut oka réznica miedzy
opisanymi rozkladami jest wyrazna i nie pozostaje bez wplywu na dobdér metod
stosowanych do badania takich wspotzalezno$ci. W pierwszej kolejnosci powmmémy
wiec okresllc z jakim typem rozkladu mamy do czynienia.

-~

3. _Z_aloienia 0 charakterze wspélzaleznosci

.. Przystepujac do badania wspotzaleznosci cech powinniSmy mie¢ mozliwie
jasne wyobrazenie .0 charakterze zwiazku, ktory moze laczyé badane zmienne,
a przynajmniej jednoznacznie sformulowang hipotez¢ na ten temat. Czym innym
jest bowiem sprawdzanie, czy w badanym ukladzie w ogdle istnieje jakas wspoizalez-
noéé mierzonych cech, a czym innym testowanie hipotezy o istnieniu §ci§le okre§lone;
w swojej formie zalezno$ci (np. funkcjonalnej), czym innym wreszcie dopasowywame
parametrow do rownania opisujgcego t¢ zaleznoscC.

Hipoteza o istnieniu okreS§lonego typu zalezno$ci funkcjonalnej moze by¢
postawiona zaréwno w przypadku ukladu eksperymentalnego, w ktérym jedna ze
zmiennych (,,zmienna niezalezna’) jest kontrolowana przez badacza, jak 1 w przy-
padku pobierania losowych probek z rozktada dwuwymiarowego. Z uwagi na rozny
charakter rozktadu danych zebranych tymi sposobami w dalszej analizie konieczne
Jest stosowanie odrgbnych metod rachunkowych.

Wezmy wpierw pod uwage problem eksperymentatora, ktory dokonuje pomlarow
jednej cechy (Y), o ktérej z gory zaklada, iz jest ona liniowg funkcja drugiej zmiennej

(X) i ustala doktadnie wartodci tej drugiej w swolm doémadczemu Wiadomo wigc,
Ze istnieje zaleznosC typu:

Y=a+pX _ _ ' R 5 3

i nalezy tylko dokona¢ estymacji parametrow « i § oraz ewentualnie oceni¢, w jakim
stopniu empiryczne warto$ci zmiennej Y sg determinowane przez zaleznos¢ (1),
a w jakim jej wartosci zmieniaja si¢ na skutek wptywu innych czynnik6w, nie uchwy-
conych w do§wiadczeniu, oraz bledu pomiarowego. Kazda zmierzona wartos¢ Y,
jest obarczona innym bledem (w stosunku do wartosci ¥ wynikajacej z postulowanej
funkcji od X), ale te wartoéci uktadaja sie w rozklad, zazwyczaj normalny, o okreslo-
nej i tatwej do zbadania w eksperymencie wariancji. Mozemy to zapisaC w ten spo-
sOb: 1

Y,—-az+ﬂX;+s, _' (2)

gdzie &, oznacza blad zmiennej Y, odpowiedzialny za istnienie zmiennosci Y dla
kazdego X.

71
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Warto§é oczekiwana rozkladu bledu & wynosi 0, a wiec Srednia wszystkich
pomiaréw Y; dla kazdego X powinna wynosi¢ dokladnie «+4 fX;. Powtarzajac
wielokrotnie pomiary Y przy ustalonych warto$ciach X moZemy oszacowaé wariancj¢
tego bledu i dzigki temu wyciggng¢ wiele interesujacych wnioskow: o przedziale
ufno$ci oszacowanych parametrow rownania (/), o pewnosci z jaka mozemy prze-
widywaé nieznane warto$ci Y dla dowolnie wybranych wartosci X, wreszcie o sile
badanego zwigzku w stosunku do interferujgcych czynnikow przypadkowych, nie
ujetych w doswiadczeniu. '

Inaczej rzecz si¢ ma przy badaniu wspotzaleznosci dwoch zmiennych losowych,

- Y, 1Y,. Na poczatku nie mozemy poczyni¢ innych zalozZen niz to, ze badane zmienne
majq rozklady normalne. W tej sytuacji mozemy postawi¢ tylko hipoteze o istnieniu
miedzy nimi wspoéizaleznoSci 1 nast¢pnie dokona¢ oceny wspoiczynnika korelacy
(postepujac wediug recepty podanej w kazdym podreczniku statystyki). Mozemy
nastepnie badaé istotno§¢ otrzymanego wspolczynnika korelacji, porownywac
wspoiczynniki uzyskane w rdéznych badanych populacjach i1 tak dalej, stosujac
powszechnie znane testy. Bez wprowadzenia dodatkowych zalozen Zzadne inne
operacje rachunkowe nie wniosa juz nic nowego. Wysoka warto$¢ wspolczynnika
korelacji moze jednak da¢ asumpt do poczynienia zaloZenia, 1Z pomi¢dzy badanymi
zmiennymi istnieje zalezno$¢ liniowa, zgodna z rOwnaniem:

Y,=a+pY, (3)

Zbliza to nas do poprZedniej sytuacji, kiedy z goéry zakladaliSmy istnienie funkcjo-
nalnej zalezno$ci. W tym wypadku jednak przewaznie nie mamy powodu wyrézniac
a priori jednej ze zmiennych jako zmiennej niezaleznej 1 mozemy réwnie dobrze
napisac:

Y,=1/ Y, —o/p

Moze nas jednak interesowaé estymacja parametrow rownania (3) tak, aby mozna
bylo ilo§ciowo okresli¢, jak zmienia si¢ warto$¢ oczekiwana jednej ze zmiennych
przy zmianach wartosct drugiej. W tym wypadku jednak zmierzone wartosci obu
zmiennych, Y, 1 Y,, obarczone sa bledami, wynikajagcymi zarowno z bledow po-
miarowych jak 1 z wplywu innych czynnikéw niZ okreslona réwnaniem (3) wspol-
zalezno$§¢. Mozna t¢ sytuacje zapisa¢ rownaniem:

(Yi+e)=a+p(Y,+¢,) 4)

Rowniez 1 te bledy, €, 1 &,, maja rozklad normalny (z zalozenia!) z wartoscig oczeki-
wang 0 1 okreSlong wariancjeg, ale o tej ostatniej nie dowiemy si¢ wiele powtarzajac

~ pomiary czy obserwacje obu zmiennych, inaczej niz to byio w przypadku réwnania
(2), bowiem mamy zbyt wiele niewiadomych.

Moze sie¢ zdarzy¢, 1Z o badanym rozkladzie dwuwymiarowym wiemy z gory,
1Z kryje sie za nim asymetryczna zaleznos¢ funkcjonalna (a wigc jedna ze zmiennych
jest wyrdzniona jako zmienna niezalezna), ale jednak sposob pobierania proby nie
spelnia warunku ustalenia jej warto$ci bez bigedu. Otoz sytuacja ta nie rézni1 si¢ w
gruncie rzeczy od tej, w ktorej mamy dwie symetryczne zmienne losowe (jak w row-

naniu (4)).
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Mamy wigc dwa rézne modele i do kazdego z nich powinni§my stosowaé odpo-
wiednie metody analizy statystycznej. Zaczniemy od najczeSciej stosowanej, ale
nie zawsze wybranej prawidlowo regresji liniowe;.

4. Regresja liniowa wedlug najmniejszych kwadratow

Niemal wszystkie podreczniki statystyki podaja przepis na obliczanie regresji
lintowej 1 wiele z nich formuluje mniej lub bardziej jednoznacznie liste zalozen
i ograniczen tej metody (z podrecznikow dla biologéw w jezyku polskim regresja
zdefiniowana jest najprecyzyinie] w ksigzce Parkera 1978). Mimo to jednak za-
strzezenia te sg czesto ignorowane. Przypomniymy wiec, ze araliza regresji dotyczy
wylacznie sytuacji, kiedy tylko jedna ze zmiennych jest zmienng losowa, a pozostala
zmienna przybiera wartosci ustalone przez eksperymentatora (rozklad jak na rys. 3).
Zatozenia o stosowalnosci regresji, ktore musza by¢ speinione przed przystapieniem
do analizy, sa nastepujace: (1) Obie zmienne zwigzane £3 funkcjonalng zaleznoscia
o charakterze liniowym, opisang rownaniem (7): Y=o+ fX, gdzie Y stanowi zmienna
zalezng 1 jest zmienna losowa, zas X — zmienng niezalezna, kontrolowana w eks-
perymencie. Zalezno$§¢ jest wiec asymetryczna. (2) Rozklad zmiennej zalezne] Y
jest normalny dla kazdej wartosci X, przy czym $rednia z tego rozkladu przypada
dokladnie na linii regresji danej powyzszym rownaniem. (3) Wariancja rozkiadu
zmiennej Y jest stata 1 nie zalezy od wartosci X.

Jak wigec widaé, zastosowanie regresji liniowej ogranicza si¢ do specjalnego
przypadku ukladdéw doswiadczalnych. Metoda najmniejszych kwadratow pozwala
na oszacowanie wartosci parametrow rownania (/), dzigki czemu otrzymuje sig
réwnanie empiryczne (Y=a-+bX). Istota tej metody jest takie dopasowanie wspol-
czynnikow réwnania, aby suma kwadratéw roznic pomig¢dzy zmierzonymi warto-
Sciami zmiennej zaleznej Y a wartoSciami oszacowanymil z rownania, przy wyzna-
czonych wartos§ciach zmiennej niezaleznej X, byla najmniejsza. Graficzna inter-
pretacja tej procedury wskazuje, iz odleglo$¢ pomiedzy empiryczng a oszacowang
wartoscig Y mierzy si¢ w kierunku pionowym (rys. 4).

Rys. 4. Odchylenia wartosci zmiennej Y od war-
tosci oczekiwanych z regresji mierzymy pionowo
— L———J————J—————J—X» The deviations of empirical values of the variabie

Y from the regression are measured vertically
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Dyskutowanie istotnoSci wspolczynnika korelacji (r) w ukladzie, w. ktorym

poprawne bylo zastosowanie analizy regresji jest pozbawione znaczenia, gdyz fakt
1stnienia i1stotnego zwigzku pomigdzy badanymi zmiennymi stanowi zalozenie
a priori tej metody. Wazna interpretacje ma jednak w tym wypadku tzw. wspéi-
czynnik determinacji (%). Latwo dowie§¢, iz wspotczynnik ten stanowi stosunek
kwadratow odchylen od sredniej ¥, wynikajacy z istnienia regresji, do catkowitej
sumy kwadratow. Informuje wigc o tym, jaka czesS¢ catkowite) zmiennosci ¥ mozna
przypisac je1 zwiazkowi ze zmienng X (Sokal i Rohlf 1981).
- Waing zaleta metody regresji jest to, Zze pozwala ona wnioskowacé mnie tylko
o sile zwigzku pomigdzy zmiennymi. Mozna dodatkowo porownywaé nachylenia
linii regresji uzyskanych z roznych populacji oraz stosowaé¢ rownanie regresji do
szacowania, wartosclt oczekiwanych zmiennej Y na podstawie wartosci X (a nawet
odwrotnie), wraz z oszacowaniem granic ufnosci dla takich przewidywan. Odpo-
wiednie procedury sa opisywane szeroko w licznych podrecznikach, ale prawidlowe
metody obliczania warto$ct oczekiwanej X na podstawie Y oraz przedziatu ufnosci
s podane tylko w niektorych ksigzkach (np. Sokal i Rohlf 1981).

Z tego co powiedziano wyzej wynika, iz metoda regresji nie powinna by¢ sto-
sowana, jezeli nie sg spelnione zalozenia (1-—3), a wigc we wszystkich tych wypadkach,
kiedy mamy do czynienia ze zwyklym rozkladem normalnym dwuwymiarowym

(obie zmienne sa losowe), nawet jezeli wiemy, Ze za badanym rozkladem kryje sie
zalezno$¢ funkcjonalna.

S. Dopasowywanie parametrow rownania liniowego
przy korelacji dwoch zmiennych losowych

Co jednak mozna uczyni¢, jezeli istnieje potrzeba poréwnania nachylen elips
otaczajacych rozktady dwuwymiarowe, a warunki uzywania regresji nie sa spetnione?
W tym wypadku mamy do czynienia z symetryczng zaleznoscig zmiennych Y, i Y,.
Rzut oka na rozkiad empirycznych danych na ukladzie wspotrzednych przekonuje
nas, Zze najlepiej dopasowana linia pokrywa si¢ z osig dluga (osia gléwng) elips
opisujacych topografi¢ rozktadu (rys. 5a). Linia ta bywa tez nazywana prosta regresji
ortogonalnej (synonimy angielskie: major axis, principal axis, principal component).
Oczywiscie przystgpujac do analizy nie mamy wykre$lonej elipsy, a tylko chmurke
punktéw na ukladzie wspotrzednych. Lini¢ mozna dopasowaé metoda najmniejszych
kwadratow. Tym razem nie mozemy jednak wyrdzni¢ zadnego kierunku mierzenia

~ odchylen punktéw empirycznych od poszukiwanej osi. Staramy si¢ poprawié ja
tak, aby przebiegala mozliwie najblizej wszystkich punktéow, a wiec odlegtosci
migdzy nimi a osig mierzymy prostopadle do tej osi (rys. 5b). Réwnanie, ktore
pozwala obliczy¢ wspotczynnik nachylenia tej linii do ukladu wspotrzednych wyglada
do$¢ nieprzyjemnie (p. Dodatek 1), ale zawiera te same znane sktadniki, co rownania
regresji liniowej czy korelacji. Obliczenia na kalkulatorze statystycznym nie przed-
stawiajg zadnych trudnosci. Wyprowadzenie réwnania osi gléwnej podaja Sokal
i Rohlf (1981) oraz Seim i Saether (1983). Nie zaglebiajac sie w odrazajacy gaszcz
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Rys. 5. a — OS$ gldéwna (dluga) i 0o krotka elipsy opisujace] dwuwymiarowy rozkiad zmiennych
losowych Y, i Y,, b — odchylenia wartosci empirycznych od osi gléwnej mierzymy prostopadle
do tej osi |

a — Major (principal) and minor axes of the elipse that encircles a bivariante d Litribution of random
variables Y, and Y,, b — deviations lfrom the major axis are measured perpendicularly to this axis

rownan warto zwroci¢ uwage na jeden wazny fakt: niemozno$¢ zbadania wiasciwosci
dwoch na raz rozkladow bledow na podstawie danych dwucechowych (réwnanie
(4)) powoduje, iz réwnaniec osi gtéwnej mozna bylo wyprowadzié tylko dzigki po-
czynieniu dodatkowego, wstepnego zalozenia — ze rozklady bledéw &, i e, majg
identyczng wariancje.

Nie mialoby to moze znaczenia dla biologow, gdyby nie wynikajgca stagd dos¢
przykra, a bynajmniej nieoczywista intuicyjnie wiaSciwoS¢ osi giéwnej. Postulat
jednakowej wariancji biedow jest trudny do zrealizowania. Wystarczy np. zmienic
skale pomiarowag jednej ze zmiennych (powiedzmy milimetry na centymetry), aby
~ wariancje bledow rdznily sie wydatnie. W rezultacie wspolczynnik nachylenia osi
gtéwnej obliczony dla danych w centymetrach wcale nie bedzie 10 razy mniejszy
od wspoétczynnika wyznaczonego dla tych samych danych mierzonych w milimetrach.
Trudno$¢ ta zwykle nie wystepuje wtedy, gdy mamy do czynienia z danymi trans-
formowanymi logarytmicznie. W ekologii, fizjologii porownawczej oraz nauce o stra-
tegiach zyciowych (gdzie ja umiesci¢?) logarytmiczne transformowanie danych jest
czesto stosowane w celu normalizacji sko$nych rozktadow. Takie dane nadajg sig
dobrze do analizy metoda osi giéwnej. Oczywiscie transformacj¢ wolno stosowaé
tylko wtedy, gdy w efekcie otrzymuje si¢ rozkiad zblizony do normalnego,
albowiem tylko rozklady normalne nadaja si¢ do analizy opisywanymi metodami.

Od klopotéw ze skala pomiarowa mozna si¢ uwolni¢ takze poprzez standary-
zacje danych w taki sposob, aby rozktady obu zmiennych mialy srednig 01 odchylenie
standardowe 1. Przy duzej liczbie danych procedura standaryzacji moze by¢ dos¢
pracochlonna, na szcze$cie mozna jej jednak unikng¢. Symetryczng lini¢ dobrego
dopasowania mozZna otrzymac jeszcze innym sposobem. Postugujac si¢ rachunkiem
regresji mozna obliczy¢ dwie linie: regresje¢ ¥ do X i odwrotng, X do Y. Takie pos-
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tepowanie nie ma sensu w poprawnej analizie regresji, kiedy wspolzalezno$¢ jest
asymetryczna. Tym razem jednak nie wyrézniamy zadnej ze zmiennych, a poszuki-
wana linia jest Srednig geometryczna obu regresji (rys. 6). Tak obliczona linia nosi
nazwe osi glownej zredukowanej (reduced major axis, standard major axis, geometric
mean regression) 1 jest rownowazna osi glownej obliczonej dla rozkiadéw standary-
zowanych. O$ gldwna zredukowana jest wiec odporna na zmiany jednostek, a zato-
zenie wstepne sprowadza si¢ teraz do przyjecia, Ze wariancje bledow sa proporcjo-
nalne do wariancji zmiennych.

. Regresja -l
P;t Regressicn to-v

regresya by - b
Regressicn 1)+ 15

Rys. 6. OS gldbwna zredukowana jest
Srednia geometryczng regresji ¥ X
1 regresjt X Y

The reduced major axis is a geome-

-—-----—-—-?-- tric mean of the two regressions:
. Y-Xand X- Y

Poniewaz w regresji Y -X odlegiosci migdzy wartosciami empirycznymi a ocze-
kiwanymi mierzone sg réwnolegle do ost Y, a dla regresji XY — rownolegle do
osi X, zatem odcinki lgczace na wykresie punkty empiryczne z poszukiwang osig
wytyczaja prostokatne trojkaty (rys. 7). Najlepsze dopasowanie polega na takim
dopasowaniu linii, aby pole powierzchni tych tréjkatéw bylo w sumie jak najmniejsze
(rys. 7). Brzmi to doS¢ zawile, ale rachunkowo warto$¢ bezwzglgdna wspoiczynnika
nachylenia osi gldwnej zredukowanej rowna jest po prostu ilorazowi odchylef

Rys. 7. Dopasowanie osi glownej zredukowanej
polega na takim przeprowadzeniu linii, aby suma
powierzchni zakreskowanych trojkatow wytyczo-
nych przez t¢ o$ i proste rOwnolegle do os: wspol-
rzgdnych, igczace punkty empiryczne z osig, byla
najmniejsza

The best fit of the reduced major axis minimizes
the sum of areas of the triangles delimited by this
axis and the lines parallel to the coordinates, con-
necting the empirical points with the axis
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standardowych obu zmiennych (p. Dodatek 1). Mozna tatwo udowodnié, Ze wspt-
czynnik nachylenia osi gtéwnej zredukowanej jest rowny zwyklemu wspélczynnikowi,
nachylenia regresji liniowej, podzielonemu przez wspotczynnik korelacji. Mita to
zapewne wiadomos$¢ dla posiadaczy kalkulatoréw statystycznych!

Znak, jaki przyjmuje ten wspolczynnik jest taki sam, jak dla wspodlczynnika
korelacji (albo kowariancji). Wspdiczynnik nachylenia osi giéwnej zredukowanej
traci sens przy catkowitym braku korelacii (r=0), mimo iz osigga wtedy wartosé 1
(rys. 8). Wszystkie trzy linie ,,najlepszego dopasowania”, o ktérych dotad byla mowa

Regresja V; - vo
Regression vy - ¥ O 0

4 O\ g‘r'l/
6 0 S
G 2 AW 750 g
1 \(QQ' (&\G
\ // \\@“
% PP s
A g \ Regresic v -¥, Rys."& Przy bl‘akl:l korelaf:_u (r=0) linie re-
¥ r o nm . 8resjt tworza krzyz o ramionach prostopad-
SN Reqressior; vo-/; \ , ,
e N\ o / tych do osi wspotrzednych, a osie gléwne zre-
P § dukowane majq nachylenie 1 (stanowia prze-
i k
1 . o i Qtne)
Al A e i 3 .
fr 4 When there is no correlation (r=0) the re-
i gressions cross each other perpendicularly
PE My w hile the reduced major axes have the slope
Z e of 1

przechodza przez punkt wyznaczony przez $rednie obu rozkladow. Dzigki temu
pozostaly parametr réwnania liriowego (x) mozna wyznaczyé w taki sain SPOSOD,
jak to robimy przy regresji liniowej (p. Dodatek 1).

Czy jednak, bez wzgledu na teoretyczne subtelnosci, w prakiyce rachunkowej
nie wystarczy postuzy¢ sie dobrze zrnang i zaprogramowana w tanich kalkulatorach
metoda regresji? Otoz okazuje sig¢ iz prowadziloby to do sztuczrego obniZenia war-
tosci wspdtczynnika rachylenia linii najlepszego dopasowania. Pizyjrzyjmy si¢ raz
Jeszcze tréjwymiarowemu modelowi rozkladu normalrego dwuwymia: owego (rys. 9).
Os giéwna elipsy przecina jego podstawe dokladnie symetryczrie, a plaszczyzna

rzekroju przechodzi $ci§le przez maksima gestosci rozkladu dla kazdej krzywe;
normalnej, wyznaczonej przez cigcie prostopadie co osi gléwr ej (rys. 9a). Tymczasem
przy zastosowaniu metody regresji linia najlepszego dopasowaria wyznaczona jest
przez wierzchelki rozkiadéw ,,przekrojowych”, przeprowadzonych pod innym katem
do osi gidwnej niz kgt prosty (rys. 9b). Prowadzi to ewidentrie do otrzymywania
mriejszego kata nachylenia tak wyzhaczorej linii. Autor rie ukrywa, ze aby doklad-
nie zrozumie¢ o co tu chodzi, postugiwal sie intensywrie plasteling.

Dla identycznych zestawow danych linia regresji zawsze jest najmniej nachylora
W stosunku do osi rzednych, natomiast to, czy o§ gléwna, czy of zredukowana jest
bardziej stroma, zalezy od stosurku wariancji i wspélczynuika korelacji w danym
rozkiadzie dwuwymiarowym. Réinica miedzy nachyleniami tych linii maleje ze
wzrostem korelacji, a dla r=1 wszystkie trzy linie sa identyczre.
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Gestosc rozkladu ¥, a
Distribution density |

05
glowna
Major
axis

2
"
Gestosé rozklady v
| Jistribution density b.

Regresja
Regression

i
f,

[ 4

Rys. 9. Dopasowanie linii opisujacej wspolzalezno$¢ dwoch zmiennych losowych Y; 1 Y,: a — me-
toda osi glownej, b — metodag regresji "
Objasnienia w tekscie

Fitting the lines that describe a relation of two random variables Y; and Y,

a — by the method of major axis, b — by the method of regression.
See text for explanations

_ W literaturze ekologicznej 1 ewolucyjnej nietrudno o przyklady dyskutowania
roznic pomiedzy regresjami (na przykiad metabolizmu i1 ciezaru ciala) u réznych
grup zwierzat. Zastosowanie regresji tam, gdzie powinna by¢ uzyta o$§ gldwna,
prowadzi nie tylko do sztucznego obnizema liczbowej wartoSci wspoiczynnika
regresji, ale moze tez zupelnie zmieni¢ interpretacje biologiczng. Harvey i Mace
(1982) ilustrujg to sugestywnym rysunkiem, ktory tu z niewielkimi zmianami przy-
taczamy (rys. 10). Inny charakterystyczny przyklad przedstawiono .w Dodatku 2.

Skoro jednak ten sam zestaw danych moze dostarczyé trzech réznych linii
,,snajlepszego” dopasowarnia, to jak odgadnaé, ktéra z nich jest najlepsza z najlepszych?
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Rys. 10. a — Dwie linie regresji (dopasowane do dwoch zestawéw danych) maja podobne nachy-

lenie, ale réznig si¢ wyraznie potozeniem na ukladzie wspélrzednych, b — na skutek dopasowania

hnu metoda osi gidwnej nachylenie jest bardziej strome 1 okazuje si¢, ze mamy do czymema Z jedng
1 ta sama linig

a — Two regression lines that are fitted to two sets of data have a similar slope but differe in ele-
vations, b — after fitting the lines by the method of major axis the slope becomes steeper and the
two become one |

Otéz, jak wynika z poprzednich wywodow, zalezy to od charakteru rozkladu zmien-
nych 1 wariancji ich btedéw. W praktyce poza ukladem regresji linijowej nie znamy
rozkiadu bledow i musimy dokona¢ zatozenia, ze albo wariancje bigdow przy obu
zmiennych sg identyczne (0§ gldwna), albo sg proporcjonalne do wariancj zmiennych
(0§ gltowna zredukowana). Wybor pomiedzy osig giowng a osig zredukowang musi
byé zatem arbitralny, chyba Ze w niezaleznych pomiarach zdolamy sie czego§ do-
wiedzie¢ o tych rozkladach. Decyzj¢ o niestosowaniu regresji liniowej mozna jednak
podja¢ w sposob obiektywny.

Niektére podreczniki podajg jeszcze Jeden sposob obliczania linii najlepszego
dopasowania do danych skorelowanych (zupetnie odrgbny od metody najmniejszych
kwadratow) — tzw. metode trzech grup Bartletta. Metoda ta ma jednak szereg wad
(Sokal 1 Rohlf 1981), a ponadto jej opis podaje jeden z polskich podre¢cznikow
statystyki dla biologédw (Bogucki 1979), dlatego tutaj ja pomijamy.

6. Jak postugiwac sie rownaniami linii najlepszego dopasowania?

Roéwnanie regresji liniowej, jezeli tylko jest prawidlowo zastosowane, daje
najbardziej uniwersalne mozliwosci roznorodnego wykorzystania wynikéw w dyskusji.
Obliczone wspolczynniki mozna porownywaé, stawiajac hipoteze o jednakowych
nachyleniach regresji, a jezeli ta zostanie przyjeta, mozna badaé, czy rdéznia sie
wartoécia wspoélczynnika a, to jest usytuowaniem na ukladzie wspdtrzednych. Pod-
reczniki zawieraja opisy testow przeznaczonych zaréwno do poréwnan regresjl
parami, jak tez do badania heterogenicznosci wspdiczynnikéw wigksze) na raz
liczby réwnan. Mozna latwo wyznaczy¢ blad standardowy wspoélczynnika regresji
czy tez wyznaczy¢ przedzialy ufnosci na dowolnym poziomie. Co wigcej, regresja
pozwala na przewidywanie warto$ci zmiennej zaleznej na podstawie zmiennej nie-
zaleznej, a nawet odwrotnie, z oceng bledu takich oszacowan.
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Pozostate linie najlepszego dopasowania majg znacznie wezszy zakres zastoso-
wan. W przypadku osi giéwnej zredukowanej blad standardowy wspolczynnika
nachylenia jest na tyle zblizony do blgdu zwyklej regresji liniowej, ze moze byc¢
nim zastapiony (p. Dodatek 1). Dzieki tej wlasciwoSci wspotczynniki nachylenia osi
gléwrej zredukowanej mozna poréwnywaé parami, stosujac te same testy, jakich
uzywamy w analizie regresji. Dotychczas nie opracowano jednak metod badanma
heterogeniczno$ci wiekszej na raz liczby wspdlczynnikéw osi gtownych zreduko-
wanych. Harvey i Mace (1982) podaja jednak sugestie, jak mozna bada¢ hetero-
geniczno$é¢ wspotczynnikow osi gtéwnej. Obliczanie przedzialéw ufnosci dla wspol-
czynnika nachylenia osi gtdwnej jest z kolei dos¢ trudne 1 nadaje si¢ tylko dla danych
bardzo licznych i silnie skorelowanych (p. Dodatek 1; Sokal 1 Rohlf 1981).

Osie gldwre nie powirny byé, niestety, uzywane do przewidywania wartosSci
jednej ze zmiennych na podstawie drugiej, gdyz nie sposob wyznaczy¢ przedzial
ufnosci takiej oceny. Ze wzgledu na to, Ze obie zmienne sa zmiennymi losowymi,
mozemy mowié tylko o dwuwymiarowym obszarze ufnosci. Sokal i Rohlf (1981)
podaja procedur¢ obliczania takiego obszaiu wokot srednich rozkiladu X' 1 Y.

7. Waioski koncowe

Ktory$ z autorow podrecznika statystyki powiedzial madrze, 1Z najwazniejsza
wskazowka dla wszystkich uzytkownikéw metod statystycznych jest to, aby znac
sic dobrze na meritum badanego zagadnienia. Na przykiad wspodlzaleznos¢ aktyw-
nosci enzymu i temperatury powinien bada¢ fizjclog, zaleznoS¢ wielkosci ciala
i wielkoSci terytorium u ptakéw — ekolog-ornitolog itd. Tylko to bowiem gwaran-
tuje sensowne sformulowarie hipotez, odrdéznianie przyczyn od skutkow 1 — co
w naszyvm problemie najwazniejsze — odroznienie regresji od korelacyi oraz trafne
intuicje co do charakteru badanych rozkladow. Najbardziej wykwalifikowany sta-
tystyk 1 jego ezoteryczna wiecdze nie zastgpia zdrowego rozsgcku biologa.

Jesh zas idzie o konkretre rady dla tego ostatniego, to autorzy uczonych prac
o metodach statystycznych wzdragaja si¢ przed podariem gotowych recept, ale
zgodri sg w kilku punktach:

1. Regresje liniowa mnalezy stosowac tylko do ukladéw eksperymentalnych
(wviatkowo opisowych), kiedy jedna ze zmiennych jest kontrolowara przez bacacza,
a jej wartosci nie sa (praktycznie) obcizzone bledami.

2. OS gtowna nadaje si¢ do cpisu wspdélzaleznosci dwéch zmiennych losowych
o rozkladach normalrych, z pcdobnymi wariancjami bledéw, albo o rozkladach
normalnych, standaryzowanych. W szczegdlnosci o$§ gidéwna nadaje si¢ dobrze do
badania wspodtzaleznoSci zmienrych uprzednio transformowanych logarytmicznse.

3. O$ glowna z-edukowara mocze zastapi¢ regresje liniowa tam, gdzie zmienna
niezalezna jest obcigzZona godrnym uwagi bledem pomiarowym lub losowym. Mozna
jej uzywaé¢ w podobnych sytuacjach jek osi giéwrej, o 1le mozemy przyjac, ze wa-
riancie bledow sa proporcjoraine do wariancji zmiennych.
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Autor wiele zawdziecza agresywnej dociekliwosci Kolegow 1 Studentéow, uczestnikOw semi-
nariow Ekofizjologii oraz Ekologii Populacyjnej 1 Zagadniern Pokrewnych IBS UJ. Panowie Adam
Y omnicki i Jan Kozlowski przyczynili si¢ do usuniecia wielu niejasnosci i bledow z tego artykutu,
ale nie ponoszg odpowiedzialnosci za te, ktére pozostaly.

Dodatek 1

Obliczanie wspoiczynnikéw rownan regresji, osi glownej 1 osi gtébwnej zredukowane;j

Stosujac symbolike najczesciej stosowana w podrecznikach statystyki, zmienne oznaczymy
X i Y, przy czym nalezy pami¢gtaé, ze tylko w przypadku regresji liniowej X oznacza zmiennga nie-
zalezna, a Y zmienna losowa zalezna od X. W pozostalych przypadkach obie zmienne sa losowe,
a ich wspoélzalezno$¢ symetryczna. W celu uproszczenia zapisu nie wprowadzamy jednak osobnych
oznaczen (na przyklad Y; i Y,). Przez n oznaczamy liczb¢ par zmiennych X 1 Y. Dalej oznaczamy :

x=(X—-—:X7) oraz y=(Y— ?)

e = X
LxXmB (XX =) X~ ( )q
n
L = X))
Ly =2(Y=Y)=2Y* (2.4)
n
4 R X 22X
2xy=2(X—-X)(Y—-Y)=2 XY—
a stad:
b ke
sy (wariancja X)=
n—1
E 2
sy (wariancja Y)= z
n—1
2 XY
sy (kowariancja) = 1
nr 3

Zadanie polega na oszacowaniu parametréw réwnania liniowego: Y=a+ BX, przy czym (wg Sokala
i Rohlfa 1981) najlepsze oszacowanie parametru f dla regresji oznaczamy symbolem by , x, dla osi
glownej by, a dla osi gléwnej zredukowanej vy.y Oszacowanie parametru a oznaczamy Zawsze

przez a.

1. Regresja liniowa

'Eiy
br-x=
2 x®
ik — XY-by.x2X
a= Y"'—by.xX"'
n

Biad standardowy wspodlczynnika reg resji:

2y (2.. xy)z
PR
> x2 (n—2)

059% przedziat ufnosci dla by. x:
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L;=by.x—10,05[n-275
L,=0by . x10,05 [n—2] 5
gdzie t,, — wartos¢ krytyczna rozkladu Studenta dla testu 'dwﬁétrohnego przy a=59% i v=n—2.
2. Os gidwna zredukowana
Whpierw obliczamy wspolczynnik korelacji:
i 2 Xy
]/E "l

a nastepnie wspoOlczynniki osi glownej zredukowanej:

t I/Sr 2 y? H by . x
Yool o CYi TR e G g
Sx pe 'xy

Znak przy vy.x przyjmujemy taki, jaki ma wspolczynnik korelacji.

ZY"—"VY . ¥ 2 X
a—

Fxy

n

Biad standardowy jest taki sam jak dla wspdiczynnika regresji liniowej (s,=s3), a wigc granice
przedzialu ufnosci dla vy.x obliczamy identycznie jak dla by . yx.

3. O§ gldwna
Obliczenia sa nieco bardziej zawile. WprowadZmy dodatkowe oznhaczenia:
si—{—si +D
2
dy=53+5;—As

gdzie D=/ (s2+52)*—4 (s2 52 —s2,)

Alz

Wowczas:
Sx
b, = : 2 -
Ag_‘“"S’
atho
1 :
b, =- [sﬁ -—s; ]/(sf, +s§)2+4 Sxy ]
ok

Posiadacze kalkulatordw statystycznych moga obliczy¢ kowariancje potrzebna do obliczenia wspdl-
czynnikOw osi gidwnej jako:

Sey=0y.x si
95% przedzial ufnosci dia b,:

* Fo,os [1, n-2]
(Ad/A2+2,/4,—2) (n—2)
gdzie F,, vy, v, — warto$é krytyczna z rozkladu F dla a=95%, v,=11i v;=n—-2.

H.....

L,=tg (arc tg by —1/2 arc sin 2 ‘/Fﬁ

L,=tg (arc tg b;+1/2 arc sin 2 ]/_f})_
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Dodatek 2
Przyklad liczbowy

Czesto stosowana weryfikacja matematycznych modeli systemow ekologicznych polega na bada-
niu korelacji pomiedzy wartosciami zmierzonymi w eksperymencie a przewidywanymi przez model.
Analiza takiej korelacji pozwala wykry¢ 1 zidentyfikowa¢ ewentuaine bledy systematyczne zawarte
w modelu. W idealnej sytuacji wartosci modelowe pokrywaja si¢ z eksperymentalnymi, a wiec na
uktadzie wspolrzednych ukladajg si¢ wzdluz przekatnej, czyli prostej, pod katem 45°. Jezeli korelacja
nie jest calkowita, a linia dopasowana do rozkladu badanych zmiennych przebiega ukosnie do prze-
katnej, to moze to wskazywac na istnienie w modelu systematycznego bigdu, proporcjonalnego do
wartosci badanych zmiennych. Jezeli natomiast badana linia jest roOwnolegla do przekatnej, ale
przesuni¢ta o stala wartos$é, sugeruje to, ze systematyczny blad zawarty w modelu ma charakter
addytywny i niezalezny od wartosci zmiennych.

W celu zilustrowania, jaki wplyw wywiera dobdr metody dopasowania linii w takiej analizie,
przeprowadzono symulacje kalkulatorowa w my$l nastgpujacych zalozen: zmienna Y,; imituje
wartodci eksperymentalne, a Y, — warto$ci ,,modelowe”. Wartos¢ zmiennej Y, losowana jest

9
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Rys. 11. Symulowany rozklad dwéch zmiennych losowych skorelowanych. Dopasowana linia
regresji (¥,=3,43+0,87 Y,) przebiega ukosnie do przekatnej (¥;=1Y3), podczas gdy o$ gltéwna
zredukowana (Y,=1,76+1,03 Y,) jest do niej prawie rownolegla, zgodnie z zatozeniami symulacji
(Yz.= 2+ Yl)

1 — regresja, 2 — o§ gtodwna zredukowana, 3 — przekatna

The simulated distribution of two correlated random variables. The regression line fitted to the data
(Y>=3.4340.87 Y,) goes obliquely to the diagonal (¥;=Y_) while the reduced major axis (¥,=
=1.7641.03 Y,) is almost parallel to the diagonal and suit the conditions of the simulation (Y, =
=2+4Y,)

I — regression, 2 — reduced major axis, 3 — diagonal
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z rozkladu normalnego o parametrach Y;=10, SD, =35, i obciazona jest bledem &,, réwniez loso-
wanym z rozkiadu normalnego (¢; =0, SD.; =2). Wartosci Y, roOwne s3g wylosowanej wartosci Y,
bez bledu, a do nich dodawany jest blad &, losowany niezaleznie z rozkladu o takich samych para-
metrach jak blad dla Y;. Aby zasymulowag¢ istnienie w ,,modelu’’ bledu systematycznego, do wszyst-
kich wartosci Y, dodawana jest jeszcze stala (+2). A zatem gdyby zmienne Y, i Y, byly calkowicie
‘skorelowane (e, =¢,=0, r=1), wowczas dopasowana linia mialaby posta¢: Y,=2-+1Y;, zas§ gdyby
nie bylo zalozonego bledu systematycznego, to Y,=Y,;.

Rozklad 100 par tych zmiennych przedstawia rys. 11. W przeprowadzonej symulacji wspol-
czynnik korelacji wyniost r=0,85, a obliczona linia regresji ma postac¢: Y,=3,43+0,87 Y;. Wspoi-
czynnik nachylenia regersji r6zni si¢ wiec wyraznie od spodziewanej wartosci 1. Tymczasem row-
nanie osi gidbwnej zredukowanej ma wspolczynniki: Y,=1,7641,03 Y; (s,=s,=1,03).

Gdyby symulowany przyklad dotyczyt prawdziwego badania zgodnosci modelu z rzeczywistos-
cia, wowczas zastosowanie regresji (nachylenie linii mniejsze od 1) kazaloby szuka¢ w modelu bigdu
systematycznego o wartosciach odwrotnie proporcjonalnych do wartosci zmiennych. Natomiast

of glébwna zredukowana, przebiegajaca rownolegle do przekatnej, ujawnia blgd addytywny (taki
wilasnie, jaki byt zalozony w symulacji), niezalezny od wartosci zmiennych.
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Summary

Fitting regression lines by the least squares method is a procedure commonly misused in ecolo-
gical studies applying twodimensional variables. On the other hand, the suitable methods of fitting
lines to correlated data and a correct interpretation of their parameters are only seldom included
in statistical handbooks.

The linear regression may only be used for the sets of data in which one variable (X) 1s fixed,
controlled in the experiment and free from measurement errors, while the other (¥) is a normal
random variable (Figs. 3, 4). These conditions would not be fulfilled too often. When the study
involves the relationship between two correlated random variables (Y, Y, Figs. 1, 2), the lines of
the best fit should be calculated by the method of major axis (Fig. 5) or reduced major axis (Figs.
6, 7,-8), - depending upon the distribution of errors at the variables under study. If the error variances
are proportional to the variances of the variables, then the reduced major axis represent perfectly
the line of the best fit. When the assumption that the error variances of the both variables are equal
can be made, the major axis should be applied. Using an illegal method of line fitting may result
in an erroneous estimate of the slope coefficient (Fig. 9) and consequently, invalid conclusions
(Fig. 10).. The computation formulae for the parameters of all three lines of the best fit, standard

errors of slope coefficients, and 959, confidence intervals are given in Appendix 1. A numerical
example is presented in Appendix 2 (Fig. 11).





